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ALLE  RKCHTE, 
EINSCHLIESSLICH  DES  ÜBERSETZUNGSRECHTS,  VORBEHALTEN, 


Vorwort  zur  ersten  Auflage. 

Die  „Vorlesungen  über  Differential-  und  Integral -Rech- 
nung", welche  ich  hiermit  der  Öffentlichkeit  übergebe,  sind  in 
erster  Linie  für  Studierende  an  Technischen  Hochschulen  be- 
stimmt; ich  darf  jedoch  hoffen,  daß  sie  auch  von  Studierenden 
der  Mathematik  im  engeren  Sinne  mit  Nutzen  werden  gebraucht 
werden. 

Bei  Abfassung  derselben  war  es  mein  Bestreben,  mich 
auf  den  Boden  der  modernen  Forschung  zu  stellen  und  in 
bezufj  auf  die  Auswahl  des  Stoffes  und  seine  Verfolgunor  ins 
Einzelne  jene  Grenzen  einzuhalten,  welche  mir  durch  den 
Zweck  des  Buches  geboten  erscheinen.  Für  den  Studierenden 
der  technischen  Disziplinen  bildet  die  Differential-  und  Integral- 
Rechnung  in  der  Regel  den  Abschluß  der  mathematischen  Vor- 
bildung: er  soll  in  den  betreffenden  Vorlesungen  neben  einer 
tüchtigen  Schulung  des  Geistes  jene  Kenntnisse  erwerben,  die 
zu  einer  wissenschaftlichen  Erfassung  und  Behandlung  der 
Probleme  der  Technik,  zum  Verständnis  der  reichen  Literatur 
auf  diesem  Gebiete  erforderlich  sind.  Für  denjenigen,  welcher 
die  Mathematik  zu  seinem  Berufsstudium  erwählt  hat,  ist  eine 
gründliche  Einführung  in  die  Methoden  und  den  Formelappa- 
rat der  Infinitesimal- Rechnung  die  unerläßliche  Voraussetzung 
eines  erfolgreichen  Betriebes  spezieller  Fachstudien.  Rücksicht- 
lich beider  Kategorien  empfiehlt  es  sich,  den  theoretischen  Auf- 
bau auf  jenes  Maß  zu  beschränken,  das  mit  den  vorhandenen 
mathematischen  Kenntnissen  und  dem  unmittelbaren  Bedürfnisse 
in  richtigem  Einklänge  steht. 

Was  bei  dem  Techniker  durch  das  spezielle  Ziel  des  Stu- 
diums der  Infinitesimal -Rechnung  bedingt  ist,  das  erfordern 
bei    dem    angehenden    Mathematiker    didaktische    Rücksichten: 


IV  Vorwort. 

ich  meine  die  organische  Verbindung  der  Theorie  mit  ihrer 
Anwendung.  Der  Techniker  studiert  die  Mathematik,  um  da- 
von bei  der  Lösung  wichtiger  Probleme  der  großen  Praxis 
Gebrauch  zu  maclien;  dem  Mathematiker  dienen  die  Anwen- 
dungen nicht  so  sehr,  das  Studium  zu  beleben,  als  vielmehr 
es  zu  vertiefen,  die  klare  Erfassung  der  theoretischen  Sätze 
zu  vermitteln.  Daß  es  vornehmlich  die  geometrischen  Anwen- 
dungen der  Analysis  sind,  welche  sich  für  diesen  Zweck  emp- 
fehlen, bedarf  kaum  der  Begründung;  um  in  sie  einzutreten, 
ist  eine  spezielle  Vorbereitung  nicht  erforderlich,  und  die  Pro- 
bleme der  Mechanik,  Physik  und  Geodäsie  schließen  sich  ihnen 
eng  au. 

Bei  der  Auswahl  der  Beispiele  hielt  ich  mir  vor  Augen, 
daß  es  sich  nicht  darum  handeln  darf,  zum  alleinigen  Zwecke 
der  Einübung  die  Formeln  auf  eine  Reihe  mehr  oder  weniger 
gleichartiger  Fälle  anzuwenden.  Vor  allem  kam  es  mir  darauf 
an,  überall  dasjenige  klar  hervortreten  zu  lassen,  was  jeweilen 
beleuchtet  werden  sollte;  außerdem  aber  suchte  ich  durch  die 
Beis})iele  den  zugeführten  Wissenstoff  zu  vermehren. 

Daß  die  geometrische  Interpretation  der  analytischen  Sätze 
ausgiebig  herangezogen  wurde,  versteht  sich  bei  den  Zielen  des 
Buches  von  selbst. 

Wie  weit  die  getroffene  Auswahl  des  Stoffes  und  seine 
Darstellung  im  Einzelnen  mit  den  eben  gekennzeichneten  In- 
tentionen sich  decken,  darüber  hat  das  fachmännische  Urteil 
anderer  zu  entscheiden. 

Noch  liegt  es  mir  ob,  der  Verlagsbuchhandlung  für  die 
gediegene  Ausstattung  und  meinem  Assistenten,  Privatdozenten 
Dr.  Karl  Zsigmondy,  für  seine  freundliche  Hilfe  bei  der 
Druckrevision  zu  danken. 

VV^ien,  Neujahr  1898. 

E.  Czuber. 


Vorwort  zur  zweiten  Auflage. 

Bei  der  Bearbeitung  der  zweiten  Auflage  hat  die  riesamt- 
anlage  des  Werkes  eine  Änderung  nicht  erfahren,  da  mir  weder 
die  Urteile  der  Kritik  noch  die  eigenen  seither  gemachten  Er- 
fahrunoren  eine  solche  als  notwendiff  erscheinen  ließen.  Hin- 
gegen  ist  alle  Sorgfalt  darauf  verwendet  worden,  den  Inhalt 
abzurunden  und  den  Zwecken,  für  welche  das  Buch  bestimmt 
ist,  vollkommener  anzupassen;  wo  es  augezeigt  schien,  die  Dar- 
stellung präziser  zu  gestalten  und  die  Ergebnisse  schärfer  zu 
formulieren.  Von  größeren  Erweiterungen  des  Inhaltes  seien 
erwähnt  im  I.  Bande  die  hyperbolischen  Funktionen,  der"  Be- 
griff der  Funktion  einer  komplexen  Variablen;  im  II.  Bande 
die  Eulerschen  Integrale,  die  Fourierschen  Reihen,  Moment- 
und  Schwerpunktsbestimmungen,  die  Sätze  von  Green.  Die 
Einfücmncr  historischer  und  literarischer  Notizen  wird  manchem 
willkommen  sein;  auch  die  ziemlich  zahlreichen,  an  passenden 
Stellen  vorgelegten  Probleme  dürften  zur  Verwendbarkeit  des 
Buches  beitragen.  So  hoffe  ich,  die  Absichten,  welche  mir  bei 
der  Anlage  des  Werkes  vorschwebten,  der  Verwirklichung  näher 
gebracht  zu  haben. 

Meinem  früheren  Assistenten,  Prof.  Dr.  Karl  Carda,  habe 
ich  für  die  freundliche  Mitwirkung  beim  Korrekturenlesen  zu 
danken. 

Wien,  Dezember  1905. 

E.  Czul)er. 


Vorwort  zur  dritten  Auflage. 

Bei  der  Bearbeitung  dieser  Auflage  war  meine  Aufmerk- 
samkeit  hauptsächlich  darauf  gerichtet,  den  Text  in  allen  Einzel- 
heiten sorgfältig  zu  revidieren,  den  gesammelten  Erfahrungen 
gemäß  zu  vervollständigen,  durch  Einbeziehung  wichtiger  Be- 
griffe zu  bereichern  und  von  Unebenheiten  zu  befreien.  Was 
den  ersten  Band  betrifft,  hebe  ich  hervor  die  Behandlung  der 
RoUkurven  und  Brennlinien,  die  Einführung  in  die  Flächen- 
theorie, die  Darstellung  der  Kotationsflächen  von  konstanter 
mittlerer  Krümmung,  die  Erweiterung  des  Abschnittes  über 
Flächenkurven  durch  Aufnahme  der  Loxodromen.  Im  zweiten 
Bande  hat  der  Abschnitt  über  Differentialgleichungen  nach 
verschiedenen  Richtungen  Ergänzung  und  Abrundung  erfahren, 
die  Theorie  der  singulären  Lösungen  und  die  Elemente  der 
Variationsrechnung  sind  vollständig  umgearbeitet  worden.  Die 
Einführung  in  die  Kurvenintegrale  und  in  die  Hauptsätze  über 
die  Integrale  von  Funktionen  einer  komplexen  Variableu  dürften 
mit  Rücksicht  auf  die  Anwendungen  nicht  für  unangebracht 
befunden  werden. 

Meinem  lieben  Freunde  Hofrat  Prof.  Dr.  J.  Finger  bin 
ich  für  das  Interesse,  das  er  an  dem  Buche  genommen,  und 
für  die  Mitwirkung  bei  der  Korrektur  dieser  Auflage  zu  be- 
sonderem  Danke  verbunden. 

Gnigl  bei  Salzburg,  Weihnachten  1911. 

E.  Czulber. 
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Erster  Abschnitt. 
Variable  nnd  Funktionen. 

§  1.    Entwicklung  des  Zahlbegri£Fs. 

1.  Rationale  Zahlen.  Grundlage  der  Arithmetik  ist  die 
natürliche  Zahlenreihe.  Werden  mit  ihren  Gliedern  die  Opera- 
tionen des  Addierens,  Multiplizierens  (Bilden  einer  Summe  aus 
mehreren  gleichen  Summanden)  und  Potenziercns  (Bilden  eines 
Produkts  aus  mehreren  gleichen  Faktoren)  vorgenommen,  so 
filhrt  dies  über  jene  Zahlenreihe  nicht  hinaus,  d.  h.  das  Resultat 
ist  immer  wieder  eine  natürliche  Zahl. 

2.  Die  der  Multiplikation  inverse  Operation,  die  Division, 
welche  verlangt,  zu  gegebenem  Produkt  und  einem  gegebenen 
Faktor  den  andern  Faktor  zu  finden,  hat  ihre  Lösung  in  der 
Zahlenreihe  nur  dann,  wenn  das  Produkt,  der  Dividend,  ein 
Vielfaches  des  bekannten  Faktors,  des  Divisors,  ist.  Um  sie 
auch  im  andern  Falle  ausführbar  zu  machen,  ist  die  Schaffung 
neuer  Zahlen  notwendig.  Von  der  Voraussetzung  ausgehend, 
daß  die  natürliche  Einheit  1  in  jede  beliebige  Anzahl  gleicher 
Teile  teilbar  sei,  zerlegt  man,  um  die  Division  a  :l)  zn  voll- 
ziehen, jede  der  a  Einheiten   des  Dividends   in  h  gleiche  Teile 

—  ein  solcher  sei  mit  -r  bezeichnet  —  und  vermag  nun  die  ah 

neuen  Einheiten  des  Dividends,  von  der  Größe    r^,  als  Summe 

von  b  gleichen  Summanden  darzustellen,  deren  jeder  a  solcher 
neuen  Einheiten  umfaßt;  ein  solcher  Summand  stellt  nun,  der 

Czuber:  Vorlesungen.     I.     3.  Aufl.  1 
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Definition  der  Multiplikation  gemäß,  das  Resultat  der  vorge- 
legten Division,  den  Quotienten,  dar  und  wird  mit  -r-  bezeichnet. 

Eine  Zahl  dieses  Bildungsgesetzes  wird  ein  Bruch  genannt- 
während  die  natürliche  Zahl  a  ein  Aggregat  natürlicher  Ein- 
heiten   vertritt,    bedeutet    der  Bruch  -y-  ein   Aggregat  ebenso- 

vieler  Brucheinheiten,  deren  h  eine  natürliche  Einheit  aus- 
machen. 

Die  Vergleichung  der  Brüche  untereinander  und  mit  ganzen 
Zahlen,  also  auch  ihre  Anordnung  nach  der  Größe,  beruht  auf 
der  Möglichkeit,  sie  auf  gleichen  Nenner  zu  bringen,  d.  i.  als 
Aggregate  gleicher  Brucheinheiten  darzustellen;  als  gemein- 
samer Nenner  ist  jedes  gemeinschaftliche  Vielfache  der  vor- 
handenen Nenner  verwendbar;  die  Vergleichung  erfolgt  dann 
an  natürlichen  Zahlen,  den  Zählern  der  transformierten  Brüche. 
Auf  denselben  Umstand  gründet  sich  die  Tatsache,  daß  man 
zwischen  zwei  ungleiche  Brüche  immer  wieder  Brüche  ein- 
schalten kann;  man  wähle  als  gemeinsamen  Nenner  ein  so  großes 
Vielfache  der  beiden  Nenner,  daß  die  neuen  Zähler  um  mehr 
als  eine  Einheit  sich  unterscheiden,  so  daß  zwischen  sie  andere 
Zahlen  eingeschaltet  werden  können. 

Die  Vergleichung  der  Brüche  und  ihre  Anordnung  nach 
der  Größe  wird  auch  erreicht  durch  eine  Darstellung  derselben, 
welche  jener  der  natürlichen  Zahlen  im  dekadischen  Zahlen- 
system nachgebildet  ist;  man  verwandelt  die  Brüche  in  Aggre- 
gate von  Bruchteilen  nach  dem  Nenner  10  und  seinen  auf- 
einander   folgenden   Potenzen   und   bezeichnet   diese   Form   als 

Dezinuühruch.  Ist  ,  ein  auf  seine  kleinste  Benennung  redu- 
zierter Bruch,  so  lehrt  die  Arithmetik  ein  Verfahren,  durch 
welches  man  ihm  die  Gestalt 

h         "o  T^  10  ^   10*  ^   10»  ^ 

verleiht,   wobei  cc^  eine  natürliche  Zahl  bedeutet  oder  entfällt, 

je  nachdem  -r-  unecht  oder  echt  ist,  während  unter  «,,  a^,  «g, 

...  je  eine  der  zehn  Ziffern  0,  1,  2,  ...  9  zu  verstehen  ist. 
Das  betreffende  Verfahren  schließt  von  selbst,  wenn  J)  Teiler 
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einer  Potenz  von  10,  also  nur  aus  den  Faktoren  2  und  5  zu- 
sammengesetzt ist;  im  anderen  Falle  bietet  hier  die  Arithmetik 
das  erste  Beispiel  eines  unbegrenzt  fortsetzharen  Rechenprozesses 
dar,  aber  eines  solchen  von  besonderer  Art.  Nach  einer  be- 
schränkten Anzahl  von  Rechnungsoperationen  ist  nämlich  der 
ganze  weitere  Ablauf  des  Prozesses  festgestellt,  indem  von  einer 
bestimmten,  z.  B.  der  /•-!-  Iten  Stelle  an  eine  gewisse  Gruppe  von 
Ziffern  a^+u  ^/■  +  2»  •  •  •  ^r+p  beständig  sich  wiederholt.  Auf 
Gnmd  dieses  periodisclten  Verlaufes  ist  es  möglich,  den  unbe- 
grenzt fortsetzbaren  oder  unendlichen  Dezimalbruch  mit  Hilfe 
einer  beschränkten  Anzahl  von  Zeichen  erschöpfend  darzustellen. 
Bildet  man  aus  dem  unendlichen  Dezimalbruche,  der  in 
dem  letztgedachten  Falle  entsteht,  der  Reihe  nach  die  ah- 
gehürzten  Dezimalbrüche 

*i  =  «0  +  iö 

(1)  i«2  =  s  +  S  +  ro^ 


1      ^       I         °^8      _j_  _1_       « 

«n  —  "O  -T   10   +    10«     '     ■  ■  ■  +TÖ^  J 

80  liegt  es  in  der  Natur  des  Rechenprozesses,  durch  welchen 
diese  gewonnen  werden,  daß  sie  niemals  abnehmen,  sondern 
im  allgemeinen  wachsend  fortschreiten,  und  daß  für  jedes  n 
aus  der  Reihe  0,  1,  2,  ... 

(2)  ^n<T<^n-\-^n  =  ^n, 

80  zwar,  daß  der  Unterschied 

(^)  T  -  «»  <  10- 

und  daß  er  also  durch  Wahl  von  n  kleiner  gemacht  werden 
kann  als  ein  beliebig  kleiner  Bruchteil  £  der  Einheit.  Und 
da  jeder  später  folgende  abgekürzte  Dezimalbruch  a„  +  ^  im  all- 
gemeinen größer  ist  als  «,,  und  doch  unter  .  bleibt,  so  ist 
auch  der  Unterschied 

(4)  <*„  +  ..-««<  10«^ 

1* 
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welche  der  Zahlen  1,  2,  3,  .  .  .  man  für  v  setzen  mag,  und 
somit  kann  auch  dieser  Unterschied  durrli  \Vahl  von  n  unter 
die  Größe  f  gebracht  werden. 

Man   liat  also   in    der   unbegrenzt  fortsetzbaren  Folge  der 
abgekürzten  Dezimalbrüche 
(5)  «0,  «1,  o^,  «3,  .  .  . 

eine  Reihe  von  Brüchen,  welcher  folgende  Eigenschaften  zu- 
kommen: 1)  Keines  ihrer  Glieder  kommt  dem  Bruche  ,    gleich; 

2)  man  kann  )>  so  groß  Avählen,  daß  der  Unterschied  «„^,,—  a„ 
bei  jedem  7'  kleiner  ausfällt  als  der  beliebig  klein  festgesetzte 
Bruchteil    e    der    Einheit;    3)    der   Unterschied  y  —  a^   kann 

gleichfalls  durch  entsprechende  Wahl  von  n  kleiner  gemacht 
werden  als  ein  beliebig  klein  festgesetztes  s.  Dieser  Sach- 
verhalt   wird    in    Kürze    dadurch    ausgedrückt,    daß    man    die 

Zahlenreihe   (5)    als    lonvergent   und    den    Bruch    r^   als  ihren 

Grenzivert  bezeichnet. 

Man  kann  sich  von  der  Sache  noch  eine  andere  Auf- 
fassung bilden,  wenn  man  auch  die  Zahlen  a'„  hinzunimmt, 
welche  unter  (2)  definiert  worden  sind  und  aus  den  Zahlen  der 
Reihe  (5)  dadurch  hervorgehen,  daß  man  an  jeder  derselben 
die  niedrigrste  Stelle  um  eine  Einheit  erhöht:  diese  Zahlen  bilden 
gleichfalls  eine  unbegrenzt  fortsetzbare  Folge  von  endlichen 
Dezimalbrüchen 

(5')  «o',  fli',  %',  ag',  .  .  ., 

welche  mit  der  Reihe  (5)  analoge  Eigenschaften  besitzt  mit  dem 
Unterschiede  jedoch,  daß  alle  ihre  Glieder  größer  sind  als    .  • 

Die  Zahl  -r-  scheidet  nun  die  Zahlen  der  Reihen  (5)  und 

(5')  nach  folgenden  Gesetzen  voneinander:  1)  Jede  Zahl  in  (5') 
ist  größer  als  jede  Zahl  in  (5);  2)  es  lassen  sich,  wie  klein 
auch  £  sein  mag,  zwei  Zahlen  finden,  die  eine  aus  (5'),  die 
.andere  aus  (5j,  derart,  daß  ihr  Unterschied  kleiner  ist  als  e. 
Diesen   Sachverhalt   drückt  man  dadurch  aus,   daß   man  sagt, 

die  Zahl  -y   bringe   einen   Schnitt'*')   zwischen   den   Zahlen   der 

*)  R.  Dedekind,  Stetigkeit  und  irrationale  Zahlen.  Braunschweig 
1872,  1892. 
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Reihen  (5)  und  (5')  hervor;  diesem  Schnitte  entspricht  die  Lösung 
der  Aufgabe,  den  Quotienten  der  Division  a  :  h  zu  bestimmen. 

3.  Die  der  Addition  inverse  Operation,  die  Suhtraliion, 
welche  verlangt,  zu  gegebener  Summe  und  einem  gegebenen 
Summanden  den  andern  Summanden  zu  finden,  auf  natürliche 
Zahlen  oder  Brüche  angewendet,  gestattet  nur  dann  eine  Lö- 
sung in  eben  diesen  Zablen,  wenn  die  Summe,  der  Minuend, 
größer  ist  als  der  gegebene  Summand,  der  Subtrahend.  Um 
sie  auch  im  andern  Falle  ausführbar  zu  machen,  ist  die 
Schafiung  neuer  Zahlen  notwendig;  diese  besteht  darin,  daß  man 
zunächst  eine  Differenz,  in  welcher  Minuend  und  Subtrahend 
einander  gleich  sind,  als  Zahl  einführt  —  Null,  0  —  und  in 
weiterer  Folge  jede  Differenz  mit  dem  Minuend  0  als  Zahl 
betrachtet.  Die  solchergestalt  geschaffenen  Zahlen,  welche  sich 
unter  Weglassuug  der  Null  formal  als  die  bisher  betrachteten 
Zahlen  mit  dem  vorgesetzten  Subtraktionszeichen  „ — "  darstellen, 
werden  negative  Zahlen  und  die  erstgedachten  zum  Unterschiede 
von  ihnen  positive  Zahlen  genannt.  So  gehört  denn  zu  jeder 
positiven  ganzen  Zahl  und  zu  jedem  positiven  Bruche  eine 
dem  Betrage  nach  gleiche  negative  ganze  Zahl,  beziehungsweise 
ein  negativer  Bruch;  die  Null  hat  an  dieser  Gegenüberstellung 
nicht  teil. 

Will  man  von  einer  Zahl  a,  welche  positiv  wie  negativ 
sein  kann,  bloß  den  ahsohiten  Betrag  andeuten,  so  schreibt 
man     1  a  |  . 

Solange  nur  der  absolute  Betrag  in  Betracht  kommt, 
spricht  man  auch  von  absoluten  Zahlen  zum  Unterschiede  von 
den  relativen  Zahlen,  bei  denen  auch  das  Vorzeichen  unter- 
schieden wird.  Die  Benennung  „algebraische  Zahlen"  für  die 
letzteren  ist  nicht  zweckmäßig,  weil  sie  in  neuerer  Zeit  eine 
andere  Bedeutung  erlansjt  hat. 

Das  System  der  positiven  und  negativen  ganzen  Zahlen 
und  Brüche  mit  Einschluß  der  Null  bezeichnet  man  als  das 
System  der  rationalen  Zahlen.  Die  Arithmetik  dehnt  die  für 
die  natürlichen  Zahlen  geltenden  Gesetze  und  Kegeln  der  bis- 
her erwähnten  Operationen   auf  alle  Zahlen  dieses  Systems  aus. 

4.  Irrationale  Zahlen.  Aus  dem  Potenzieren  entspringt 
durch  diejenige  Umkehruug,  welche  zu  gegebener  Potenz  und 
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gegebenem  Exponenten  die  Basis  verlangt,  eine  neue  Rechnungs- 
operation, das  Itadizieren  oder  Wurzelziehen.  Die  gegebene 
Potenz,  der  Radikand,  werde  als  positive  rationale,  der  Ex- 
ponent, Wurzelexponent  genannt,  als  positive  ganze  Zahl  voraus- 
gesetzt. Die  Arithmetik  weist  nach,  daß  diese  Aufgabe  nur 
dann  im  System  der  rationalen  Zahlen  eine  Lösung  findet,  wenn 
der  Radikand  eine  Potenz  zum  Wurzelexponenten  ist.  Um  sie 
auch  im  anderen  Falle  lösbar  zu  machen,  ist  die  Schaffung 
tieiur  Zahlen  notwendig.  Der  hierzu  führende  Gedankengang 
läßt  sich  an  das  Verfahren  anknüpfen,  welches  die  Arithmetik 
zur  Ausziehung  der  Quadrat-  oder  der  Kubikwurzel  aus  einer 
Zahl  angibt. 

Es  handle   sich  um  YA,  wobei  A  eine  positive  rationale 
Zahl  bedeutet,  die  keine  Quadratzahl  ist.   Die  Arithmetik  lehrt 
einen    Rechenprozeß,    durch    welchen    eine    Folge    abgekürzter 
Dezimalbrüche 
(6)  a^,  a^,  Ö2,  .  .  . 

mit  0,  1,  2,  .  .  .  Dezimalstellen  gefunden  wird,  deren  Quadrate 
sämtlich  kleiner  sind  als  A,  so  daß  für  jedes  n 

erhöht  man  dagegen  jede  der  Zahlen  (6)  um  eine  Einheit  ihrer 
niedrigsten  Stelle  und  setzt 

so  entsteht  eine  zweite  Folge  abgekürzter  Dezimalbrüche 

(6')  «()',  a/,  a^,  .  .  . 

mit  höchstens  0,  1,  2,  ...  Dezimalstellen,  deren  Quadrate  sämt- 
lich größer  sind  als  die  Zahl  A,  so  daß  für  jedes  n 

a„'>A. 

Der  Rechenprozeß,  der  zu  den  beiden  Folgen  (6)  und  (6') 
führt,  ist  ein  unbegrenzt  fortsetzbarer;  denn  er  könnte  nur 
dann  schließen,  wenn  das  Quadrat  einer  der  Zahlen  (6)  oder 
(6'j  gleich  würde  der  Zahl  A,  was  jedoch  der  Voraussetzung 
widerspricht.  Er  unterscheidet  sich  aber  von  dem  in  2  be- 
sprochenen Prozesse  wesentlich  dadurch,  daß,  wo  man  ihn 
auch  abbricht,   über  seinen   weiteren  Ablauf  ohne  Fortsetzung 
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der  Rechnung  nichts  ausgesagt  werden  kann;  periodische  Wieder- 
hoking  einer  Stellengruppe  kann  nicht  eintreten,  weil  eine 
solche,  wie  die  Arithmetik  nachweist,  nur  bei  der  Verwandlung 
einer  rationalen  Zahl  sich  einstellen  kann.  Es  ist  daher  un- 
möglich, den  unbegrenzt  fortsetzbaren  oder  unendlichen  Dezi- 
malbruch, welcher  durch  den  obigen  Rechenprozeß  definiert 
ist,  mittels  einer  beschränkten  Anzahl  von  Zahlzeichen  er- 
schöpfend  darzustellen. 

Die  Zablenreihen  (6)  und  (6')  haben  analoge  Eigenschaften 
wie  die  Zahlenreihen  (5)  und  (5')  in  2.    Weil  a^  sich  von  a'^ 

vermöge  (7)  um       i    unterscheidet    und    jede    später   folgende 

Zahl  a„^,.  zwischen  a„  imd  a',,  fällt,  so  ist  für  jedes  v 

W  ««+v-«n<ion 

und  kann  dies  durch  Wahl  von  n  kleiner  gemacht  werden  als 
die  beliebig  kleine  festgesetzte  positive  Zahl  f.  Jede  Zahl  in 
(6')  ist  größer  als  jede  Zahl  in  (6);  wie  klein  aber  auch  e 
angenommen  wird,  es  lassen  sich  auf  Grund  von  (7)  immer 
zwei  Zahlen,  je  eine  aus  den  Reihen  (6)  und  (6'),  derart  aus- 
wählen, daß  ihr  Unterschied  kleiner  ist  als  s. 

Die  durch  das  Zeichen  yÄ  vorgestellte  Aufgabe  bewirkt 
also  eine  Scheidung  der  rationalen  Zahlen  a^  und  a'^,  oder  sie 
führt  einen  Schnitt  zwischen  den  Zahlenreihen  (6)  und  (6') 
herbei,  und  diesem  Schnitt  ordnet  man  die  Lösung  der  obigen 
Aufgabe  zu,  nennt  diese  Lösung  eine  Zahl,  jedoch  zum  Unter- 
schiede von  den  rationalen  Zahlen  eine  irrationale  Zahl. 

In  alloremeiner  Fassung  kann  gesackt  werden:  Lassen  sich 
auf  Grund  einer  arithmetischen  oder  alcrebraischen  Forderuncp, 
der  durch  eine  rationale  Zahl  nicht  entsprochen  werden  kann, 
die  rationalen  Zahlen  überhaupt  oder  die  eines  Litervalls  nach 
einem  aus  der  Forderung  entspringenden  Prinzip  in  zwei 
Klassen  ^,  Ä'  derart  zerlegen,  daß  jede  Zahl  einer  Klasse  an- 
gehört und  daß  jede  Zahl  der  Klasse  S  kleiner  ist  als  jede 
Zahl  der  Klasse  Ä',  so  sagt  man,  durch  die  Forderung  sei  ein 
Schnitt  bestimmt,  ordnet  ihm  eine  Zahl  zu,  die  man  als  itra- 
tional  bezeichnet  und  von  der  man  erklärt,  daß  sie  die  For- 
derung erfülle. 
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Wir  keliron  nuu  zu  dem  obigen  Beispiel  zurück,  bei  dem 
nicht  die  Gesamtheit  der  rationalen  Zahlen,  sondern  bestimmte 
unbeirreuzt  fortsetzbare  Folgen  rationaler  Zahlen  in  Betracht 
kommen.  Jede  der  Zahlenreihen  (^G)  und  (G')  kann  als  Definition 
für  die  Zahl  angesehen  werden,  welche  die  Lösung  der  Auf- 
gabe bildet,  und  zwar  in  dem  Sinne,  daß  zwar  keine  der 
Zahlen  «,,,  beziehungsweise  o^,  die  Forderung  erfüllt,  zum 
Quadrat  erhoben  die  Zahl  A  zu  geben,  daß  sie  dieser  Forde- 
rung jedoch  um  so  genauer  nachkommen,  je  weiter  man  in 
den  Reihen  fortschreitet,  so  daß  schließlich  der  Unterschied 
zwischen  A  und  a„-,  beziehungsweise  zwischen  a„^  und  A^ 
kleiner  wird  und  bei  weiter  zunehmendem  n  kleiner  bleibt  als 
eine  beliebig  kleine  festgesetzte  positive  Zahl  s.  In  diesem  Sinne 
kann  man  auch  sagen,  die  Zahl,  welche  die  Lösung  der  Auf- 
gabe yA  gibt,  sei  der  Grenzwert  der  Zahlenreihe  (6)  oder  der 
Reihe  (6'). 

Von  dem  besonderen  hier  betrachteten  Falle  abstrahierend 
sagt  man  von  einer  Aufgabe,  welche  zwei  Folgen  von  ratio- 
nalen Zahlen 

«0,  «j,  »2»  •  •  • 
öq ,  flj ,  a^  ,  ... 

derart  voneinander  scheidet,  daß  jede  Zahl  der  einen  Folge 
kleiner  ist  als  jede  Zahl  der  andern  Folge,  daß  ferner  zu 
einer  beliebig  kleinen  im  voraus  gewählten  positiven  Zahl  s 
zwei  Zahlen  aus  den  beiden  Folgen  sich  bestimmen  lassen 
derart,  daß  ihr  Unterschied  kleiner  ist  als  €,  sie  bestimme 
einen  Schnitt  und  diesem  Schnitte  entspreche  eine  Zahl.  Jeder 
der  beiden  Folgen  kommt  die  Eigenschaft  zu,  daß  bei  be- 
liebig  kleinem  i  sich  n  derart  bestimmen  läßt,  daß  der  Unter- 
schied a„^^,—  a„,  beziehungsweise  ö'„^,, —  «'„  dem  Betrage  nach 
kleiner  ist  als  s  für  jedes  v  (=  1,  2,  .  .  .).  Eine  Folge  von 
Zahlen  dieser  Eigenschaft  bezeichnet  man  als  Zahlenreihe  oder 
Fundamentalreihe'-^)  und  betrachtet  sie  als  Definition  eben  der- 
selben Zahl,  welche  vorhin  dem  Schnitt  zugeordnet  war.  Ge- 
hört diese  Zahl  nicht   dem  System   der   rationalen  Zahlen  an, 

'*)  E.  Heine,  Elemente  der  Funktionentheorie.  Journ.  f.  Math.  74 
(1872).  —  G.  Cantor,  Mathemat.  Annalen  5  (1872)  und  21  (1883). 
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SO  wiiil  sie  eine  irrationale  Zahl  genannt.  Eine  Zahlenreihe^ 
welche  die  Null  definiert,  wird  Elementarreihe  genannt. 

Zwei  durch  Fundamentalreihen  a^,  a^,  a^,  . . .  und  Iq,  \,  h^,... 
definierte  Zahlen  werden  für  gleich  erklärt,  wenn  »(, —  ft^,  a^  —  b^^ 
a.2  —  1)2,  •  •  •  eine  Elemeutarreihe  ist. 

Wenn  die  durch  a^,  a^,  «3,  ...  definierte  Zahl  u  heißt,  so 
soll  die  zu  —  «q,  —  a^,  -  a^,  ...  gehörige  Zahl  —  a  heißen; 
durch  diese  Festsetzung  ist  jeder  positiven  irrationalen  Zahl 
eine  dem  Betrage  nach  gleiche  negative  Zahl  zugeordnet. 

Die  Summe,  Difterenz,  das  Produkt  und  der  Quotient  der 
beiden  durch  die  Fundamentalreihen  Wq,  a^,  a^,  ■ . .  und  h^,  6j,  h^,  ... 
definierten  Zahlen  werden  der  Reihe  nach  durch  die  Zahlen- 
folgen 

«0  +  h:  «1  +  ^^1'  %  +  h>  '  ■  • 

%  —  h,  «1  —  h,  «2  —  ^2;  •  •  • 

«o&oj          ^1^17          ^2^2?  •  •  • 

«0  ttj  «2 

ir^      IT'      IT'  ' ' ' 

"0  "1  "2 

erklärt,  von  welchen  sich  nachweisen  läßt,  daß  sie  ebenfalls 
Fundamentalreihen  sind,  bei  dem  Quotienten  jedoch  den  Fall 
ausgenommen,  wo  hQ,})^,})^,  ..  ■  eine  Elementarreihe  ist.  Hier- 
durch ist  jede  Rechnung  mit  irrationalen  Zahlen  zurück- 
geführt auf  die  entsprechende  Rechnung  mit  rationalen  Zahlen^ 
nämlich  mit  genügend  späten  Gliedern  der  die  irrationalen 
Zahlen  definierenden  Fundamentalreihen. 

5.  Reelle  Zahlen.  Das  aus  den  rationalen  und  irratio- 
nalen Zahlen  zusammengesetzte  System  wird  das  System  der 
reellen  Zahlen  genannt.  Dasselbe  läßt  eine  bemerkenswerte 
geometrische  Versinnlichung  zu,  an  welcher  eine  wichtige 
Eigenschaft  dieses  Systems  aufgezeigt  werden  soll. 

In  einer  geraden  Linie  nehme  man  einen  Punkt  an,  ordne 
ihm  die  Null  zu  und  bezeichne  den  einen  der  beiden  Halb- 
strahlen, in  welche  die  Gerade  hierdurch  zerlegt  ist,  als  den 
positiven,  den  andern  als  den  negativen;  ferner  setze  man  eine 
Strecke  als  Vertreter  der  natürlichen  Einheit  1  fest.  Um  die 
(positive  oder  negative)  ganze  Zahl  a  darzustellen,  trage  man 
eine  Strecke  von  |  a  \  Einheiten  vom  Nullpunkte  aus  (auf  dem 
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positiven,  respektive  negativen  Halbstralil)  auf;  der  Endpunkt 
dieser   Strecke   sei   das   Bild   von  a.     Um   den   (positiven  oder 

negativen)  Bruch  y  darzustellen,  trage  man  eine  Strecke,  welche 

das  rt-fache  des  h-ien  Teils  der  Einheitsstrecke  ist,  vom  Null- 
punkte aus  (auf  dem  positiven,  respektive  negativen  Halbstrahl) 

auf;    der  Endpunkt   dieser   Strecke   sei   das  Bild  von  -j-  •     In 

solcher  Weise  ist  jeder  rationalen  Zahl  ein  bestimmter  Punkt 
der  Geraden  zugeordnet.  Aber  die  Punkte  der  Geraden  sind 
dadurch  nicht  erschöpft;  so  befinden  sich  darunter  die  Punkte 
nicht,  welche  man  erhält,  wenn  man  die  Diagonale  des  Qua- 
drates über  der  Einheitsstrecke  vom  Nullpunkte  aus  auf  den 
beiden  Strahlen  abträgt,  weil  sie  den  beiden  Werten  von  V^ 
entsprechen,  die  dem  System  der  rationalen  Zahlen  nicht  an- 
gehören. 

Dagegen  läßt  sich  jedem  Punkte  der  Geraden  eine  be- 
stimmte Zahl  zuordnen.  Zunächst  schließe  man  den  Punkt 
durch  wiederholtes  Abtragen  der  Einheitsstrecke  vom  Null- 
punkte aus  in  ein  Intervall  von  der  Größe  1  ein;  durch  Zehn- 
teilung dieses  Intervalls  in  ein  solches  von  der  Größe  -^ 
durch  Zehnteilung  dieses  letzteren  in  ein  Intervall  von  der 
Größe  -T-j,    usw.     Vorausgesetzt,   daß   niemals,   wie  weit  mau 

dies  auch  fortsetzt,  ein  Teilpunkt  mit  dem  gegebenen  Punkte 
zusammenfällt  —  in  welchem  Falle  man  schon  nach  einer  be- 
schränkten Anzahl  von  Wiederholungen  des  Prozesses  eine 
Zahl,  und  zwar  eine  rationale,  gefunden  hätte,  die  dem  Punkte 
zugehört  — ,  entspricht  den  dem  Nullpunkte  näherliegenden 
Enden  der  aufeinanderfolgenden  Intervalle  eine  unbegrenzt 
fortsetzbare  Folge  von  Dezimalbrüchen 

«Q,  «j,  ttg,  ... 
ebenso  den  vom  Nullpunkte  weiter  entfernten  Endpunkten  eine 
solche  Folge 

a^,  a^,  «2?  •  •  -f 
von  welchen  sich  leicht  erkennen  läßt,  daß  ihnen  der  Charakter 
von  Fundamentalreihen  und  jene  Eigenschaft  zukommt,  durch 
welche  ein   Schnitt   bestimmt   ist.     Diesem   Schnitt    entspricht 
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geometrisch  der  gegebene  Punkt,  und  diesem  wie  jenem  ist  die 
durch  die  beiden  Fundamentalreihen  definierte  Zahl  zugeordnet. 
Dieselbe  kann  ebensowohl  rational  wie  irrational  sein;  so 
würde  z.  B.  der  Punkt,  welcher  die  rationale  Zahl  ^  darstellt, 
bei  dem  beschriebenen  Prozesse  niemals  erreicht  werden  gerade 
so,  wie  es  mit  dem  Punkte  der  Fall  ist,  welcher  der  Zahl  j/2 
entspricht. 

Der  geraden  Linie  kommt  nun  in  bezug  auf  die  in  ihr 
liegenden  Punkte  eine  Eigenschaft  zu,  deren  Wesen  Dedekind*) 
in  dem  Axiom  ausdrückt,  daß  eine  Teilung  der  Punkte  in  zwei 
Klassen  derart,  daß  jeder  Punkt  der  einen  Klasse  links  von 
jedem  Punkt  der  andern  Klasse  liegt,  jedesmal  nur  durch  einen 
einzigen  Punkt  möglich  ist;  diese  Eigenschaft  nennt  man  die 
Sfetifflrif  oder  Kontinuität  und  die  Gerade  in  bezug  auf  die  in 
ihr  liegenden  Punkte  ein  Kontinuum. 

Da  jedem  Punkte  der  Geraden  nach  den  gemachten  Aus- 
führungen eine  reelle  Zahl  entspricht,  so  bezeichnet  man  das 
System  der  reellen  Zahlen  als  ein  stetiges  oder  als  ein  Zahlen- 
lontinuum. 

6.  Imaginäre  und  komplexe  Zahlen.  Dieselbe  üm- 
kehrung  des  Potenzierens,  welche  uns  Anlaß  geboten  hat  zur 
SchaflFung  der  irrationalen  Zahlen,  das  Wurzelziehen,  führt  in 
einer  Klasse  von  Fällen  über  das  System  der  reellen  Zahlen 
hinaus.  Wenn  nämlich  der  Radikand  eine  negative  reelle  Zahl 
der  Wurzelexponent  eine  gerade  Zahl  ist,  so  findet  die  Auf- 
gabe im  System  der  reellen  Zahlen  keine  Lösung,  weil  nach 
den  Regebi,  welche  die  Arithmetik  für  die  Multiplikation  posi- 
tiver und  negativer  Zahlen  angibt,  sowohl  eine  positive  wie 
auch  eine  negative  Zahl  zu  einer  geraden  Potenz  erhoben  auf 
eine  positive  Zahl  führt.  Um  auch  in  diesem  Falle  die  Schranke 
aufzuheben  und  die  Lösung^  zu  ermöglichen,  führt  man  das 
Ausziehen  der  2n-ten  Wurzel  aus  der  negativen  Zahl  —  B 
zunächst  auf  das  Ausziehen  der  Quadratwurzel  aus  der  Zahl 
—  1  zurück,  indem  man  die  für  die  andern  Fälle  geltenden 
Rechentjesetze  fortbestehen  läßt  und  schließt: 


y^B  =  VV^B  =  VYB    V-l: 

•)  1.  c. 
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die  positive  dem  Zeichen  |/iy  entsprechende  reelle  Zahl  heiße  ß'j 

Y—  1  dagegen  führt  man  als  eine  neue  Recheneinheit  mit  dem 

Zeichen*)   i  ein,    der   mit   dieser   Einführung   die   wesentliche 

Eigenschaft 

(9)  i^=-l 

erteilt  wird,  nennt  sie  die  imaginäre  Einheit  und  ßi  eine 
imaginäre  Zahl. 

Die  additive  Verbindung  einer  reellen  Zahl  «  mit  der 
imaginären  Zahl  ßi,  also  a  +  ßi,  heißt  eine  hmiplexe  Zahh 
Die  Arithmetik  lehrt,  wie  die  für  die  reellen  Zahlen  geltenden 
Rechengesetze  auf  die  komplexen  Zahlen  auszudehnen  sind; 
dabei  kommt  die  in  (9)  ausgesprochene  Grundeigenschaft  der 
imaginären  Einheit  als  neues  Rechengesetz  hinzu. 

Zur  Bestimmung  einer  komplexen  Zahl  sind  zwei  reelle 
Zahlen  a,  ß  erforderlich.  Würde  man  diese  auf  die  in  5  er- 
örterte Weise  in  einer  oder  in  zwei  geraden  Linien  darstellen, 
so  hätte  jede  komplexe  Zahl  ein  Punktepaar  zum  geometrischen 
Bilde.  Man  kann  jedoch,  wenn  man  sich  statt  der  Geraden 
der  Ebene  bedient,  jeder  komplexen  Zahl  einetz  Punkt  zu- 
ordnen, jenen  Punkt  nämlich,  welcher  in  bezug  auf  ein  in  der 
Ebene  angenommenes  rechtwinkliges  Koordinatensystem  0{XY) 
a  zur  Abszisse,  ß  zur  Ordinate  hat.  Es  kommt  dies  im  Grunde 
auf  die  bereits  eingeführte  geometrische  Darstellung  reeller 
Zahlen  wieder  zurück.  Wenn  mau  nämlich  eine  Strecke  als 
natürliche  Einheit,  den  Ursprung  0  als  gemeinsamen  Nullpunkt 
und  in  jeder  der  Koordinatenachsen  einen  Halbstrahl  als  positiv 
festsetzt,  so  gehört  zu  der  Zabl  a  ein  bestimmter  Punkt  der 
Abszissenachse,  zu  ß  ein  bestimmter  Punkt  der  Ordinatenachse 
und  beide  Punkte  führen  durch  eine  eindeutige  Konstruktion 
zu  einem  Punkte  71/  der  Ebene. 

Der  Abstand  dieses  Punktes  vom  Nullpunkt  mit  der  Ein- 
heitsstrecke gemessen  gibt  die  positive  reelle  Zahl  r=  Ya^-}-  ß^  y 

und  die  Quotienten  — ,        sind   der  Kosinus  und   Sinus  jenes 

Winkels,  um  welchen  der  Strahl  OX  gegen  oder  über  0  Y 
gedreht  werden  muß,  um  mit  OM  zur  Koinzidenz  zu  kommen. 


*)  Von  L.  Euler  (1794)  stammend. 
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Ist  qp  das  absolute  oder  das  Bogenmaß'^-)  dieses  Winkels,  so 
erscheint  durch  diese  geometrische  Betrachtung  die  Bestim- 
mung der  komplexen  Zahl  a-\rßi  auf  zwei  neue  reelle  Zahlen 
r,  (p  zurückgeführt,  indem 

a  ==  r  cos  (p,         ß  =  r  sin  cp 
und  demzufolge 

(10)  a  -\-  lii  =  r  (cos  (p  -\-  i  sin  (p) 

ist.  Die  Zahl  r  nennt  man  den  absoluten  Betrag  oder  den 
Modul  der  komplexen  Zahl  a  +  ßi  und  schreibt  dafür  einer 
bei  den  reellen  Zahlen  eingeführten  Bezeichnung  gemäß  auch 
\a -\- ßi  ;  die  Zahl  (p  heißt  die  Amiilitudc  von  a -\- ßi.  Die 
Umformung  von  a,  ß  auf  r,  cp  ist  für  das  Rechnen  mit  kom- 
plexen Zahlen  von  der  größten  Bedeutung. 

§  2.     Variable. 

7.  Die  reelle  Variable  und  ihr  Bereich.  Unter  einer 
reellen  Variablen  oder  Veränderlichen  versteht  man  ein  Zeichen 
für  eine  veränderliche  Größe,  dem  vermöge  des  Problems,  in 
welchem  die  veränderliche  Größe  auftritt,  mehrere  oder  un- 
beschränkt viele  reelle  Zahlenwerte  beigeleo-t  werden  können. 
Die  Gesamtheit  dieser  Werte  wird  eine  Wertmenge  und  ins- 
besondere der  Bereich  oder  das  Gebiet  der  Variablen  genannt. 
Als  Zeichen  wird  gewöhnlich  einer  der  letzten  Buchstaben  des 
Alphabets  benutzt.  Die  Variable  x  gilt  als  definiert,  wenn 
von  jeder  reellen  Zahl,  die  man  bezeichnet,  festgestellt  werden 
kann,  ob  sie  dem  Bereich  angehört  oder  nicht. 

Im  Gegensatze  hierzu  nennt  man  ein  Zeichen,  das  eine  im 
Laufe  der  Untersuchung  unveränderliche  Größe  vertritt  und 
dem  daher  in  jedem  besonderen  Falle  nur  ein  Zahlenwert  zu- 
kommt, eine  Konstanic. 

Wenn  der  Bereich  der  Variablen  x  durch  alle  reellen 
Zahlen  zwischen  zwei  bestimmten  a,  ß  (a  <  ß)  mit  Einschluß 

*)  Unter  dem  Bogenmaß  eines  Winkels,  das  in  analytischen  Unter- 
suchungen ausschließlich  angewendet  wird,  versteht  man  das  Verhältnis 
der  Länge  des  Kreisbogens,  den  ein  beliebiger  Punkt  des  beweglichen 
Schenkels  bei  Entstehung  des  Winkels  beschreibt,  zum  Halbmesser  dieses 

Bogens.     Hiernach  ist  «   das  Bogenmaß   des  flachen,         das  Bogenmaß 
des  rechten  Winkels  usw. 
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dieser  gebildet  wird,  so  heißt  x  eine  stetige  Variable  in  dem 
(abgeschlossenen)  Intervall  {a,  ß)\  die  letztere  Ausdrucksweise 
knüpft  an  die  Vorstellung  an,  wonach  der  Bereich  dieser 
Variablen  in  dem  geometrischen  Bilde  durch  die  Strecke  ver- 
sinnlicht  ist,  deren  Endpunkte  den  Zahlen  a,  ß  entsprechen; 
a  heißt  die  untere,  ß  die  obere  Grenze  (Schranke)  des  Intervalls 
oder  auch  der  Variablen.  Die  unbeschränkt  große  Menge  der 
Werte  einer  stetigen  Variablen  bezeichnet  man  durch  <X)^. 

Kann  die  stetige  Variable  jeden  Wert  annehmen,  der 
algebraisch  größer  ist  als  a,  so  bezeichnet  man  ihre  obere 
Grenze  mit  -\-  oo,  ihr  Intervall  also  mit  {a,  +  oo).  Vermag 
sie  jeden  Wert  anzunehmen,  der  algebraisch  kleiner  ist  als  ß 
so  gibt  man  ihrer  untern  Grenze  das  Zeichen  —  oo,  so  daß 
(—  (X),  ß)  ihr  Intervall  (im  uneigentlichen  Sinne)  ist.  Kann 
die  stetige  Variable  überhaupt  jeden  Wert  annehmen,  so  ist 
( —  oo,  +  oo)  ihr  Intervall  und  sie  heißt  imbeschränht. 

Nimmt  die  Variable  x  nicht  alle  Werte  eines  Intervalls 
an,  so  heißt  sie  unstetü/.  Durch  die  Aussage  z.  B.,  x  sei  eine 
ganze  Zahl,  ist  x  als  unstetige  Variable  definiert;  desgleichen 
durch  die  Aussage,  x  sei  eine  rationale  Zahl. 

Einen  besonderen  Wert  der  Variablen  x,  dessen  sie  nach 
ihrer  Definition  fähig  ist,  nennt  man,  an  die  geometrische  Dar- 
stellung der  reellen  Zahlen  denkend,  eine  Stelle  oder  einen 
Pioild  ihres  Bereichs. 

Von  einer  SteUe  imierJmlb  des  Bereichs  einer  Variablen  x 
kann  man  sich  nach  zwei  EicMungen  beivegen,  d.  h.  von  dem 
besondem  Wert  zu  den  größeren  oder  vorwärts,  oder  zu  den 
kleineren  oder  rückivätis  fortschreiten. 

8.  Bereich  zweier  Variablen.  Es  seien  x,  y  zwei 
stetige  reelle  Variable;  ein  Wert  von  x  und  ein  Wert  von  y 
bilden  zusammen  ein  Wertsystem  oder  eine  Wertverhindung  x/y. 
Die  Gesamtheit  der  Wertverbindungen  bildet  den  Bereich  oder 
das  Gebiet  der  beiden  Variablen  x,  y;  der  Bereich  ist  definiert, 
wenn  von  jeder  bezeichneten  Wertverbindung  festgestellt  werden 
kann,  ob  sie  dem  Bereiche  angehört  oder  nicht. 

Wenn  man  den  Wert  von  x  als  Abszisse,  den  von  y  als 
Ordinate  eines  Punktes  in  bezug  auf  ein  (rechtwinkliges)  Ko- 
ordinatensystem  0{XY)  betrachtet,   so  gehört  zu  jeder  Wert- 
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Verbindung  ein  Punkt  der  Ebene,  und  der  Bereich  ist  durch 
die  Gesamtheit  der  Punkte  eines  bestimmten  Teils  der  Ebene 
dargestellt.  Ist,  um  den  einfachsten  Fall  zu  erwähnen,  x  auf 
das  Intervall  (a,  ß),  y  auf  das  Intervall  [y,  ö)  beschränkt,, 
beide  Intervalle  als  abgeschlossen  gedacht,  so  ist  der  Bereich 
der  Variablen  x,  y  durch  die  Punkte  im  Innern  und  auf  dtem 
Umfange  jenes  Rechteckes  veranschaulicht,  dessen  Ecken  die 
Koordinaten  a/y,  ßjy,  ß/ö,  u/d  besitzen.  Sind  x  und  y  un- 
beschränkt, so  ist  ihr  Bereich  durch  die  unbegrenzte  Ebene 
repräsentiert.  Die  Menge  der  Wertverbinduugen  zweier  stetigen 
Variablen  ist  sinngemäß  mit  oo^  zu  bezeichnen. 

Von  einer  Stelle  innerhalb  des  Bereiches  zweier  Variablen 
kann  man  in  unbeschränkt  vielen  Richtungen  fortschreiten* 
die  Menge  dieser  Richtungen  ist  äquivalent  der  Wertmenge 
einer  stetigen  Variablen*)  und  daher  mit  oo^  zu  bezeichnen. 
An  der  Grenze  des  Gebiets  ist  jedoch  ein  Teil  der  Fort- 
schreitungsrichtungen  ausgeschlossen. 

9.  Bereich  dreier  und  mehrerer  Variablen.  Sind 
X,  y,  z  drei  stetige  reelle  Variable,  so  kann  jedem  Wertsystem' 
oder  jeder  Wertverbindung  xjyjz  derselben  ein  Punkt  im 
Räume  zugeordnet  werden,  wenn  die  Werte  von  x,  y,  z  als- 
Koordinaten  in  einem  (rechtwinkligen)  Raumkoordinatensystem 
angesehen  werden.  Der  Bereich  der  drei  Variablen  x,  y,  z  ist 
dann  durch  die  Gesamtheit  der  Punkte  eines  bestimmten  Raum- 
teils dargestellt;  er  ist  insbesondere  durch  das  Innere  und  die 
Begrenzung  eines  Parallelepipeds  versinnlicht,  wenn  x,  y,  z  ein- 
zeln der  Reihe  nach  an  bestimmte  abgeschlossene  Intervalle 
gebunden  sind.  Die  Menge  der  Wertverbindungen  dreier 
stetigen  Variablen  ist  mit  cx)^,  die  Menge  der  von  einem  Punkte 
des  Bereichs  ausgehenden  Fortschreitungsrichtungen  durch  oo^' 
zu  bezeichnen. 

Bei  mehr  als  drei  Variablen  hört  die  Möglichkeit  geo- 
metrischer Veranschaulichung  auf.  Um  sich  aber  auch  dann 
der  Vorteile  nicht  entschlagen  zu  müssen,  welche  sie  bei  Durch- 
führung analytischer  Betrachtungen  und  bei  P^ormulierung  von 


*)  Das    Bogenmaß    des  Winkels,    den    die    veränderliche   Richtung^ 
mit  einer  festen  bildet. 
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Sätzen  gewährt,  führt  man  sie  formal  weiter  und  ordnet  einer 
Wert  Verbindung  x^/x^  ■  /X^  der  n  Variablen  x^,  x^,  ...  a;, 
einen  Fioili  in  dem  (idealen)  n-faeh  ausf/cdehnten  Baume  zu, 
nachdem  iu  demselben  ein  Koordinatensystem  0(Xj,  Xj,  ...  X^) 
mit  n  gegenseitig  zueinander  senkrechten  Achsen  angenommen 
wof-den  ist.  Der  Bereich  der  Variablen  ist  durch  einen  be- 
stimmten Teil  dieses  »^-dimensionalen  Kaunies  dargestellt,  die 
Menge  der  Wertverbindungen  oder  Punkte  ist  durch  oo",  die 
Menge  der  Fortschreitungsrichtungen  von  einem  Punkte  aus 
durch  oo""'  zu  bezeichnen. 

Es  ist  lediglich  eine  Weiterführung  der  Analogie  des  Aus- 
drucks, welche  in  den  Fällen  von  ein,  zwei,  drei  Variablen 
uns  entgegengetreten  ist;  ihr  Zweck  ist,  an  die  anschaulichen 
Verhältnisse  dieser  Fälle  zu  erinnern  und  der  Betrachtung  da- 
durch eine  Stütze  zu  bieten. 

§  3.     Funktionen. 

10.  Funktionen  einer  reellen  Variablen.  Wemi 
jedem  Werte  der  reellen  Variablen  x,  welcher  ihrem  Bereiche 
angehört,  ein  bestimmter  Wert  von  y  zugeordnet  ist,  so  ist 
damit  y  im  allgemeinen  auch  als  Variable  definiert  und  wird 
eine  Ftinidion  der  reellen  Variablen  x  genannt.  Man  drückt 
diesen  Sachverhalt  durch  eine  Gleichung  von  der  Form  y=f(x) 
aus.  Die  Variable  x  wird  auch  das  Argument  der  Funktion 
genannt;  ihr  Bereich  heißt  auch  der  Definitionshereich  der 
Funktion. 

Von  der  Variablen  x  setzen  wir,  wenn  nicht  eine  hiervon 
abweichende  Bestimmung  getroffen  ist,  voraus,  daß  sie  stetig 
ist.  Weil  der  Wert  des  y  von  dem  Werte  des  x  abhängt,  so 
wird  y  auch  die  abhängige  Variable  genannt  in  bezug  auf  x 
als  unahhängige  Veränderliche. 

Über  das  Gesetz  der  Zuordnung,  das  in  allgemeinster  Weise 
durch  die  CharaJcterisfik  f  angedeutet  ist,  enthält  die  obige 
Definition  keine  Aussage;  es  kann  in  der  mannigfachsten  Art 
festgesetzt  sein.  Der  wichtigste  Fall  besteht  darin,  daß  eine 
Bechenvorschrift  gegeben  ist,  nach  welcher  aus  einem  gegebenen 
Werte  von  x  der  zugehörige  Wert  von  y  zu  berechnen  ist; 
mit  andern  Worten,  daß  y  durch  einen  analytischen  Ausdruck, 
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in  welchen  die  Variable  x  als  Rechenelement  eingeht,  definiert 
erscheint. 

Das  Gesetz  der  Zuordnung  kann  auch  durch  verbale  Fest- 
setzungen ganz  willkürlicher  Art  gegeben  sein;  wenn  man  bei- 
spielsweise jedem  rationalen  Werte  von  x  den  Wert  1  und 
jedem  irrationalen  den  Wert  0  von  y  zuweist,  so  ist  dadurch 
im  Sinne  obiger  Definition  ?/  auch  als  Funktion  von  x  be- 
stimmt; indessen  bieten  derartige  Funktionen  kaum  ein  ernst- 
liches Interesse. 

In  den  naturwissenschaftlichen  Anwendungen  werden  häufig 
zusammengehörige  Werte  von  x  und  y  durch  Messung  gewisser 
Größen  gewonnen;  man  spricht  dann  von  empirischer  Zuordnung. 

Zwischen  der  analytischen  und  der  empirischen  Definition, 
durch  eine  gezeichnete  Kurve  etwa,  die  auf  ein  rechtwinkliges 
Koordinatensystem  bezogen  ist,  wobei  die  Abszisse  x,  die  zu- 
gehörige Ordinate  y  vorstellt,  besteht  ein  wesentlicher  Unter- 
schied: während  dort  die  Berechnung  des  y  genau  oder  mit 
jedem  gewünschten  Grade  der  Genauigkeit  geschehen  kann,  ist 
sie  hier  nur  approximativ  mit  einer  von  verschiedenen  Um- 
ständen abhängigen  Genauigkeit  möglich. 

Es  gibt  Fälle,  wo  jedem  Werte  der  unabhängigen  Varia- 
blen x  mehrere  oder  selbst  unbegrenzt  viele  Werte  von  y  zu- 
geordnet sind;  auch  dann  bezeichnet  man  y  als  Funktion  von 
oc,  jedoch  als  eine  mehrdeutige,  beziehungsweise  unendlich  viel- 
deutige. Lassen  sich  dann  von  einem  Gesichtspunkte  aus  die 
Werte  von  y  derart  ordnen,  daß  an  jeder  Stelle  in  bestimmter 
Weise  von  einem  ersten  Werte  y^,  von  einem  zweiten  y^  usw. 
gesprochen  werden  kann,  so  ist  y^  eine  Funktion  von  x  in 
dem  ursprünglichen  Sinne  oder  eine  eindeutige  Funktion,  ebenso 
y^  usw.;  die  mehrdeutige  Funktion  erscheint  hiernach  in 
mehrere  eindeutige  Funktionen  aufgelöst,  die  man  auch  ihre 
Zweige  nennt.  Diese  Bemerkung  ist  wichtig,  weil  hierdurch 
die  Beschränkung  auf  eindeutige  Funktionen  statthaft  ist. 

11.  Funktionen  zweier  und  mehrerer  Variablen. 
Wenn  jeder  Wertverbindung  xjy,  welche  einem  definierten 
Bereich  der  beiden  reellen  Variablen  x,  y  angehört,  eine  be- 
stimmte Zahl  z  zugeordnet  ist,  so  heißt  z  eine  FunJäion  der 
beiden   Variablen  x,  y.    Man  bringt  dies  in  einem  Ansätze  von 

Cznber:  Vorlesungen.     I.     3.  Aufl.  2 
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der  Gestalt  *  =  F{x,  y)  zum  Ausdruck.  Der  Bereich  von  x,  y 
kann  in  einfachster  Weise  dadurch  bestimmt  sein,  daß  x  auf 
ein  Intervall  (a,  h),  y  auf  ein  Intervall  {c,  d)  angewiesen  ist; 
es  bilden  dann  die  Verbindungen  eines  jeden  Wertes  aus  [a,  &) 
mit  einem  jeden  Werte  aus  {c,  d)  den  Bereich  von  x,  y. 

Diese  Definition  kann  auf  beliebig  viele  Variablen  aus- 
gedehnt werden;  man  nennt  n  eine  Funktion  der  Variablen 
x^,x^,  '  •  •  x^,  wenn  jeder  Wertverbindung  xjx^j .  .  .  jx^  dieser 
Variablen  aus  einem  vorgeschriebenen  Bereich  ein  bestimmter 
Wert  von  m  zugeordnet  ist.  Die  allgemeine  Bezeichnung  hie- 
für isi  u  =  ^  {x^,  x^,  .  .  .  xj. 

Im  übrigen  gelten  über  die  Funktionen  zweier  und  meh- 
rerer Variablen  zunächst  die  nämlichen  Bemerkungen,  wie  sie 
für  Funktionen  einer  Variablen  gemacht  worden  sind. 

12.  Implizite,  explizite,  inverse  Funktionen.  Es 
sei  z  =  F{x,  y)  eine  analytisch  definierte  Funktion  der  beiden 
reellen  Variablen  x,  y.  Gibt  es  solche  reelle  Wertverbindungen 
xly  der  letzteren,  welchen  der  Wert  0  von  z  zugehört,  so  ist 
ibre  Gesamtheit  durch  die  Gleichung 

(1)  F{x,  2/)  =  0 

bestimmt.  Vermöge  dieser  Gleichung  ist  eine  Zuordnung  der 
Werte  von  x  und  y  oder  eine  gegenseitige  Abhängigkeit  dieser 
Variablen  gegeben,  und  man  kann  ebensowohl  y  als  Funktion 
von  X  wie  auch  x  als  Funktion  von  y  betrachten;  in  jedem 
Falle  setzt  die  Bestimmung  zusammengehöriger  Werte  die  Auf- 
lösung einer  Gleichung  voraus.  Man  sagt  in  einem  solchen 
Falle,  jede  der  beiden  Variablen  x,  y  sei  implizite  als  Funktion 
der  andern  gegeben. 

Dem  steht  die  explizite  gegebene  Funktion  gegenüber, 
deren  Wert  aus  dem  jeweiligen  Werte  der  Variablen  durch 
einen  vorgeschriebenen  Komplex  von  Rechenoperationen  zu 
gewinnen  ist;  man  schreibt  eine  solche  in  der  Form  y  =  f{x} 
an  und  hat  sich  unter  fix)  einen  analytischen  Ausdruck  vor- 
zustellen, in  welchem  x  als  Rechenelement  erscheint  (10). 

Wenn  es  möglich  ist,  die  Gleichung  (1)  allgemein,  d.  i. 
für  unbestimmte  Werte  von  x  und  y  nach  diesen  aufzulösen, 
so    daß   einmal  y  =  (p[x),    ein    zweitesmal    x  =  ilj(y)   erhalten 
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wird,  so  heißen  die  durch  (p,  il<  charakterisierten  Funktionen 
inverse  oder  umgekehrte  Funltionen. 

13.  Die  elementaren  Funktionen  eijier  Variablen. 
Um  eine  Übersicht  über  die  Funktionen  zu  erlangen,  welche 
Gegenstand  unserer  Untersuchungen  sein  werden,  schlagen  wir 
den  folgenden  Weg  ein. 

1.  Die  einfachste  Funktion  zweier  Variablen  x,  y  ist  ein 
Polynom,  dessen  Glieder  die  allgemeine  Form  Ä  x"if'  haben, 
wobei  fi,  V  positive  ganze  Zahlen  oder  Null  und  A^^  ,,  (reelle) 
Konstanten  bedeuten;  man  nennt  sie  eine  rationale  ganze  oder 
kurzweg  eine  ganze  FunMion  der  Variablen  x,  y.  Die  größte 
unter  den  Summen  fi  +  v  bezeichnet  den  Grad  der  Funktion, 
die  größte  der  Zahlen  ^i  ihren  Grad  in  hcziig  auf  x,  die  größte 
der  Zahlen  v  den  Grad  in  hezug  auf  y.  Ist  die  Summe  [i  ■\- v 
in  allen  Gliedern  dieselbe,  etwa  w,  so  heißt  die  Funktion  ho- 
mogen vom  Grade  oder  von  der  Dimension  n. 

Setzt  man  eine  ganze  Funktion  der  Null  gleich,  so  ist  durch 
diese  Gleichung  y  als  eine  algehraische  Funktion  von  x  defi- 
niert (und  auch  umgekehrt  x  als  algebraische  Funktion  von  !/; 
wir  fassen  den  ersten  Fall  ins  Auge).  Die  oben  unterschiedenen 
drei  Grade  bezieht  man  auch  auf  die  Gleichung,  welche  man 
als  algebraische  Gleichung  bezeichnet. 

Ist  diese  in  bezug  auf  y  vom  ersten  Grade,  so  ist  y  als 
rationale  Funktion  von  x  bestimmt;  dabei  können  noch  zwei 
Fälle  unterschieden  werden.  Ist  nämlich  der  Koeffizient  von  y 
eine  Konstante,  so  hat  die  Auflösung  nach  y  die  Form 

y  =  «oa;"  +  a^x"-^  H \-  a„ 

mit  ganzem  positiven  w;  y  heißt  jetzt  eine  rationale  ganze 
Funldion  von  x  vom  Grade  n.  Hat  hingegen  y  einen  von  x 
abhängigen  Koeffizienten,  so  wird  die  Auflösung  nach  y  in  der 
Gestalt 

_  Oq  a;"  +  g,  x"  ~  ^  +  •  •  •  4-  «B 

mit  ganzem  positiven  n  und  m  sich  ergeben;  dann  nennt  man 
y  eine  rationale  gebrochene  Funktion  von  x,  und  zwar  eine  echt 
gebrochene,  wenn  m  <  w;  eine  unecht  gebrochene,  wenn  n^m. 
Die   unecht   gebrochene   Funktion   läßt  sich   nach   den   Regeln 


20  Krster  Teil.     Differential-Rechnung. 

der  Arithmetik  iu  eiue  ganze  uud  eine  echt  gebrochene  zer- 
legen, indem  man  die  durch  den  liruch  angezeigte  Division 
so  weit  vollzieht,  als  im  Quotienten  nicht  negative  Potenzen 
von  .r  auftreten. 

Ist  die  in  Rede  stehende  Gleichung  in  bezug  auf  y  vom 
zweiten  oder  höheren  Grade,  so  wird  das  durch  sie  definierte  y 
als  eine  irrationale  Funktion  von  x  bezeichnet.  Die  Art  der 
IrrationaHtät  richtet  sich  nach  der  Höhe  des  Grades;  ist  der 
Grad  zwei,  drei  oder  vier,  so  läßt  sich  y  mit  Hilfe  von  Wurzel- 
ausziehungen  durch  x  darstellen;  übersteigt  der  Grad  die  Zahl 
vier,  so  ist  (von  besonderen  Fällen  abgesehen)  die  Darstellung 
durch  Wurzelgrößen  nicht  möglich. 

Man  kann  hiernach  die  algebraischen  Funktionen  einer 
Variablen  unterscheiden  in  rationale,  ganze  und  gebrochene, 
und  in  irrationale,  durch  Wurzelgrößen  darstellbare  und  solche, 
welche  die  Darstellung  durch   VVurzelffrößen  nicht  zulassen. 

Einige  Beispiele  mögen  das  Angeführte  erläutern.  Die 
Gleichung  zweiten  Grades 

Ax^  +  2Bx  +  2Ey  +  F  =  {) 
bestimmt  y   als   rationale  ganze   Funktion  von  x   des  zweiten 
Grades: 

y  =  «0^;-  +  a^a)  +  a^, 

wobei  aQ  =  —  „^,  (fi  =  —  -p,  ao  =  —  „  ..  ist.  Dagegen  ist 
durch  die  Gleichung 

Ax-  +  2Bxy  +  2Dx  +  2Ey-\-  F=0 

y  zunächst  als  unecht  gebrochene  Funktion  von  x  gegeben: 
nämlich 

^~  2{Bx-\-E)    '"' 

diese  läßt  sich  in  eine  ganze  und  eine  echt  gebrochene  zerlegen: 

^-«0^  +  «!  -1-  2CBx-{-E)' 
wobei 

_  _  A  _  AE—2BJ)  _  {2BD-AE)E—BU^ 

^o~       2B'  "^~         25«        ?  «2  —  jp 

Die  Gleichung 

Ax^  +  2Bxy  +  Cy'-  -f  2Bx  +  2Fy  -f  F  =  0 


Erster  Abschnitt.     Variable  und  Funktionen.  21 

bestimmt  y  als  zweideutige  irrationale  Funktion  von  x: 


y  —  c  y 

wo  L  =  B'^-  AC,  M=BE-CD,  N  =  E^-CF-  der  eine 
Zweig  faßt  die  mit  dem  oberen,  der  andere  die  mit  dem 
unteren  Vorzeichen  der  absolut  genommenen  Quadratwurzel 
gebildeten  Werte  von  y  zusammen. 

II.  Alle  Funktionen,  welche  nicht  unter  das  Bildungsgesetz 
der  algebraischen  fallen,  faßt  man  unter  der  Bezeichnung  trans- 
zenderUer  Funldmien  zusammen. 

Die  einfachsten  davon,  aus  Begriffen  und  Vorstellungen 
der  elementaren  Mathematik  hervorgegangen,  werden  als  ele- 
mentare transzendente  Funktionen  bezeichnet. 

Zunächst  ist  es  der  Begriff  der  Potenz,  welcher  in  der 
Verallgemeinerung,  die  ihm  die  Arithmetik  für  negative  und 
gebrochene  Exponenten  gibt,  zur  Bildung  transzendenter 
Funktionen  führt. 

Wenn  man  in  der  Gleichung  c  =  a''  die  Basis  a  als 
variabel  betrachtet,  so  ist  hierdurch  c  als  Funktion  dieser 
Variablen  definiert:  y  =  a;*,  und  diese  Funktion  wird  die  Potenz 
genannt.  Für  ein  rationales  &  fällt  sie  unter  den  Begriff  der 
algebraischen  Funktion,  für  ein  irrationales  h  ist  sie  transzen- 
dent. Der  Bereich  von  x  muß,  wenn  6  ein  Bruch  mit  geradem 
Nenner  oder  irrational  ist,  auf  das  Intervall  (0,  -[-  (x>)  be- 
schränkt werden,  soll  jedem  Werte  von  x  ein  reeller  Wert 
von  y  zugeordnet  sein. 

Die  Umkehrunt;   der  Potenz   führt  nicht   zu   einer  neuen 

^  1    .  . 

Funktion ;  denn  aus  y  =  x^  folgt  x  =  if  und  ist  mit  h  zu- 
gleich rational,  beziehungsweise  irrational. 

Faßt  man  den  Exponenten  h  als  variabel  auf,  so  ist  c  als 
transzendente  Funktion  dieser  Veränderlichen  definiert:  y  =  a^, 
welche  den  Namen  Exponentialfimlition  führt.  Die  Basis  a 
muß  positiv  sein,  soll  jedem  Werte  von  x  ein  reeller  Wert  von 
y  zugeordnet  sein;  dort,  wo  mehrere  reelle  Werte  von  y  vor- 
handen sind  (wie  dies  geschieht,  so  oft  x  einem  Bruch  mit 
geradem  Nenner  gleich   wird),   soll  jedesmal   der  positive  ver- 
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standen   sein;    lioi    diesen   Festsetzungen    ist   y  =  a""   eine   ein- 
wertige Funktion. 

Aus  der  Umkehruug  der  Exponentialfunktion  geht  x  als 
neue  transzendente  Funktion  von  y  hervor,  welche  den  Namen 
Logarithmus  von  y  in  bezug  auf  die  Basis  a  führt  und  durch 
x  =  log^y  dargestellt  wird.  Vermöge  der  bei  y  =  a'^  gemachten 
Festsetzungen  muß  in  der  Definitionsgleichung  x  =  log^«/  a  als 
positiv  vorausgesetzt  und  y  auf  das  Intervall  (0,  -|-  oo)  be- 
schränkt werden. 

In  der  Trigonometrie  werden  einem  Winkel  (in  allgemeiner 
AuflFassung,  also  durch  eine  beliebige  Drehung  des  beweglichen 
Schenkels  entstanden)  die  Verhältniszahlen  je  zweier  von  drei 
in  bestimmter  Weise  konstruierten  Strecken  zugeordnet;  faßt 
man  in  dieser  Zuordnung  das  Bogenmaß  x  des  Winkels  als 
unabhänorige  Veränderliche,  die  Werte  der  genannten  Verhält- 
nisse  als  Funktionen  auf,  so  kommt  man  zu  den  trigono- 
metrischen Funktionen  oder  Kreisfunktionen 

y  =  sina;,  y  =  cosa;,  y  =  tga;,  y  =  cotga:,  y  =  seca:,  .  .  .; 

wird  hingegen  jede  der  Verhältniszahlen  als  unabhängige  Ver- 
änderliche und  das  Bogenmaß  des  Winkels  als  deren  Funktion 
angesehen,   so    entstehen    die   zyldometriscJien   Funktionen   oder 
die  inversen  Kreisfunktionen 
X  =  Aresin?/,  x  =  Arccosy,  x  =  Arctg«/,  x  =  Arccotg«/,  .  .  . 

als  Umkehrungen  der  trigonometrischen. 

Zwischen  den  eben  vorgeführten  Definitionen  der  elemen- 
taren transzendenten  Funktionen,  als:  der  Potenz  mit  irratio- 
nalem Exponenten,  der  Exponential-  und  der  logarithmischen 
Funktion,  der  trigonometrischen  und  zyklometrischen  Funktionen, 
und  den  Definitionen  der  algebraischen  Funktionen,  besteht  ein 
wesentlicher  Unterschied :  diese  sind  analytisch  definiert  worden, 
jene  nicht;  erst  im  weiteren  Verlaufe  unserer  Betrachtungen 
werden  sich  auch  für  die  Transzendenten  analytische  Defini- 
tionen ergeben. 

14.  Grenzwert  der  Variablen,  Eine  Variable  x,  deren 
Bereich  unbegrenzt  viele  Zahlen  umfaßt,  hat  den  Grenzivert  a 
oder  Twnvergiert  gegen  a,  wenn  sie  in  beständiger  Änderung 
begriffen  schließlich  Werte  annimmt,  deren  Unterschied  gegen 
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o  dem  absoluten  Werte  nach  fortan  kleiücr  hlciht  als  eine  be- 
liebig kleine  festgesetzte  positive  Zahl  f,  ohne  jemals  zu  ver- 
schwinden. 

Wie  klein  also  auch  f  gewählt  wird,  so  ist  und  bleibt 
von  einem  gewissen  Momente  im  Verlauf  der  Änderung  des  x 

0  <  1  a;  —  a  I  <  f ; 
man  drückt  diesen  Sachverhalt  in  Kürze  durch  den  Ansatz 

lim  X  =  a 
aus  (limes  =  Grenze). 

Besteht  beispielsweise  der  Bereich  der  Variablen  x  aus 
den  Zahlen  einer  Fundamentalreihe 

«Q,   «j^,   «2;   •  •  • 
und  schreibt  man  der  Variablen  vor,  der  Reihe  nach  die  Werte 
«(,,  a^,  a,,  ...  anzunehmen,  so  ist  die  durch  die  Fundamental- 
reihe  definierte   Zahl  ihr   Grenzwert;    hiernach   ist   der   Grenz- 
wert einer  Variablen,  welche  die  Fundamentalreihe 

2       3       4 

T'  Y'    3 '  •  • ■ 
durchläuft,  =  1;  ebenso  der  Grenzwert  einer  Variablen,  welche 

die  Reihe  der  Werte 

12      3 
T'   3  '  T'  •  ■  • 

zu  durchlaufen  hat,  =  1. 

Ist  X  eine  stetige  Variable  und  stellt  man  sich  vor,  daß 
sie  bei  der  Konvergenz  gegen  den  Grenzwert  a  alle  Werte 
innerhalb  eines  übrigens  beliebig  engen  Intervalls  (a  —  d,  a) 
oder  («,  a  -\-  Ö)  oder  {a  —  ö ,  a  -{•  d)  mit  alleiniger  Ausnahme 
von  a  selbst  annehmen  kann,  so  sagt  man,  x  nähere  sich  dem 
Grenzwerte  a  auf  stetige  Weise. 

Wenn  x  bei  der  Konvergenz  gegen  den  Grenzwert  a  nur 
kleinere  Werte  als  a  annimmt,  also  zunehmend  dem  a  sich 
nähert,  so  soll  dies  durch  die  Zeichen  lima;  =  «  —  0  ausgedrückt 
werden;  hingegen  wird  unter  lim  x  =  a  -]-  0  ein  Grenzüber- 
gang zu  verstehen  sein,  bei  welchem  x  nur  Werte  über  a 
annimmt,  sich  dem  a  also  abnehmend  nähert.  Mit  Rücksicht 
auf  die  geometrische  Versinnlichuug  der  reellen  Zahlen  kann 
auch  von  einer  linksseitigen  und  einer  rechtsseitigen  Konvergenz 
gesprochen  werden.     Darf  x  AVerte   sowohl   unter    wie  Werte 
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über  a  annehmen,  so  wird  dies  durch  lim  x  =  a  +  0  oder 
kurz  lim  .r  ==  a  augezeigt  werden. 

Ist  der  Bereich  der  (stetigen)  Variablen  x  unbeschränkt, 
und  nimmt  sie  in  beständiger  Änderung  begriffen  schließlich 
Werte  au,  welche  dem  absoluten  Betrage  nach  fortan  größer 
bleiben  als  eine  beliebig  groß  festgesetzte  positive  Zahl  K,  so 
sagt  man,  die  Variable  konvergiere  gegen  den  (uneigentlichen) 
Grenzwert  oo  (Unendlich).  Wie  groß  also  auch  K  ist,  von 
einem  gewissen  Augenblicke  im  Verlaufe  der  Änderung  des  x 
ist  und  bleibt 

\x\>K. 

Behält  dabei  x,  wenigstens  von  einem  Momente  an,  das  posi- 
tive Vorzeichen,  so  wird  dies  durch  lim  a;  =  +  00  ausgedrückt, 
und  bleibt  es  von  einem  Momente  an  fortwährend  negativ,  so 
schreibt  man  lim  x  =  —  00 .  Der  Ansatz  lim  x  =  cx)  soll  gelten, 
wenn  x  während  des  Verlaufs  seiner  Änderung  das  Vorzeichen 
immer  wechseln  kann. 

15.  Grenzwerte  von  Funktionen  einer  Variablen. 
Die  Funktion  y  =  f(oc)  ist  in  dem  ganzen  Intervall  (a,  ß)  de- 
finiert heißt  so  viel,  daß  zu  jeder  Stelle  a  des  Intervalls 
(a  <  a  <  ß)  ein  bestimmter  Wert  der  Funktion,  /"(«),  gehört, 
den  wir  als  den  Defmitionswert  an  dieser  Stelle  bezeichnen 
wollen.  Wesentlich  verschieden  davon  ist  die  Frage  nach  dem 
Grenziverte  der  Funktion  bei  einem  Grenzübergange  lim  x  =  a. 
Während  im  ersten  Fall  nur  der  Funktionswert  an  der  Stelle 
a  in  Betracht  kommt,  kommt  es  im  zweiten  Falle  gerade  auf 
diesen  nicht,  sondern  nur  auf  die  Nachbarwerte  an,  welche 
die  Funktion  bei  dem  Grenzübergang  annimmt.  Die  zweite 
Frage  hat  also  auch  dann  Berechtigung,  wenn  f(x)  an  der 
Stelle  a  nicht  definiert  ist. 

Wenn  bei  dem  Grenzübergange  die  Werte  von  y  derart 
verlaufen,  daß  der  Unterschied  y  —  h  dem  Betrage  nach  kleiner 
wird  und  bleibt  als  eine  beliebig  klein  festgesetzte  positive 
Zahl  £,  so  sagt  man,  die  Funktion  habe  bei  dem  Grenzüber- 
gange den  Grenzivert  h. 

Um  die  Erscheinungen,  die  hierbei  auftreten  können, 
näher  ins  Auge  zu  fassen,  wollen  wir  den  Grenzübergang  des 
X  genauer  präzisieren. 
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Nähert   sich  x  der  Grenze  a  wachsend,   so   konvergiere  y 
gegen  den  Grenzwert  ?>;  man  schreibt  dies  in  der  Form 
lim     y  =  h     oder  kürzer     lim     y  =  ^^ 

an;  nähert  sich  x  der  Grenze  a  abnehmend,  so  konvergiere  y 
gegen  den  Grenzwert  h',  in  Zeichen: 

lim  y  =  h'. 

x=a-\-Q 

Wenn  nun  h^V,  so  sagt  man,  y  besitze  an  der  Stelle  a 
zwei  verschiedene  Grenzwerte,  einen  links  und  einen  andern 
rechts.  Ist  dagegen  h  =  h',  so  spricht  man  von  einem  Grenz- 
wert an  der  Stelle  a  schlechtweg,  schreibt  dies  wie  folgt  an: 

lim  y  =  h 

x  =  a 

und  hat  hiermit  folgenden  Sinn  zu  verbinden:  Zu  einem  be- 
liebig klein  vorgeschriebenen  positiven  s  gibt  es  immer  ein 
ebenfalls  positives  d  derart,  daß  \  y  —  b  \  <^  s  bleibt,  sobald  x 
in  seiner  Annäherung  an  die  Grenze  a  so  weit  vorgeschritten 
ist,  daß  es  fortan  in  dem  Intervall  (a  —  d ,  a  -}-  d),  also 
I  o;  —  a  I  <  d  verbleibt. 

Wenn  der  absolute  Betrag  von  y,  während  x  der  Grenze 
a  sich  nähert,  schließlich  größer  bleibt  als  eine  beliebig  groß 
festgesetzte  positive  Zahl  K,  so  spricht  man  (im  uneigentlichen 
Sinne)  von  einem  unendlichen  Grenzwert  des  y,  der  wieder 
-j-  oo,  —  oo  oder  unendlich  von  unbestimmtem  Vorzeichen  (be- 
stimmt unendlich  oder  unbestimmt  unendlich)  sein  kann.    Der 

Ansatz 

lim  1/  =  -f  oo 

x  =  a  —  0 

bringt  also  die  Tatsache  zum  Ausdruck,  daß  bei  wachsendem 
und  der  Grenze  a  unaufhörlich  sich  näherndem  x  dessen 
Funktion  y  schließlich  fortan  positiv  bleibt  und  jeden  noch  so 
großen  Betrag  überschreitet.     Der  Ansatz 

lim  y  =  —  oo 

x^a 

würde  den  Sinn  haben,  daß,  von  welcher  Seite  sich  x  der 
Grenze  a  auch  nähert,  y  von  einem  Momente  angefangen  fort- 
ab negativ  bleibt  und  dem  Betrage  nach  über  jede  angebbare 
Zahl  hinaus  wächst. 
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Ist  der  Bereich  der  Variablen  x  unbeschränkt,  so  kann 
man  sie  in  dem  im  vorigen  Artikel  erläuterten  Sinne  gegen 
eine  der  Grenzen  -f  oo,  —  cx)  konvergieren  lassen;  y  kann  da- 
bei jede  der  Erscheinungen  aufweisen,  die  bei  der  Konvergenz 
von  X  treuen  einen  endlichen  Grenzwert  o  beobachtet  worden 
sind.  Insbesondere  kann  y  sich  dabei  einer  bestimmten  Grenze 
b  nähern  und  man  wird  dies  in  einer  der  Gleichungen 

lim  y  =  h  lim  y  =  h 

x=  +00  a:=  —  00 

zum  Ausdruck  bringen,  während 

lim  y  =  h 

andeuten  würde,  daß  h  die  Grenze  von  y  ist,  ob  x  positive 
oder  negative  Werte  von  beständig  wachsendem  Betrage  an- 
nimmt. 

Es  ist  jedoch  möglich,  daß  y  bei  der  Konvergenz  des 
X  gegen  einen  endlichen  oder  unendlichen  Grenzwert  weder 
einer  bestimmten  Grenze  sich  nähert,  noch  auch  in  der  einen 
oder  andern  Weise  ins  Unendliche  wächst;  man  sagt  dann,  es 
existiere  kein  Grenzwert  für  y  oder  er  sei  unbestimmt. 

Zur  Erläuterimg  mögen  die  folgenden  Beispiele  dienen. 

1)  Die  Funktion  y  =  ist  an   der  Stelle  x  =  a   nicht 

definiert*);  wenn  sich  x  dieser  Stelle  wachsend  nähert,  so 
nimmt  der  Betrag  der  beständig  negativ  bleibenden  Funktion 
über  jede  angebbare  Zahl  hinaus  zu;  nähert  sich  x  der  Stelle 
a  abnehmend,  so  bleibt  die  Funktion  positiv  und  wächst  über 
jeden  Betrag  hinaus,  so  daß 

lim  =  —  oo,  lim   =  -f  c». 

2)  Mit  der  Funktion  -. ,-,  verhält   es  sich  ebenso,  nur 

^  (x  —  ay  ' 

mit  dem  Unterschiede,  daß  sie  bei  dem  Grenzübergange  links 
wie  rechts  positiv  bleibt,  weshalb 

lim  , :j  =  -|-  oo. 


Weil  eine  Division,  deren  Divisor  Null  ist,  keinen  Sinn  hat. 
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3)  Die  Exponentialfunktion  y  =  a^  (a  >  0)  zeigt  für 
lim  a:  =  —  oo  und  lim  x  =  -\-  oo  verschiedenes  Verhalten,  je 
nachdem  a  <  1  oder  a  >  l   ist,  und  zwar  ist 

bei  a  <  1  lim  a^=  -}-  oo,  lim  a^=  0; 

x=  —  oo  x=4-oo 

bei  a  >  1  lim  a^  =  0,  lim  a-^  =  +  oo . 

X=  —00  T=+00 

4)  Die  logarithmische  Funktion  ?/ =  log^  :c  (a  >  0)  ist  an 
der  Stelle  a;  =  0  nicht  definiert;  auf  Grund  von  3)  findet  man 

bei  a  <  1  lim  log^ x  =  -\-  oo,         lim  log^ a;  ==  —  oo ; 

.r=  +  0  a;=+oo 

bei  a  >  1         lim  loff„  x  =  —  oo ,         lim  loor„  x  =  +  oo . 

r  =  +  0  a;=+<» 

1 

5)  Die  Funktion  y  =  a''~"  (a  >  0)  ist  an  der  Stelle  x=  a 

nicht    definiert;    durch    Zusammenhalten    der  Fälle  1)   und  3) 

ergibt  sich 

1  ]_ 

für  a  <  1         lim  aF-^  =  +  oo,  lim  a^-^  =  0; 

x  =  a  —  Q  a-  =  a  +  0 

1  1 

für  a  >  1         lim  a^-"  =  0,  lim  a*-«  =  +  oo; 

x  =  a  —  Q  x=  a  +  Q 

dagegen  wäre  mit  Rücksicht  auf  2) 


für  a<  1         lim  a(---«)^  ==  0, 

x  =  a 

1 

für  a  >  1         lim  a^^"")'  =  +  oo. 

x  =  a 

6)  Für  die  Funktion  ?/  =  sin  a:  (und  auch  für  die  übrigen 
trigonometrischen  Funktionen)  existiert  bei  lim  a;  =  H^  oo  kein 
Grenzwert;  denn  bei  stetigem  Wachsen  von  x  in  der  einen  wie 
in  der  andern  Richtung  hört  die  Funktion  niemals  auf,  zwischen 
—  1  und  +  1  zu  schwanken. 

7)  Die  Funktion  y  =  sin   -  ist  für  den  Wert  x  =  0  nicht 

definiert;  bei  der  Konvergenz  von  x  gegen  diese  Stelle  von  der 
einen  oder  andern  Seite  existiert  vermöge  der  Fälle  1)  und  6) 
für  sie  kein  Grenzwert. 

16.  Das  Unendlichkleine  und  Unendlichgroße.  Von 
einer  Variablen  x  oder  einer  Funktion  y  derselben  (bei  einem 


28  Erster  Teil.     Diöerential-Rechnuug. 

gewissen  Urenzübergauge  des  .r)  sagt  mau,  sie  werde  unendlich 
klein  oder  sei  ein  Unendlichkleines,  wenn  sie  gegen  die  Grenze 
Null  konvergiert. 

Man  sagt  von  .r,  beziehungsweise  y,  es  ivcrdc  unendlich 
groß  oder  sei  ein  Vnendlichgroßes,  wenn  es  sich  der  (uneigent- 
lichen) Grenze  od  (mit  bestimmtem  oder  unbestimmtem  Vor- 
zeichen) nähert. 

Unter  einem  Unendlichkleinen  hat  man  sich  also  eine 
Variable  im  Zustande  ihrer  Konvergenz  gegen  den  Grenzwert 
Null,  unter  einem  Unendlichgroßen  eine  Variable  im  Zustande 
ihres  unaufhörlichen  numerischen  Wachsens  vorzustellen.  Beide 
Begrili'sbikluugen  beziehen  sich  auf  einen  Werdeprozeß,  der 
sich  im  Endlichen  abspielt. 

Es  seien  y,  y^  zwei  Funktionen  von  x,  welche  bei  einem 
näher  qualifizierten  Grenzübergange  \\rQ.x  =  a  zugleich  unend- 
lich klein  werden.  Dasselbe  gilt  dann  von  ihrer  Summe,  ihrer 
Differenz  und  ihrem  Produkt;  von  dem  letzteren  läßt  sich 
aussagen,  daß  es  rascher  gegen  Null  konvergiert  als  die  ein- 
zelnen Faktoren,  indem  von  einem  gewissen  Momente  der 
Konvergenz  angefangen  der  zu  einem  Werte  von  x  gehörige 
Wert  von  yy^  dem  absoluten  Betrage  nach  beständig  kleiner 
sein  wird  als  die  zu  dem  gleichen  Werte  des  x  gehörigen  Be- 
träge von  y  und  y^-^  es  kann  hiernach  in  bezug  auf  yy^  einer- 
seits und  y,  y^  andererseits  von  einem  verschiedenen  Grade  des 
Unendlichkleinwerdens  gesprochen  werden. 

Zu  bestimmteren  Vorstellungen  hierüber  führt  die  Be- 
trachtung des  Quotienten  ;  derselbe  kann  bei  einem  Grenz- 
übergange X  =  a,  bei  welchem  limy  =  0  und  lim?/^  =  0,  sich 
einer  bestimmten  von  Null  verschiedenen  Grenze  b  oder  der 
Grenze  0  oder  der  Grenze  cx)  nähern  oder  ein  unbestimmtes 
Verhalten  zeigen. 

In  dem  ersten  der  aufgezählten  Fälle,  wo  also  lim    -  =  b 

"^  '  Vi 

und  b  =^  0  ist,  sagt  man,  y  und  y^  seien  unendlich  kleine 
Größen  gleicher  Ordnung. 

In   dem   zweiten  Falle,   wo  lim      =  0,    ist         selbst    ein 

Vi  '  2/i 

Unendlichkleines,   läßt  sich  also  y  als  Produkt  von  zwei  un- 
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endlich  kleinen  Größen  darstellen,  deren  eine  ij^  ist;  ?/  konver- 
giert daher  zufolge  einer  oben  gemachten  Bemerkung  rascher 
gegen  Null  als  ?/i,  und  mau  drückt  dies  dadurch  aus,  daß 
man  y  als  ein  Unendlichkleines  höherer  Ordnung  im  Vergleich 
zu  y^  bezeichnet. 

In   dem    dritten   Falle,   wo   lim  —  =  oo,    ist   lim       =  0, 

also  yj  von  höherer  Ordnung  in  bezug  auf  y,  dieses  daher  von 
niederer  Ordnung  in  bezug  auf  y^. 

In  dem  letzten  Falle  ist  eine  Beurteilung  der  Ordnung; 
ausgeschlossen. 

Wenn  y,  y^  unendlich  kleine  Größen  ungleicher  Ordnung 
sind,  so  läßt  sich  in  vielen  FäUen  eine  positive  Zahl  n  derart 

bestimmen,    daß    der    Quotient       ^^  gegen  eine  bestimmte  von 

Null  verschiedene  Grenze  h  konvergiert,  so  daß  y  und  y^^'  als 
unendlich  kleine  Größen  gleicher  Ordnung  zu  bezeichnen 
wären;  dann  präzisiert  man  die  Ordnung  näher  und  bezeichnet 
y  als  vo)i  der  Ordnung  n  in  hezug  auf  y^,  oder  schlechtweg 
von  der  Ordnung  n,  wenn  man  übereingekommen  ist,  y^  als 
ein    Unendlichkleines     der    ersten    Ordnung    aufzufassen.      Da 

-—  —  h   bei   dem   Grenzübergange  lim  :r  =  a  gegen   Null  kon- 

vergiert,  so  ist  es  selbst  ein  Unendlichkleines  und  möge  mit  7/ 

bezeichnet   werden;    aus   dem   Ansätze  -^  —  b  =  t]  folgt  dann 

2/1 

?/ =  6?// -f- '/I/i";  das  Produkt  7;^^^"  ist  selbst  wieder  unendlich 
klein,  und  zwar  höherer  als  der  n-ten  Ordnung;  wird  es  durch 
£  bezeichnet,  so  hat  man  in 

y  =  &i/i"  +  £ 

den  allgemeinen  Ausdruck  für  ein  Unendlichkleines,  das  in 
bezug  auf  y^  von  der  n-ien  Ordnung  ist;  dabei  bedeutet  b 
eine  von  Null  verschiedene  bestimmte  Zahl  und  s  ein  Unend- 
lichkleines von  höherer  als  der  n-ten  Ordnung.  Das  Glied  by^'^ 
nennt  man  den  Hauptteil,  s  den  sekundären  Teil  von  y. 

Betrachtet  man  neben  y  eine  zweite  unendlich  kleine 
Größe   Y  der  n-ten  Ordnung,  so  hat  sie  den  Ausdruck 

Y==By»+E 
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und    der    Quotient    l.    konvergiert  für  lima;  =  a,   da      ,,  und 

— ,  hierbei  unendlich  klein  werden,  gegen  den  Grenzwert  -^  ; 
denn 

lim  !L  =  lim %  =  „  • 

Hiernach  ist  der  Grenzwert  des  Quotienten  ztveier  unendlich 
Meinen  Größen  derselben  Ordnimg  gleich  dem  Quotienten  ihrer 
Haupi  teile. 

Sind   y,  y^   Funktionen    von   x,    welche    bei    einem    näher 
bestimmten  Grenzübergange   des  x  unendlich   groß  werden,  so 

werden   die   Funktionen       ,  —   bei   demselben  Grenzübergange 

unendlich  klein,  und  es  ist  —  in  bezug  auf         von    der   Ord- 

nung  n,  wenn 

1 

y 


und  &  =H  0 ;   es  ist  aber 


folglich 


'~Q-' 


(;,)■ 


lim  -^  =  -^ 

und  ,-  =f=  0 ;  man  bezeichnet  dann  während  des  Grenzüber- 
ganges y  als  unendlich  groß  von  der  Ordnung  n  in  bezug 
auf  ?/j.  Es  gilt  also  für  die  Beurteilung  der  Ordnung  un- 
endlich groß  werdender  Variablen  dieselbe  Regel  wie  bei  un- 
endlich klein  werdenden  Variablen. 

Folgende  Beispiele  mögen  dies  erläutern. 
1)     Die    Funktionen    y  =  j/a;  +  ^^ — V^    und    y^^  xYx 
werden  für  lim  a;  =  +  0  unendlich  klein,  und  zwar  von  gleicher 

Ordnung;    man    kann    nämlich    den    Quotienten  — ,    da  a;  =  0 
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yx-\-x'—yx 


Fig.  1. 


X  ]/.T  xYx  (Yx  -\-x^-\-  Yx)       yi-fa;  +  1 

und  erkennt  nun,  daß 

lim    -^   =   „  • 

x=  +  o2/i         2 

2)  Die  Funktionen  y  =  smx  und  y^  =  x  werden  für 
lim  .V  =  0  unendlich  klein  von  gleicher 
Ordnung.  Denn  aus  Fig.  1,  in  welcher 
der  Kreisbogen  aus  0  mit  dem  Halb- 
messer 1  beschrieben  ist,  folgt  die  Un- 
gleichheit 

A0(7^<  Sektor  OBÄ<AODÄ, 
die    immer    besteht,     wenn     nur     der 
Winkel  x   spitz   ist;    arithmetisch  aus- 
gedrückt heißt  dies,  daß 

sin  X  cos  X  <i  X  <Cigx, 


also  auch 
und 


cosä;  <   .      < 

sma;       cos  a; 


1      ^    siua;  ^ 
V,  >  ~„  -  >  COS  X ; 


cos  X  '         X 

nun   kann   x   so    klein   gewählt   werden,    daß   der  Unterschied 
—  cosic  kleiner   wird   als   eine   beliebig  klein  festj^esetzte 

cos  X  DD 

Zahl;    um   so   mehr   gilt   dies    dann   für :    da  nun 

'  °  cosa;  X     ' 

coso;  mit  abnehmendem  x  sich   der   Grenze  1  nähert,   so   ist, 

wie  auch  x  gegen  Null  konvergiert, 

, .     sin  X       ^ 
lim =  1. 

X 

Dabei  ist  vorausgesetzt,  daß  x  im  Bogenmaß  ausgedrückt 
sei:  wäre  es  in  Graden  gemessen,  so  hätte  man 

sina;  n 


lim 


180 


Schon    bei    3^  und    Anwendung    von   Bogenmaß    ist   -    - 

DO  X 

=  0,9995427    von    1    wenig  verschieden,    und    bei    10'  bereits 
=  0,9999940. 
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3)  Die  Funktionen  ?/  =  1  —  cosa;  und  v/^  =  x  werden 
unendlich  klein  für  lima=0;  die  erste  aber  ist  von  der 
zweiten  Ordnung  in  bezug  auf  die  zweite,  denn  (bei  Ausschluß 
von  X  =  0)  ist 

X 

2  sin*  „ 
1  —  cos  X  2 


daher  zufolge  2) 


, .      1  —  cos  X 
lim  —     ^ 

Ti —  n  **^ 


4)  Die  Funktionen  ?/  =  tg  a;  —  sin  x  und  y^  =  x  werden 
für  lima;  =  0  unendlich  klein,  die  erste  aber  von  der  dritten 
Ordnung  in  bezug  auf  die  zweite,  weil  bei  Ausschluß  von  x  =  0 

tgx  —  sin  .T        tgx   1  —  cos  X  1      sin  x   1  —  cos  x 

a;'  X  x^  cosic     x  x* 

und  somit  auf  Grund  von  2)  und  3) 

,.      tßx  —  Bin«        1 

lim-^— s =  --• 

«=o         ^  ^ 

17.  Definition  und  analytische  Merkmale  stetiger 
Funktionen.  Von  einer  Variablen  x,  deren  Bereich  das 
Koniinuum  der  reellen  Zahlen  zwischen  u  und  ß  ist,  sagt  man, 
sie  durchlaufe  dieses  Kontinuum  oder  das  Intervall  (a,  ß)  stetig, 
wenn  sie  jeden  Wert  aus  dem  Intervall  und  jeden  nur  einmal 
annimmt;  sie  kann  dabei  mit  dem  Werte  a  oder  mit  ß  be- 
ginnen, das  Intervall  also  in  zwei  entgegengesetzten  Richtungen 
durchlaufen.  Wir  nehmen,  wo  nichts  anderes  bemerkt  wird, 
an,  daß  x  mit  dem  algebraisch  kleinsten  Werte  beginnt  und 
allmählich  bis  zum  algebraisch  größten  fortschreitet;  es  ent- 
spreche dies  der  Ordnung  u,  ß. 

Nun  sei  y  =  f(x)  eine  in  dem  abgeschlossenen  Intervall 
(a,  ß)  definierte  einwertige  Funktion.  Wenn  der  Bereich  von 
y  ebenfalls  ein  Kontinuum  {A,  B)  ist  und  von  y  stetig  durch- 
laufen wird,  während  x  das  Kontinuum  {a,  ß)  stetig  durch- 
läuft, so  heißt  y  eine  in  dem  Intervall  (a,  ß)  monotone  Funk- 
tion, und  zwar  eine  wachsende  oder  abnehmende,  je  nach- 
dem A  <i  B  oder  A  >  B.  Ordnet  man  jedem  Paar  zusammen- 
gehöriger Werte  von  x  und  y  einen  Punkt  M  der  Ebene  zu. 
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nachdem  in  derselben  ein  (rechtwinkliges)  Koordinatensystem 
angenommen  worden,  so  ergibt  sich  als  einfachstes  Bild  der 
wachsenden  Funktion  ein  von  links  nach  rechts  steigender 
Kurvenho(/en  (Fig.  2),  als  Bild  einer  abnehmenden  Funktion  ein 
in  derselben  Richtung  fallender  Kurvenbogen  (Fig.  3). 


Fig.  2. 
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Fig. 

S. 

Jl 

— 

y 

— 

^^^^ 

\ 

N 

B 

\ 

\ 

1 

0 

iC 

.V 

fi 

Fig.  4. 


Besteht  der  Bereich  von  y  aus  mehreren  Kontinuen,  welche 
sich  derart  aneinanderreihen,  daß  der  Anfangswert  jedes  fol- 
genden zugleich  Endwert  des  vorhergehenden  ist,  und  die 
von  y  in  abivecliselnder  Richtung  durchlaufen  werden,  so  ist  y 
eine  abwechselnd  wachsende 
und  abnehmende  Funktion  und 
ihr  einfachstes  Bild  wird  sich 
aus  einem  zusammenhängenden 
System  von  Kurvenbögen  der 
Formen  Fig.  2  und  Fig.  3  zu- 
sammensetzen,  wie  etwa  in 
Fig.  4,  welche  einer  Funktion 
entspricht,   die   der  Reihe  nach 

die  Kontinua  {A,  K),  (K,  L),  [L,  B)  durchläuft,  während  x  von 
(i  bis  ß  stetig  sich  ändert. 

Funltionen  von  der  hescJiriehenen  Art  bezeichnet  man  als 
in  dem  Intervalle  (a,  ß)   stetige  oder  liontinuierliche  Funltionen. 

Der  ursprüngliche  Begriff  der  Stetigkeit  beruht  auf  räum- 
lichen Anschauungen.  Um  ihn  zu  arithmetisieren,  d.  i.  um 
die  Eigenschaft  der  Stetigkeit  von  Funktionen  für  arithmetische 
Untersuchungen  verwertbar  zu  machen,  seien  die  folgenden 
Sätze  vorgeführt. 

1)  Wenn  die  FunMion  f{x)  in  dem  Intervall  (a,  ß)  stetig 
ist,  so  läßt  sich  zu  einem  beliebig   Mein  festgesetzten  positiven  e 

Czuber:  Vorlesungen,    I.     3.  Aufl.  3 
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an  jrdtr  Stelle  x  =  a   innerhalb  des  Intervalls  ein  hinreichend 
Meines  jwsitives  rj  festsetzen  derart,  daß  für  jedes  x   ans  dem 
Intirvall  (a  —  ?;,  fl  +  ^)  die  Beziehung  besteht 
f(x')-f{a)\<e. 

Der  Wert  /\fl)  gehöre  dem  Kontmuum  (Ä,  B)  an;  £  sei 
klein  genug  festgesetzt,  daß  auch  f{a)  —  e  und  /'(a)  +  £  dem 
Kontinuum  angehören;  diesen  Funktionswerten  entsprechen  Werte 
der  Variablen  aus  dem  Intervall  («,  ß),  die  sich  in  der  Form 
a  —  h,  a  +  h'  oder  a  •\-  h ,  a  —  h'  darstellen  lassen,  je  nachdem 
die  Funktion  in  dem  Kontinuum  {A,  B)  wachsend  oder  ab- 
nehmend ist;  ist  h  die  kleinere  der  beiden  positiven  Zahlen 
h,  h',  so  genügt  jedes  ?;,  das  zwischen  0  und  /t  liegt,  der 
obigen  Forderung. 

An  den  Endstellen  x  =  a,  x  =  ß  ist  nur  zu  einer  Seite 
ein  Intervall  von  der  gedachten  Eigenschaft  feststellbar  (a,  a-\-  rj) 
links,  {ß  —  1],  ß)  rechts. 

Diese  Eigenschaft  der  stetigen  Funktion  wird  als  „Stetig- 
keit au  der  Stelle  x  =  n"  bezeichnet  und  häufig  zum  Aus- 
gangspunkt für  die  analytische  Definition  der  Stetigkeit  ge- 
nommen, indem  man  erklärt,  eine  Funktion,  welche  an  jeder 
Stelle  des  Intervalls  (a,  ß)  die  erwähnte  Eigenschaft  besitzt^ 
sei  stetig  in  dem  ganzen  Intervall. 

Bezeichnet  x"  einen  zweiten  Wert  von  x  aus  dem  Intervall 
(a  —  ?/,  a  -\-  -)]),  so  ist  neben 

fix)-f(a)\<s 
auch 

\f(x")-fia)\<£, 
somit 

\f{x")-f{x')    <2£; 

es  ist  also  eine  Folge  der  Stetigkeit,  daß  sich  zu  jeder  Stelle 
a  des  Intervalls  (u,  ß)  eine  hinreichend  enge  Umgebung 
(a  —  7j,  a  -f  7j)  bestimmen  läßt  derart,  daß  irgend  zwei  Funk- 
tionswerte aus  dieser  Umgebung  eine  Differenz  geben,  deren 
Betrag  unter  einer  beliebig  klein  festgesetzten  positiven  Zahl 
2£  liegt.  Dieses  Verhalten  pflegt  man  auch  so  auszudrücken^ 
daß  bei  einer  stetigen  Funktion  an  jeder  Stelle  zu  einer  un- 
endlich kleinen  Änderung  der  Variablen  eine  unendlich  kleine 
Änderung  der  Funktion  gehöre. 
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Man  kann  die  Eigenschaft  1)  auch  dahin  aussprechen,  es 
sei  für  jedes  a  aus  {a,  ß)  f(a)  der  Grenzwert,  gegen  welchen 
die  Funktion  f{x)  bei  dem  stetigen  Grenzübergange  lim  x  =  a  +  0 
konvergiert.*) 

Als  Beispiel  einer  Stetigkeitsprüfung  diene  die  Funktion 
f{x)  =  x"",  die  Potenz  mit  ganzem  positiven  Exponenten  m. 

Hier  ist 

f{x')  —  f{a)  =  x'"^  —  f/'", 

und  wenn  x  =  a  +  /«  gesetzt  wird, 

f{a  -f-  li)-f{a)  =  h[ma^'^-^+i^^a^-'"h  +Qa— 3^2-1-...  +  /,— ij ; 

ist  fi  der  größte  unter  den  absoluten  Werten  der  Koeffizienten 
der  Potenzen  von  h  in  der  Klammer  und  H  der  absolute  Wert 
von  h,  so  besteht  die  Ungleichung: 

f{a-\-li)-fia)    <iiH{l+H-\---+H-^-')  =  iiH'^^^, 

und  wenn  H  ein  echter  Bruch,  so  gilt  um  so  mehr: 

:/-(a  +  A) -/■(«)  \<T^- 

Ist  nun  E  eine  beliebig  klein  angenommene  positive  Zahl  und 
wird  H  so  gewählt,  daß 

1  —  if  ^  *' 

so  ist  auch 

f{ci  +  h)-f{a)  \<8. 

Aus  der  vorangehenden  Ungleichung  ergibt  sich  aber 

Wird   also   der   absolute  Wert  von  h   gleich   oder  kleiner  ge- 
nommen als  — r~  ,  so  ist 
/*  +  «' 

\f{x)-f{a)\<s 
für  jedes  x   aus  dem  Intervall  (a  —  h,  a  -\-  li). 


*)  Ansätze  von  der  Form 

lim  fix)  =  fia)     oder     lim  f{x  -f  '*)  =  f{x) , 
x  =  a  "  /i  =  0 

die  auf  den  ersten  Blick  selbstverständlich  scheinen,  sind  nur  dann 
legal,  wenn  die  Funktion  f\x)  in  der  Umgebung  von  «,  beziehungs- 
weise X,  stetig  ist. 

3* 
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Damit  ist  die  Stetigkeit  von  x'"  an  der  heUehigen  Stelle  a, 
also  die  durchgehende  Stetigkeit  dieser  Funktion  erwiesen. 
Es  folgt  daraus  auch  die  Stetigkeit  jeder  ganzen  Funktion  von  x. 

Zu  beachten  ist,  daß  die  obere  Grenze  von  H  abhängt 
von  £  und  a. 

2)  Wenn  die  Funltion  f{x)  stetig  ist  in  dem  abgeschlossenen 
Intervall  («,  ß\  so  läßt  sicJi  zu  einem  helirhig  Mein  festgesetzten 
positiven  £  ein  hinreichend  Meines  positives  ?;  bestimmen  derart, 
daß  für  jede  zwei  Werte  x,  x  aus  {a,  ß),  für  tvelche  |  x—x'  1 
<  y],  die  Beziehung  besteht 

\f{x)-f{x)\    <£. 

Es  werde  zunächst  vorausgesetzt,  die  Funktion  sei  monoton, 
z.  B.  wachsend,  und  (J.,  B)  ihr  Bereich.     Man   teile  denselben 

in  so  viele  gleiche  Teile,  daß  jeder  Teil  kleiner  ist  als  — ;  die 

jß ^  j 

Anzahl  der  Teile  sei  n,  so  daß =  h<.i=r.  Zu  den  Funk- 

tionswerten 


/•(«),    A«)  +  /',    /•(«)  + 2/.-,  .../■(«) +  W-U-,    f{ß) 

sollen  der  Reihe  nach  die  (ebenfalls  steigend  geordneten)  Werte 

Xq^  a  X^,  X.2,  ...  ^n-lJ  "^n  ^^  r 

der  Variablen  x  gehören;  je  zwei  benachbarte  dieser  Werte 
bestimmen  ein  Intervall  und  das  Meinsfe  unter  diesen  n  Inter- 
vallen sei  gleich  /«;  dann  genügt  jedes  rj,  das  zwischen  0  und 
h  liegt  und  i]  =  h  selbst  der  obigen  Forderung.  Denn  nimmt 
man  irgend  zwei  Werte  x,  x  an,  für  welche  \  x  —  x  ^h,  so 
fallen  sie  entweder  in  ein  und  dasselbe  Teilintervall  (a;,-,  ä;^  +  i) 
oder  in  zwei  benachbarte  (^,-_],  a\.)  und  (x-,  x-_^_i):  im  ersten 
Falle  ist  unmittelbar 

f(^)-fi^')\<Y-. 
im  zweiten  Falle  hat  man  zunächst 

f{^)-f(^,)\<l- 


1 

I 


/W-/-(^,)I<V. 


daher  schließlich 


J{x)-f{x)   \<£- 

in  jedem  Falle  ist  also  |  f{x)  —  fix')    <  £,  sobald  \  x  —  x  \  Kh. 
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Ist  die  Funktion  abwechselnd  wachsend  und  abnehmend, 
so  führe  man  die  beschriebene  Operation  für  jeden  ihrer  mono- 
tonen Abschnitte  aus;  das  kleinste  unter  den  gefundenen  h 
genügt  für  den  ganzen  Verlauf  der  gestellten  Forderung. 

Man  bezeichnet  diese  Eigenschaft  gewöhnlich  als  gleich- 
mäßige Stetigl'eit'^  wie  die  vorstehende  Betrachtung  zeigt,  ist 
sie  eine  notwendige  Folge  der  Stetigkeit  in  dem  abgeschlossenen 
Intervall  («,  ß). 

Die  gleichmäßige  Stetigkeit  besteht  also  darin,  daß  sich 
zu  einem  beliebig  klein  angenommenen  s  ein  hinreichend  kleines 
fi  bestimmen  läßt  derart,  daß,  wo  man  auch  zwei  Stellen  in 
(«,  ß)  bezeichnen  möge,  deren  Abstand  unter  h  liegt,  der 
Unterschied  der  zugehörigen  Funktionswerte  immer  kleiner 
als  s  ist. 

Als  Beispiel  einer  Funktion,  bei  der  sich  unmittelbar  die 
gleichmäßige  Stetigkeit  erweisen  läßt,  betrachten  wir  f(x)  =  sina;. 
Es  ist 

f{x)  —  fix)  =  smx  —  sina;'  =  2  cos  --^ —  sin  — ^^ ; 

da  nun  1  der  größte  absolute  Wert  des  Kosinus  ist  und  der 
Sinus,  wie  klein  auch  der  Bogen,  immer  kleiner  bleibt  als  dieser 
so  hat  man  im  vorliegenden  Falle: 

f{x)-f{x)  \<\x-x\- 
wählt  man  also  |  j::  —  x"'  |  <  5,  so  ist  auch,  und  zwar  im  ganzen 
Verlauf  der  Funktion, 

sin  x  —  sin  x   \  <  s, 
und  dadurch  ist  die  gleichmäßige  Stetigkeit  dargetan. 

3)  Wenn  die  Funktion  f{x)  in  dem  abgeschlossenen  Inter- 
vall (a,  ß)  stetig  ist  und  an  den  Endstellen  desselben  verschiedene 
Werte  besitzt,  so  gibt  es  zu  jeder  Zahl  M  zwischen  f{a)  =  A 
und  f{ß)  =  B  mindestens  eine  Stelle  x  in  (a,  ß)  derart,  daß 

f{x)  =  31. 

Ist  zunächst  die  Funktion  monoton,  so  ist  (^-i,  B)  ihr 
Bereich  und  sie  nimmt  jeden  Wert  aus  {A,  B)  und  jeden  nur 
einmal  an,  folglich  auch  den  Wert  M,  der  nach  Voraussetzung 
zwischen  A  und  B  liegt;  zu  ihm  gehört  ein  Wert  x  aus  (a,  ß), 
und  es  ist  in  der  Tat  einmal  f{x)  =  M. 
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Wechseln  das^eu^en  Wachstum  uud  Abnahme  miteinander 
ab,  und  (hirchläut't  die  Funktion  der  l\eihe  nach  die  Kontinua 
{A,  O),  (C,  D),  .  .  .  {K,  B),  so  muß  3f  mindestens  in  einem 
derselben  vorkommen;  denn  ist  A  <  7>  und  wären  die  Werte 
aus  allen  Koutinueu  unter  31,  so  könnte  der  iil)er  31  liegende 
Wert  B  nicht  erreicht  werden;  wären  die  Werte  aus  den 
Kontinuen  durchwegs  über  Jf,  so  käme  der  unter  31  liegende 
Wert  A  nicht  zustande;  ähnliche  Erwägungen  gelten  für  A^B. 
Kommt  aber  der  Wert  31  in  einem  der  Kontinuen  vor,  so 
nimmt  die  Funktion  ihn  auch  für  einen  bestimmten  Wert  der 
Variablen  aus  (a,  ß)  an,  so  daß  auch  jetzt,  und  zwar  minde- 
stens einmal,  die  Gleichung  f[x)  =  31  stattfindet. 

4)  Wenn  die  FunJction  f(x)  in  dem  Intervall  {a,  ß)  stetig 
ist  und  ihre  Endiverte  f{a)  =  A,  f(ß)  =  B  ungleich  bezeichnet 
sind,  so  gibt  es  ivenigstens  einen  Wert  x  zwischen  a  und  ß,  für 
welchen  die  Gleichung  besteht: 

f{x)  =  0. 

Dieser  Satz  ist  eine  Folge  des  vorangehenden;  denn  f(x) 
nimmt  jeden  Wert  zwischen  A  und  B  mindestens  an  einer 
Stelle  des  Intervalls  (a,  ß)  an,  hier  also  auch  den  Wert  Null, 
weil  er  dem  Kontinuum  {A,  B)  angehört. 

18.  Verschiedene  Arten  der  Unstetigkeit  (Diskon- 
tinuität). Wenn  eine  Funktion  f(x)  in  der  (ein-  oder  beider- 
seitigen) beliebig  engen  Umgebung  einer  Stelle  x  =  a  definiert 
ist,  die  Stetigkeitsbedingung  aber  nicht  erfüllt,  so  heißt  sie  an 
dieser  Stelle  unstetig  oder  diskontinuierlich.  An  der  Stelle  selbst 
versagt  in  solchen  Fällen  in  der  Regel  die  analytische  Defi- 
nition; es  kann  aber  die  Funktion  auch  hier  definiert  sein. 
Immer  kommt  es  auf  die  Untersuchung  der  Funktion  in  der 
Umgebung  an,  auf  ihr  Verhalten  bei  unbegrenzter  Annäherung 
an  die  Unstetigkeitsstelle.  Auf  eine  Klassifikation  der  zahl- 
reichen Möglichkeiten  soll  nicht  eingegangen  werden;  einige 
Beispiele  werden  genügen,  um  die  Art  solcher  Untersuchungen 
zu  kennzeichnen. 

1)  Ist  a  innerhalb  des  Intervalls  (a,  ß)  gelegen,  f(a)  nicht 
bestimmt,  jedoch 

lim  f{x)  =  lim  f(x)  =  b, 

x  =  a  —  0  x  =  a  +  0 
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<1.  h.  konvergiert  fix)  zu  beiden  Seiten  von  a  gegen  eine  und 
dieselbe  bestimmte  Grenze  h,  so  kann  man  die  Definition  der 
Funktion,  die  an  der  Stelle  a  eiue  Lücke  aufweist,  vervoll- 
ständigen, indem  mau  dieser  Stelle  jenen  Grenzwert  zuweist, 
also  f{a)  =  h  setzt;  die  Funktion  verhält  sich  dann  in  der 
Umgebung  von  a  wie  eine  stetige  Funktion. 

Eine  ähnliche  Bestimmung  kann  getroffen  werden,  wenn  a 
mit  a  oder  ß  (ß</3)  zusammenfällt  und /'(^a;)  für  lima;  =  a-|-0, 
beziehungsweise  für  lim  x  =  {i  —  0  gegen  eine  bestimmte  Grenze 
konvergiert. 

Die  Funktion  fix)  =  x  cos  —  ist  an  der  Stelle  x  =  Q  nicht 

definiert,  weil  0  als  Nenner  nicht  zulässig  ist;  von  welcher 
Seite  sich  aber  x  der  Null  nähern  mag,  konvergiert  fix)  gegen 
Null.  Füllt  man  also  die  Lücke  in  der  Definition  durch  die 
Festsetzung  /"(O)  =  0  aus,  so  verhält  sich  die  Funktion  an 
dieser  Stelle  wie  eine  stetige  Funktion;  bei  jeder  anderen  Fest- 
setzung für  /"(O)  würde  sie  hier  unstetig  sein. 
2)  Wenn  jedoch  «  <  a  <  /3  und 

lim  fix)  =  b,         lim  f(x)  =  h' 

x=a—0  x=a+0 

und  h  4=  b',  so  heißt  die  Funktion  an  der  Stelle  a  nnsfetig  oder 
dislontinuierlicli ,  gleichgiltig  ob  /"(«)  existiert  oder  nicht  und 
welchen  Wert  es  auch  hat,  und  man  sagt  von  ihr,  sie  springe 
von  h  auf  h'  über.  Es  läßt  sich  jetzt  keine  Umgebung  von  a 
konstruieren  derart,  daß  für  zwei  ihr  angehörende  beliebige 
Werte  x',  x"  \  fix)  —  fi^')  \   beliebig  klein  würde. 

Ein   solches   Verhalten   zeigt  beispielsweise   die   Funktion 


/■(^)  =  V^  («>i) 


an  der  Stelle  a:  =  0,  wo  sie  nicht  definiert  erscheint;  denn  es 
ist  lim  fix)  =  —  1,  hingegen  lim  fix^  =  1. 

a;=-0  x  =  +  0 

3)  Wenn  für  den  innerhalb  («,  /3)  befindlichen  Wert  a  bei 
dem  einen  oder  dem  andern  der  Grenzübergänge  lim  x  =  a  —  0 
und  lim  a;  =  a  +  0  ein  bestimmter  Grenzwert  b,  bei  dem  andern 
der  Grenzwert  oo  (mit  bestimmtem  oder  unbestimmtem  Vor- 
zeichen) zustande  kommt,   so   verhält    sich    die   Funktion    auf 
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tler  erst  gedachten  Seite  von  a  wie  eine  steiitje  Funktion;  wäre 
z.  B.  lim  /\.r)  =  h,  so   kann  f{x)   in   dem   Intervall  (a,  ä)  als 

X  =  <7  -  0 

stetige  Funktion  angesehen  werden,  sofern  man  f{a)  =  h  setzt. 
Man  sagt,  sie  sei  im  Punkte  a,  und  zwar  zu  einer  Seite  des- 
selben, unsfefiff. 

So  besitzt  die  Funktion  f(x)  =  «""  (« >  1)  zur  linken 
Seite  der  Stelle  0,  an  der  sie  nicht  definiert  ist,  den  Grenz- 
wert 0,  zur  rechten  Seite  den  Grenzwert  -|-  oo;  ergänzt  man 
also  durch  die  Festsetzung  /"(O)  =  0,  so  verhält  sich  f\x)  links 
von  0  wie  eine  stetige  Funktion;  wegen  des  rechtseitigen  Ver- 
haltens aber  ist  es  bei  x  =  0  unstetig. 

4)  Wenn  für  den  innerhalb  (a,  ß)  liegenden  Wert  a  bei 
den  beiden  Grenzübergängen  a  —  0  und  a  -{-  0  für  f{x)  der 
Grenzwert  ex:  zustande  kommt,  so  heißt  f(x)  in  a,  und  zwar 
zu  beiden  Seiten,  unstetig. 

Dieses    Verhalten    zeigen    beispielsweise    die    Funktionen 

f(x)  =  —  und  (fix)  =  --g  an  der  Stelle  a;  =  0;    nur  ist  das  oo 

bei  f{x)  zu  beiden  Seiten  von  0  verschieden,  bei  (p{x)  gleich 
bezeichnet. 

In  den  FäUen  3)  und  4)  wird  x  =  a  ein  Unendlichkeits- 
punkf  der  Funktion  genannt. 

5)  Unstetig  heißt  f{x)  femer  an  einer  Stelle  a,  wenn  bei 
einem  der  Grenzübergänge  a  —  0  und  a  +  0  oder  bei  beiden 
f{x)  keiner  Grenze  zustrebt,  und  es  kann  auch  hier  von  ein- 
seitiger oder  beiderseitiger  Unstetigkeit  gesprochen  werden. 

Ein  Beispiel   dieser  Art  bietet   die  Funktion  f(x)  =  sin  — 

an  der  Stelle  0  dar;  wie  sehr  man  sich  dieser  Stelle  von  der 
linken  oder  der  rechten  .Seite  nähern  mag,  die  Funktion  hört 
niemals  auf,  zwischen  —  1  und  •{■  1  zu  schwanken,  es  existiert 
weder  lim  f{x^  noch  lim  fix). 

z=  -0  a;=  +  0 

Einen  Wert  x  =  a,  für  welchen  eine  Funktion  f{x)  eine 
der  hier  erörterten  Eigenschaften  aufweist,  nennt  man  einen 
singulärcn  Punkt,  und  von  dem  Falle  1)  abgesehen,  auch  einen 
Unstetigkeitspunkt.  Bei  den  analytischen  Untersuchungen  müssen 
solche    Punkte    von    d'^r    Betrachtung    zumeist    ausgeschlossen 


Erster  Abechnitt.     Variable  und  Funktionen. 


41 


werden;  man  denkt  sich  dies  dadurcli  erzielt,  daß  aus  dem 
Intervall  (a,  ß)  eine  beliebig  enge  endliche  Umgebung  des 
Unstetigkeitspunktes  ausgeschieden  wird. 

Sind  f(x),  g[x)  zwei  in  dem  Intervall  {a,  ß)  stetige  Funk- 
tionen, so  sind  auch  die  Funktionen  f(x)  -\- g(x),  fix) — g(x) 
und  fix)  (j(x)  in  demselben  Intervall  stetig,  wie  sich  mit  Hilfe 
der  unter  17  2)  angegebenen  analytischen  Definition  der  Stetig- 
keit ohne  Mühe  und  nicht  bloß  für  zwei,  sondern  für  jede 
endliche  Anzahl  von  Funktionen  erweisen  läßt.    Von  der  Funk- 

fix) 
tion    -,-.    cfilt  dies  iedoch  nur  dann,  wenn  im  ganzen  Intervall 

(a,  ß)  g{x)=^0  ist;   wird   dagegen  an  einer  oder  an  mehreren 

fix) 
Stellen    o(:r)  =  0,    so    ist    an    diesen    die    Funktion   --)—  nicht 

definiert  und  muß  ihr  Verhalten  in  der  Uraorebuncr  solcher 
Stellen  näher  untersucht  werden. 

19.  Beispiele.  Zur  Erläuterung  der  Betrachtungen  über 
die  Stetigkeit  oder  Unstetigkeit  der  Funktionen  mögen  noch 
die  folgenden  Beispiele  dienen. 

1)  Die  Funktion  y  =  sina;  ist  durchaus  stetig;  denn  wäh- 
rend (Fig.  5,  wo  der  Kreis  mit  dem  Halbmesser  =  Längen- 
einheit beschrieben  ist)  der  Punkt  M  den  Kreis  von  J/q  aus 
stetig  durchläuft,  die  Variable  x  also 
das  Kontinuum  (0,  27i:)  beschreibt, 
durchläuft  der  Punkt  P  oder  der  Wert 
von  y  die  Kontinua  (0,  1),  (1,  — 1 ), 
(—  1,  0).  Wegen  der  Periodizität  zeigt 
die  Funktion  dasselbe  Verhalten  auf 
dem  ganzen  Bereich  der  unbeschränk- 
ten Variablen  x.  (Den  analytischen 
Nachweis  der  gleichmäßigen  Stetigkeit 
vgl.  17  2.) 

Dasselbe  gilt  von  der  Funktion  y  =  cosa;,  welche  die 
Kontinua  (1,  —  1),  (—1,  1)  beschreibt,  während  x  das  Inter- 
vall (0,  2;r)  stetig  durchläuft. 

Die  übrigen  trigonometrischen  Funktionen 

,               sinx           .              cosa-                             1  1 

tga;=  ,    cotga;  =    . — ,      seca;  = ,    coseca:;  =  — — , 

da  sie  sich  aus   den  vorgenannten   mittels   der  Division  bilden 
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lassen,  sind  überall  dort  nicht  definiert,  wo  der  jeweilige  Nenner 
Null  wird,  und  besitzen  daselbst  Unendlichkeitspunkte  von  der 
unter   18  4)   beschriebenen    Art.     So   ist  tg  x    an    den   Stellen 

(2m  -\- 1)  .,   nicht  detiniert  (n  kann  jede  positive  und  negative 

ganze  Zahl  mit  Einschluß  der  Null  bedeuten),  und  es  ist  bei- 
spielsweise 

lim    igx=-\-oCj  lim    tg.r  =  — oo. 

2)  Die  Funktion  y  =       -    setzt    sich   aus    zwei    durchaus 

stetigen  Funktionen  durch  Division  zusammen,  ist  daher  auch 
durchgehends    stetig    mit    vorläufigem    Ausschluß    der    Stelle 


X  =  0,   an  welcher  sie  nicht  definiert  ist;    da  jedoch  lim  - 


sino; 


X 


SIDX 


=  lim =  1,   so  kann  auch  diese  Stelle  in  den  Stetigkeits- 

x=+0    ^ 

bereich  einbezogen  werden,  wenn  man  dort  der  Funktion  den 
Wert  1  beilegt. 

3j   Die    Funktion   y  == (a  >  0)    ist  für  alle  Werte 

definiert  und  stetig,  ausgenommen   den  Wert   x  =  0]    nun  ist 
nach  15  5) 

für  a  <  1         lim  y  =  0,         lim  y  =  l, 

.r  =  -0  x=+0 

für  a  >  1  lim  y  =  1,         lim  ^  =  0; 

x=-0  x=-\-0 

in  beiden  Fällen  weist  also  die  Funktion  an  der  Stelle  x  =  0 

eine  Unstetigkeit  von  der  in  18  2)  beschriebenen  Art  auf. 

1 
4)  Zufolge   1 5  5)  ist  für   die  Funktion  y  =  a^~"  (a  >  0) 

der  Punkt  x  =  u   ein   Unstetigkeitspuukt  von   der  Art   18  3), 

1 
für  die  Funktion  y  =  a(^~")^  derselbe  Punkt  ein  Unstetigkeits- 
punkt  von  der  Art  18  4). 

b)  Die  Funktion  f(x)  =  —  sin  —  ist  für  x  =  0  nicht  de- 
finiert, hat  aber  an  dieser  Stelle  auch  keinen  Grenzwert;  denn 
da  der  sin        bei  beständig  gegen  Null  konvergierendem  x  nie- 
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mals  aufhört,  zwischen  —  1  und  +  1  zu  schwanken,  schwankt 

f{x)  zwischen und  — ,    das    dem    Betrage    nach    beliebig 

groß  wird;  weil  aber  immer  wieder  der  Wert  0  eintritt,  kann 
auch  von  einem  Grenzwert  oo  nicht  die  Rede  sein. 

6)  Läßt  mau   das   Limes-Zeichen "  auch    in   der  Definition 

einer  Funktion  zu,  so  ist  f{x)  =  lim  j-   («  =  1,  2,    .  .  .) 

eine  eigenartige  Funktion;  ihr  Wert  ist,  solange   |  a;  |  >  1,  be- 
ständig 0,  und  beständig  1,  so  lange  |  a;  |  <  1;  ferner  hat  man 

/(—  1)=/"(1)  =  — .     Wenn  also  x   wachsend  die   Stelle   —  1 

durchschreitet,  so  springt  der  Funktionswert  von  0  auf  —  und 

gleich   darnach  auf  1,   um   bei  den  Durchschreiten   der  Stelle 
-j-  1  die  umgekehrte  Wandlung  durchzumachen. 


Zweiter  Abschnitt. 
Differentiation  von  Funktionen  einer  Variablen. 

§  1.    Der  Differentialquotient  und  das  Differential. 

•20.  Begriff  des  Differentialquotienten.  Bei  der 
Feststellung  des  Verlaufes  einer  gegebenen  Funktion  ist  eine 
der  ersten  Fragen  auf  die  Änderung  gerichtet,  welche  der 
Wert  der  Funktion  bei  einer  Änderung  des  Wertes  der  Variablen 
erfährt. 

Es  sei  f{x)  eine  in  dem  Intervalle  (a,  ß)  definierte  stetige 
Funktion  der  (stetigen)  Variablen  x;  unter  x  sei  zunächst  ein 
Wert  innerhalb  des  Bereichs  (a,  ß)  verstanden.  Bei  dem  Über- 
gänge von  X  zu  X  -\-  h,  welch  letzterer  Wert  ebenfalls  dem 
Bereich  angehören  soll,  oder  bei  der  Änderung 

^x  =  h 
der  Variablen  geht  der  Wert  der  Funktion  von  f(x)  in  f{x-\-h) 
über  und  erfährt  die  Änderung 

^f(x)=f(x^}i)-f{x). 

Die  Stärke  der  Änderung  der  FunJcfion  bei  dem  beschriebenen 
Übergänge  wird  um  so  größer  sein,  je  größer  bei  einem  fest- 
gesetzten zix  das  ^fix)  ausfällt,  und  je  kleiner  bei  einem 
festgesetzten  ^f(x)  das  zugehörige  zlx  sich  ergibt;  ein  Maß 
dafür  wird  daher  in  dem  Quotienten 

( 1 )  ^^"^  =  f{x  +  Ji)-f{x) 

^^  /Ix  h 

zu  erblicken  sein.  Da  die  Größen  ^x,  ^f(x)  Differenzen 
zweier  Werte  der  Variablen  und  der  zugehörigen  Werte  der 
Funktion  sind,  nennt  man  sie  auch  Differenz  der  Variablen^ 
beziehungsweise  Differenz  der  Funktion  und  den  Quotienten  (1) 
den  Diflerenzenquotienten  der  Funktion. 


Zweiter  Abschnitt.    Differentiation  von  Funktionen  einer  Variablen.  45 

Der  Differenzenquotient  erfordert  zu  seiner  Bildung  zwei 
Stellen  aus  dem  Bereich  der  Funktion;  läßt  man  die  zweite 
Stelle  X  +  li  unaufhörlieli  der  ersten,  //  also  dem  Grenzwerte 
Null  sich  nähern,  so  nähert  sich  vermöge  der  Stetigkeit  von 
fix)  auch  der  Zähler  der  Grenze  Null;  man  hat  es  dann  mit 
dem  Quotienten  zweier  unendlich  klein  werdenden  Größen  zu 
tun,  welcher  je  nach  der  Ordnung  dieser  Größen  entweder 
einer  bestimmten  von  Null  verschiedenen  Grenze,  oder  der 
Grenze  0,  oder  der  Grenze  oo  (mit  bestimmtem  oder  unbe- 
stimmtem Vorzeichen)  zustrebt  oder  auch  unbestimmt  bleibt. 
In  den  drei  erstgedachteu  Fällen,  wo  ein  Grenzwert  im  (weite- 
sten Sinne  des  Wortes)  existiert,  nennt  man  diesen  Grenzwert 
den  Dijferentialquotienten,  die  AbleitwKj  oder  die  Derivierte  der 
Funktion  f{x)  an  der  Stelle  X]  er  ist  ein  Maß  für  die  Stärke 
der  Änderung  der  Funktion  an  dieser  Stelle. 

Es  sind  jedoch  drei  verschiedene  Arten  des  Grenzüber- 
ganges von  ]i  zu  unterscheiden,  nämlich 

I.     lim  /i  =  4-  0 

IL     lim  h^-0 

III.     lim/i  =  +  0. 

Der  Grenzwert,  der  bei  dem  Grenzübergange  I.  zustande  kommt, 
wird  der  rechte  Differentialquotient  genannt;  sein  Wert  sei  X'; 
der  aus  dem  Grenzübergange  IL  resultierende  heißt  der  linke 
Differentialquotient;  sein  Wert  sei  X'\  Ist  nun  X'=t=  X",  so 
müssen  diese  beiden  Differentialquotienten  wohl  voneinander 
unterschieden  werden  und  der  Grenzübergang  III.  wird  illusorisch. 
Dieser  Fall  gehört  jedoch  zu  den  Ausnahmen;  die  Regel  ist 
vielmehr,  daß  X'=X";  dann  aber  brauchen  die  beiden  Grenz- 
übergänsfe  I.  und  IL  nicht  voneinander  unterschieden  zu  werden: 
an  ihre  SteUe  tritt  der  Grenzübergang  III.  und  der  durch  den- 
selben  gewonnene  Grenzwert  X  soll  volhtändiger  oder  eigent- 
licher Differentialquotient  oder  Differentialquotient  schlechtweg 
genannt  werden. 

In  der  Folge  wird  also,  wenn  von  dem  Differential- 
quotienten  einer  Funktion  an  einer  Stelle  ihres  Bereiches  ge- 
sprochen wird,  immer  der  durch  den  Grenzübergang  III.  ge- 
wonnene, also 
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(2)  lim  -A-_+_'0-/-W 

A  =  +0  h 

gemeint  sein. 

Hiernach  ist  unter  dem  Di/fcrentialquotienten  einer  Funktion 
f{x)  an  einer  Stelle  x  der  Greneuert  zu  verstehen,  gegen  welchen 
der  an  dieser  Stelle  gehildefe  Differenzenquotient  lonvcrgiert,  wenn 
die  Ändenmg  h  der  Yariahlen  durch  positive  wie  durch  negative 
Werte  der  Grenze  Nidl  sich  nähert. 

Ist  der  Bereich  der  Variablen  ein  beschränkter,  also  ein 
endliches  Intervall  (cc,  ß),  so  kann  an  den  Enden  des  Inter- 
valls selbstverständlich  nur  von  einseitigen  Differentialquotien- 
ten die  Rede  sein,  und  zwar  kann,  wenn  a  <  /3,  für  x  =  a 
nur  der  Grenzübergang  I. ,  für  x  =  ß  der  Grenzübergang  II. 
zur  Anwendung  kommen. 

Es  ist  oben  bemerkt  worden,  der  Differentialquotient  an 
einer  Stelle  x  sei  ein  Maß  für  die  Stärke  der  Änderung  der 
Funktion  daselbst;  diese  Ausdrucksweise  wird  erst  dann  völlig 
verständlich,  wenn  eine  Einlieit  für  das  Maß  angenommen  ist; 
diese  Einheit  sei  die  Stärke  der  Änderung  der  Variablen  selbst. 

Ist  nämlich  f{x)  =  x,  so  ist  der  Differenzenquotient  -—^^ =  1 

und  folglich  auch  der  Differential  quo  tient  von  x  an  jeder  Stelle 
X  gleich  1.  An  einer  Stelle  also,  wo  der  Differentialquotient 
von  f{x)  größer  ist  als  die  Einheit,  ändert  sich  die  Funktion 
stärker  als  die  Variable,  an  einer  Stelle,  wo  er  kleiner  als  1 
ist,  ändert  sie  sich  schwächer  als  die  Variable;  dabei  kommt 
zunächst  nur  der  absolute  Wert  des  Differentialquotienten  in 
Betracht. 

21.  Abgeleitete  Funktion.  Wenn  für  die  Funktion 
fix)  an  jeder  Stelle  x  des  Bereiches  (a,  ß)  der  Grenzwert  (2) 
vorhanden  ist,  mit  andern  Worten,  wenn  sie  an  jeder  Stelle 
einen  Differentialquotienten  besitzt,  so  ist  hiermit  eine  neiie 
Funldion  für  denselben  Bereich  von  x  definiert;  man  nennt  sie 
die  abgeleitete  oder  derivierte  Funktion  oder  kurz  die  Ableitung 
von  f{x),  aber  auch  —  im  übertragenen  Sinne  —  den  Diffe- 
rentialquotienten von  f(x)  und  gebraucht  dafür,  je  nachdem  es 
in  dem  betreffenden  Falle  vorteilhafter  ist,  eines  der  Zeichen*) 


*)  Die  drei  Bezeichnungen  stammen   der  Reihe  nach  von  Leibniz 
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^"K   n^),   Dji^) 

oder  kürzer,  indem  f[x)  =  y  gesetzt  wird, 

Die  analytische  Bedeutung  dieser  neuen  Funktion  ist  also  durch 
die  Gleichung 

(3)  "f^  ^  rU)  ^  DJ{x)  -  Hm   ^'^ +  *;-"-' 

gegeben,  wenn  der  Grenzübergang  bei  unbestimmt  gelassenem 
X  ausgeführt  wird. 

Im  allgemeinen  gehören  zu  verschiedenen  Werten  von  x 
auch  verschieden«  Werte  von  f  {x)\  es  gibt  jedoch  einen  —  und 
nur  diesen  einzigen  —  Fall,  wo  zu  allen  Werten  von  x  der- 
selbe Wert  von  fix)  gehört,  die  Funktion  an  allen  Stellen 
sich  gleich  stark  ändert;  es  ist  dies  die  rationale  ganze  FunMion 
ersten  Grades  f(x)  =  ax  -{■  h-^  denn  für  sie  ist  der  DifiFerenzen- 

quotient  j, ^ — ~^~^  ^  ^'  unabhängig  von  x,  also  auch 

D^(ax  +  &)  =  «; 
das    geometrische    Bild    dieser   Funktion    —    eine    Gerade    — 
spricht  dies  in  vollster  Deutlichkeit  aus. 

Setzt  man  in  der  letzten  Formel  a  =  0,   so  sagt  sie,  daß 

(4)  B^l  =  0; 

daß  also  der  Bifferentialquotient  einer  konstanten  Funktion  oder 
einer  Konstanten  kurzweg  Null  ist-^  mit  a  =  1  und  &  =  0  er- 
gibt sich  das  oben  schon  gefundene  Resultat 

(5)  D.^-h 

daß  der  Differentialquotient  der  Variablen  x  selbst  die  Ein- 
heit ist. 

Die  Existenz  eines  endlichen  Differentialquotienten  an  einer 
Stelle  X  setzt  die  Stetigkeit  der  Funktion  in  der  Umgebung 
dieser  Stelle  notwendig  voraus;  denn  der  Quotient  (1)  kann 
bei  gegen  Null  konvergierendem  h  nicht  anders  einem  endlichen 
Grenzwei-te  sich  nähern,  als  daß  auch  sein  Zähler  gegen  Null 


(in  einem  Manuskript  von  1676),  Lagrange  (Theorie  des  fonctions  ana- 
lytiques  1797)  und  Arbogast  (Calcul  des  Derivations  1800). 
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abnimmt,  und  dies  findet  nur  im  Falle  der  Stetigkeit  in  der 
(übrigens  beliebig  engen)  Umgebung  von  x  statt.  Dagegen 
ist  diese  Stetigkeit  kein  zureichendes  Merkmal  dafür,  daß  an 
der  Stelle  x  ein  Ditferentialquotient  existiert.    Als  Beispiel  diene 

die  Funktion  f{x)  =  x  sin  -  ,  die  für  alle  Werte  von  x  definiert 

ist  mit  Ausnahme  von  .1:  =  0;  sie  verhält  sich  aber  auch  an 
dieser  Stelle  wie  eine  stetige  Funktion,  wenn  man  f{0)  =  0 
festsetzt,    weil   lim  f\x)  =  0   ist  [18,  1].     Der   Grenzwert   des 

Differenzenquotienten  an  der  Stelle  x  =  0  ist  aber 

,    -     1 

n  siu       —  0 

lim T =  lim  sin  ,  , 

A  =  +  0  "  /,  =  +  o         " 

also  völlig  unbestimmt  [18,  5];  daher  existiert  an  dieser  Stelle 
kein  DiflFerentialquotient. 

Es  ist  gelungen,  Funktionen  analytisch  zu  definieren, 
welche  trotz  ihrer  Stetigkeit  an  unzählig  vielen,  ja  selbst  an 
allen  Stellen  keinen  Differentialquotienten  zulassen.  Indessen 
genüge  hier  die  bloße  Anführung  dieser  Tatsache.*) 

22,  Phoronomische  und  geometrische  Bedeutung 
des  Differentialquotienten.  Sobald  mau  das  Gebiet  der 
Anwendungen  der  Analjsis  betritt,  sind  x  und  f(^x)  die  Maß- 
zahlen für  irgend  welche  voneinander  abhängige  Größen  und 
je  nach  der  Bedeutung  dieser  letzteren  erlangt  auch  der  Diffe- 
rentialquotient verschiedene  sachliche  Bedeutung.  An  dieser 
Stelle  sollen  jene  zwei  Fälle  besprochen  werden,  von  welchen 
die  Differentialrechnung  ihren  Ausgang  genommen  und  die  für 
zwei  große  Gebiete  von  grundlegender  Bedeutung  sind:  für 
die  Phoronomie**)  und  die  Geometrie. 

1)  Es  sei  X  die  von  einem  bestimmten  Augenblicke  an 
verflossene  Zeit,  welche  ein  in  gerader  Linie  sich  bewegender 
Punkt  gebraucht  hat,  um  den  Weg  f{x)  zurückzulegen;  dann 
ist     f(x  -\-  h)     der     in     der     Zeit     x  -f  h     vollendete,     somit 


*)  Literaturangaben  über  derartige  Funktionen  findet  man  in  E.  Pas- 
cals  Repertorium  der  höheren  Mathematik,  deutsch  von  A.  Schepp, 
I.  T.,  S.  110—111,  Leipzig  l'JOO. 

**)  Reine  Bewegungslehre,  die  die  Bewegungsvorgänge  nur  nach 
Raum  und  Zeit  betrachtet. 
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fix  +  '0  —  fix)  der  iu  dem  Zeitintervall  {x,  x  -\-  h)  zurück- 
gelegte Weg.  Wäre  die  Bewegung  eine  gleicltmäßige,  d.  h. 
eine  solche,  bei  welcher  iu  beliebig  großen,  jedoch  gleichen 
Zeitabschnitten   gleiche  Wege   zurückgelegt   werden,   so   stellte 

der  Quotient 

f{x-irh)-f{x) 
h 

die  Geschivindigkeit ,  d.  i.  den  in  einer  von  den  Zeiteinheiten, 
in  welchen  x  und  ]i  ausgedrückt  sind,  beschriebenen  Weg  dar. 
Auf  eine  ungleichmäßige  Bewegung  läßt  sich  dieser  Begriff 
der  Geschwindigkeit  nicht  unmittelbar  übertragen;  der  an- 
geschriebene Quotient  bedeutet  nunmehr  die  während  des  Zeit- 
intervalls ix,  X  -\-  li)  auf  die  Zeiteinheit  durchschnittlicli  ent- 
fallende Weglänge;  je  kürzer  das  Zeitintervall,  um  so  geringer 
die  üngleichmäßigkeit  der  Bewegung  während  desselben,  um 
so  näher  entspricht  die  Bedeutung  jenes  Quotienten  der  einer 
Geschwindigkeit;  und  nähert  sich  der  Quotient  bei  stetig  gegen 
Null  abnehmendem  h  einem  Grenzwert,  so  wird  dieser  Grenzwert 

lim  ^(^  +  ^)-A^) 

als   die   im  ÄugenUicJce  x  herrschende   Geschwindigkeit  erklärt. 

Wenn  also  fix)  den  bei  geradliniger  Bewegung  in  der  Zeit 
X  zurücligelegten  Weg  ausdrilcJct,  so  hat  der  Differentialquotient 
fix)  die  Bedeutung  der  im  letzten  Augenhliclte  dieser  Zeit  herr- 
schenden Geschwindigkeit. 

Mit  Hilfe  des  Bewegungsbegriffes  kann  dem  Differential- 
quotienten eine  bemerkenswerte  Deutung  gegeben  werden.  Stellt 
man  sich  vor,  die  Variable  x  durchlaufe  ihr  Intervall  («,  ß) 
gleichmäßig,  so  durchläuft  die  Funktion  ihren  Bereich  im  all- 
gemeinen ungleichmäßig;  bis  zu  dem  Zeitpunkte,  in  welchem 
die  Variable  den  Wert  x^  die  Funktion  den  zugeordneten  Wert 
fix)  angenommen,  sei  die  Zeit  t  verflossen,  und  in  dem  weiteren 
Zeitintervall  t  mögen  die  Werte  x  -}-  It  und  fix  +  h)  zustande 

kommen;    dann  ist        =  c  die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  x 

sein  Intervall  durchläuft  und  der  Grenzwert  von  — 

für   lim  T  =  0   die  Geschwindigkeit,   mit  welcher  sich  fix)   im 

Czuber:  Vorlesungen.     I.     3.  Anfl.  4 
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letzten    Augenblicke    der    Zeit    t    in    seinem    Bereich    bewegt; 

da  nun 

fix  +  h)-nx)         f{x-\-h)-f{x) 
f{x-\-h)-ax)  X  X 


und  1\  mit  t  zugleich  gegen  die  Null  konvergiert,  so  ist  der 
Ditferentialquotient  das  Verhältnis  der  Geschwindigkeiten,  mit 
welchen  x  und  fix)  sich  im  gegebenen  Augenblicke  in  ihren 
Gebieten  bewegen.  Man  kann  somit  den  Satz  aufstellen:  Der 
Differentialquotient  einer  Funldion  fix)  an  einer  Stelle  x  ist  die 
GeschtvindigJ^eit ,  mit  ivelcher  sich  die  Funktion  an  dieser  Stelle 
ändeti,  ivenn  die  Variable  x  sich  gleichmäßig  mit  der  Geschwin- 
digkeit 1  ändert*). 

2)  Man  betrachte  x  als  Abszisse  und  fix)  =  y  als  Ordinate 

eines  Punktes  M  in  einem  rechtwinkligen  Koordinatensystem; 

dann    beschreibt    M,    während   x    das    Intervall    (a,  ß)    stetig 

durchläuft,  eine  Kurve  ABiY'ig.  6).    Die  den  Abszissen  OP  =  x 

Fig.  6.  und     OP'  =  X  -\-  h     entsprechenden 

Punkte   M,  M'   besitzen   die  Ordina- 

ten  P 31  =  fix)  und  P'M'  =  fix  +  h) 

und    bestimmen    eine  Sekante,    deren 

Richtung  durch  den  Winkel  QMS=(p 

festgelegt  werden  möge;  dann  ist 

fix  +  h)  —  fix)        , 

i "  =  tg  (p. 

Konvergiert  h  gegen  die  Grenze  Null,  so  nähert  sich  M'  längs 
der  Kurve  dem  Punkte  M,  und  die  Gerade  3IS  dreht  sich  um 
den  Punkt  31.  Die  Aussage,  der  Differenzenquotient  konver- 
giere dabei  gegen  einen  bestimmten  Grenzwert,  ist  gleich- 
bedeutend   mit    der    Aussage,    die    Sekante    nähere   sich    einer 


*)  Von  Betrachtungen  solcher  Art  ist  Newton  bei  Begründung 
der  Infinitesimalrechnung  (erste  Publikation  1087  in  den  Philosophiae 
naturalis  principia  mathematica)  ausgegangen;  an  die  Vorstellung  des 
Verfließens  der  Zeit  anknüpfend  nannte  er  die  Variablen  Fluenten  und 
die  Änderungsgeschwindigkeiten  Iluxionen,  die  Infinitesimalrechnung 
Fluxtoh.skalkül.     Newtons   Bezeichnung  für  den  Differentialquotienten 

der  Funktion  y  =  f(x)  ist  - --  und  erklärt  sich  aus  der  obigen  Darlegung. 
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Grenzlage:  diese  Grenzlage  MT  nennt  man  die  berührende  Ge- 
rade  oder  die  Tangente  an  die  Kurve  im  Punkte  iüf;  wird  ihre 
Richtung  durch  den  Winkel  QMT  =  a  bestimmt,  so  ist 

ii„,«^+^/M  =  tg«. 

Ist  also  y  =  f{x)  die  auf  ein  rechtwinJcliges  Koordinaten- 
system bezogene  Gleichung  einer  Kurve,  so  hat  der  zu  einem 
Werte  x  gel wr ige  Bijf'erentidlquotient  f"{:c)  die  Bedeutung  der 
trigonometrischen  Tangente  jenes  Winkels,  ivelchen  die  Tangente 
an  die  Kurve  in  dem  zur  Abszisse  x  gehörigen  Tunkte  mit  der 
positiven  Richtung  der  Äbszissenachse  einschließt*) 

Die  Existenz  eines  vollständigen  DifiFerentialquotienten  an 
der  Stelle  x  oder,  was  dasselbe  bedeutet,  die  Übereinstimmung 
des  vorwärts  genommenen  Differentialquotienten  mit  dem  rück- 
wärts genommenen  hat  die  geometrische  Bedeutung,  daß  sich 
die  Sekanten,  welche  die  Kurve  rechts  von  31  schneiden,  der- 
selben Grenzlage  nähern  wie  die  links  von  M  schneidenden, 
daß   also   die  Kurve  im  Punkte  M  nur  eine  Tangente  besitzt. 

Auf  die  eben  ausgeführte  Betrachtung  gründet  sich  die  Aus- 
sage, eine  Tangente  habe  mit  der  Kurve  zwei  vereinigte  Punkte, 
welche  zusammen  den  Berührungspunkt  ausmachen,  gemein. 

23.  Begriff  des  Differentials.  Der  begriffliche  Inhalt 
der  Gleichung 

welche  den  Differeutialquotienten  von  f{x)  an  der  Stelle  x 
definiert,  ist  der,  daß  die  Differenz 

f{x  +  h)  —  f(x)  _  ., ,  s 

durch  hinreichende  Einschränkung  von  Ji  unter  einen  beliebig 
kleinen   Betrag   gebracht   werden   kann;    bezeichnet   man  hier- 


*)  Das  Problem  der  Tangentenbestimmung  an  eine  ebene  Kurve 
bildete  bei  Leibniz  den  Ausgangspunkt  für  die  Erfindung  der  Diffe- 
rentialrechnung (erste  Publikation  1684  in  den  Leipziger  Acta  erudito- 
rum ;  der  Titel  der  kurzen  Notiz  enthält  in  seinen  ersten  Worten :  Nova 
methodus  pro  maximis  et  minimis,  itemque  tangentibus  .  .  .  den  Hinweis 
auf  den  Grundgedanken),  der  er  auch  den  Namen  gegeben. 
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nach  diese  von  x  und  h  zAigleich  abhängige  Differenz  mit  s, 
so  ist  s  eine  mit  h  zugleich  unendlich  klein  werdende  Größe  und 

f{x-\-h)-f{x)  =  hf'{x)-\-ah, 
oder  in  andern,  früher  eingeführten  Zeichen  geschrieben: 

(6)  ^f{x)  =  f'{x)Jx  -\-  s  ■  ^x. 

Von  den  beiden  Teilen  der  rechten  Seite  wird  der  zweite  un- 
endlich klein  von  höherer  Ordnung  als  der  erste,  sobald  f'{x) 
einen  bestimmten  von  Null  verschiedenen  Wert  hat,  da 

das  erste  Glied  ist  also  der  Hauptteil  der  Änderung  ^f{x)  und 
wurde  von  Leibniz  unter  dem  Namen  Differential  der  Funktion 
eingeführt  und  mit  clf{x)  bezeichnet.     Danach  ist  zunächst 

(7)  df{x)  =  r{x)^x; 

wendet  man  diese  Gleichung  auf  die  Funktion  f{x)  =  x  an, 
so  folgt 

(8)  dx  =  zlx, 

so  daß  für  diese  Funktion  die  Begriffe  „Änderung"  und  „Diffe- 
rential' einander  decken,  wie  ja  für  sie  auch  Differenzen- 
quotient und  Differentialquotient  übereinstimmen;  nach  dieser 
Bemerkung  kann 

(9)  df{x)=^f'{x)dx 
geschrieben  werden. 

Formell  ist  also  das  Differential  df(x)  einer  Funktion  das 
Produkt  aus  ihrem  Differentialquotienten  und  dem  Differential 
der  Variablen;  begriff  lieh  stellt  es  eine  Größe  dar,  deren  Unter- 
schied gegen  die  Änderung  ^f{x)  der  Funktion  durch  gehörige 
Einschränkung  von  dx  im  Verhältnis  zu  letzterer  Größe  dem 
Betrage  nach  beliebig  klein  gemacht  iverden  kann,  indem  zufolge 
(6),  (7)  und  (8) 

lim  ^m-mx)_^ 

Aus  der  Definitionsgleichung  (9)  folgt: 


fix)  =  ^^^^^ 


dx    ' 

df{x) 


dies  hat  zunächst  den  Sinn,  daß  f'(x)  der  Grenzwert  von 


Jx 
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bei  gegen  Null  konvergierendem  zJx  (und  zlf{x))  ist.  Auf 
dieser  Darstellung  von  f'{x)  beruht  der  Name  „Differential- 
quotient" (Quotient  aus  dem  Differential  der  Funktion  durch 
das  Differential    der  Variablen)   und   die    von   Leibniz    dafür 

eingeführte   Bezeichnung  — .—    • 

Aus  der  Gleichung  (9)  erklärt  sich  auch  die  für  den 
Differentialquotienten  von  Lacroix*)  eingeführte  Bezeichnung 
„Differentialkoeffizient"  (=  Koeffizient  des  Differentials  dx),  die 
heute  noch  in  englischen  Schriften  üblich  ist. 

Die  Bestimmung  des  Differentialquotienten  einer  Funktion 
und  die  ihres  Differentials  laufen  hiernach  im  Wesen  auf  das- 
selbe hinaus;  indessen  ist  ersteres  die  primäre  Aufgabe,  ihre 
Durchführung  vrird  als  Differentiation  der  Funiction  bezeichnet. 

In  den  beiden  Fällen  von  22  hat  das  Differential  folgende 
Bedeutung. 

Ist  f(x)  der  in  der  Zeit  x  zurückgelegte  Weg,  also  f'(x) 
die  im  letzten  Augenblicke  dieser  Zeit  herrschende  Geschwin- 
digkeit, so  stellt  das  Differential  df(x)  =  f'{x)dx  den  in  dem 
Zeitintervall  {x,  x  +  dx)  beschriebenen  Weg  um  so  genauer 
dar,  je  kleiner  dx,  und  es  läßt  sich  dx  so  klein  wählen,  daß 
der  Unterschied  zwischen  dem  wirklich  zurückgelegten  Weg 
•df(x)  und  diesem  df(x)  im  Verhältnis  zu  dx  dem  Betrage 
nach  beliebiff  klein  wird. 

Wird  f(x)  in  den  Ordinaten  einer  Kurve  zur  Darstellung 
gebracht,  so  ist  df{x)  =  /"  (x)  •  dx  =  dx  ■  tga  =  QR  (Fig.  6) 
die  Änderung,  welche  die  Ordinate  der  Tangente  bei  dem  Über- 
gänge von  X  zu  x  -{-  dx  erfährt;  dies  unterscheidet  sich  von 
der  Änderung  der  Ordinate  der  Kurve,  von  ^f{x)  =  QM', 
um  so  weniger,  je  kleiner  dx,  und  wieder  kann  dx  so  ein- 
geschränkt werden,  daß  das  Verhältnis  , — - —  =  jt^q- 
dem  Betrage  nach  beliebig  klein  wird. 

§  2.    Allgemeine  Sätze  über  Differentiation. 
24.  Differentiation  eines  Aggregats.    Sind  f{x),  g{x) 
zwei    in    dem   Intervall    {u,  ß)    stetige   Funktionen,   welche  an 

*)  Traite  du  Calcul  Differentiel  et  du  Caicul  Integral,  I.  Band 
(1810),  p.  240. 
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joder  Stelle    dieses  Intervalls    einen  Differentialquotienten    be- 
sitzen, so  haben  auch  die  Aggregate 

fix)  ±  g{x) 
an  jeder  Stelle  einen  Differentialquotienten;  denn  der  Differenzen- 
quotient 

f{x  +  h)±g{x^h)-{ax)±g{x)}  _ 
h 
_f{x-{.h)-fix)  _^g(x  +  h)-g{x) 


h  -^  h 

konvergiert  unter  den  obigen  Voraussetzungen  mit  gegen  Null 
abnehmendem  h  gegen  eine  bestimmte  Grenze,  und  es  ist*) 

(1)  Wi^)±9i^)]-f'i^)±9'{^)- 

Die  Formel  kann  leicht  auf  Aggregate  aus  einer  beliebigen 
endlichen  Anzahl  von  Bestandteilen  ausgedehnt  werden  und  gibt 
den  Satz:  Der  Differentialquotient  eines  Aggregats  ist  das  aus  den 
Differentialquotienten  der  Bestandteile  analog  gebildete  Aggregat. 
Ist  die  Funktion  g{cc)  konstant  =  c,  so  ist  ihr  Differential- 
quotient Null  und  Formel  (1)  gibt 

(2)  D[tlx)±c]=^f\x). 

Hiernach  verschwindet  ein  lon.stanter  Summand  heim  Differen- 
tiieren,  mit  anderen  Worten:  Zwei  Funldionen,  tvelche  sich  nur 
um  eine  additive  Konstante  voneinander  unterscheiden,  stimmen 
im  Differentialquotienten  üherein. 

25.  Differentiation  eines  Produkts.  Wenn  jede  der 
beiden  in  dem  Intervalle  {cc,  ß)  stetigen  Funktionen  f\{x)y  f^(x) 
an  jeder  Stelle  des  Intervalls  einen  Differentialquotienten  be- 
sitzt, so  gilt  das  gleiche  für  ihr  Produkt /■^(a;) /'2(a:);  denn  der 
auf  dieses  Produkt  bezügliche  Differenzenquotient  läßt  folgende 

Umformung  zu: 

fx{x-\-h)U{x^h)-f,{x)f,{x) 
h 

_  /;(^  +  ^)  /;(a;  +  ^0  -  f,(x)  nix  +  fe)  +  u{x)  u{x-\-h)-f,{x)u  {x) 

h 

=  /I!^±J^Wl(^^^(^  +  /,)  +  ^^(^)  I.ix+h)-f,(xl . 


*)  Aus  Gründen  einfacherer  Darstellung  wird  links  D  für  IJ^  ge- 
schrieben und  rechts  von  einer  anderen  Bezeichnung  für  die  Ableitung 
Gebrauch  gemacht. 
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bei  gegen  Xull  abnehmendem  li  ergibt  sich  auf  Grund  der  ge- 
machten Voraussetzungen  folgende  Regel: 

(3)  I)\f,{x)axj\  =  t\\x)fA^)  +  f,{x)Uix). 

Kommt  zu  dem  Produkt  noch  ein  dritter  Faktor  f^{x)  hinzu, 
welcher  dieselben  Bedingungen  erfüllt  wie  die  beiden  ersten, 
so  ist  zunächst 

BUf,{x)f,{x)]  f,{x)\  =  f,{x)  •  D{f,{x)f,{x)] 

und  wenn  man  im  ersten  Gliede  rechts  aus  (3)  substituiert, 

(4)  DAn{x)f,{x)f,{x)]=f,\x)f,{x)f,{x)-{-f,{x)f,Xx)f,(x) 

-hf,{x)f,(x)f,Xx). 
Die  Formel  läßt  sich  auf  dem  angedeuteten  Wege  auf  jede 
beliebige  Anzalil  von  Faktoren  ausdehnen  und  enthält  den  Satz: 
Der  Diff'erentialquotieut  eines  Produktes  von  n  Funktionen  ivird 
gebildet,  indem  man  jedesmal  nur  einen  Faktor  durch  seinen 
Diff'erentialquotienten  ersetzt  und  alle  so  gebildeten  n  Produkte 
zu  einer  Summe  vereinigt. 

Wenn  in  der  Formel  (3)  die  Funktion  f^ix)  konstant  =  c 
angenommen  wird,  so  ist  fc^'ix)  =  0  und  die  Formel  verwandelt 
sich  in 

(5)  B{cf,{x)]^ct\'{x). 

Hiernach  geht  ein  konstanter  Faktor  unverändert  als  Faktor  in 
den  Bifferentialquotienten  über. 

Wird  die  Formel  (4)  auf  n  Funktionen  fi(x),  fiipc),  . . .  f„{x) 
ausgedehnt  und  sodann  durch  das  Produkt  der  Funktionen 
selbst  dividiert,  was  nur  dann  gestattet  ist,  wenn  dieses  Produkt 
an  der  betrefiFenden  Stelle  x  nicht  verschwindet,  so  ergibt  sich 
die  Formel: 

,n.       D{f,(x)f,{x)...f„(x)}  _  f,'^)        f,'{x)  Q{xl^ 

^^  fd^)U{x)...fn{x)  f,{x)  "^  f,{x)  "^    •    "^  Ux)  ' 

aus  ihr  folgt,  wenn  alle  Faktoren  f^ix),  f^ix),  .  .  .  f„{x)  ein 
und  dieselbe  Funktion  f(x)  bedeuten,  die  weitere  Formel 

{/•(x)r       fix)' 

aus  der  nach  Beseitigung  der  Nenner  folgt: 

(7)  I){fi^x)}^=n{f{x)}"-'r{x). 
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Ist  f{x)  =  .r,  so  gibt  dies  wegen  D^x  =  1 

(8)  Dx"=nx"-'^. 

Hierdurdi  erscheint  der  Differentialquotieiü  einer  Potenz  der 
Variablen  hestinnnf,  zunächst  jedocli  mir  für  den  Fall  eines 
jwsitiven  ganzen  Exponenten. 

26.  Differentiation  eines  Quotienten.    Der  Quotient 
'-     zweier  in   dem   Intervalle   (a,  ß)   stetigen   Funktionen   ist 

unter  der  Voraussetzung,  daß  im  ganzen  Intervalle  mit  Ein- 
schluß seiner  Grenzen  g{x)  =4=  0,  ebenfalls  eine  stetige  Funktion 
und  besitzt  überall  einen  Differeutialquotienten,  wenn  dies  für 
die  Funktionen  f(x)  und  g(x)  gilt.  Würde  jedoch  an  einer 
oder  an  niehi-eren  Stellen  des  Intervalls  g{x)  =  0,  so  hört  dort 
die  gebrochene  Funktion  auf  definiert  und  im  allgemeinen  auch 
stetig  zu  sein;  die  folgende  Entwicklung  gilt  also  mit  Aus- 
schluß solcher  singulären  Stellen. 

fix) 
Mit  dem  Differenzenquotienten  von  -      kann  nachstehende 

Transformation  ausgeführt  werden: 

fjx-^h)       fix) 

9{x-\-h)       g  jx)  _  f(x  -\-h)g  jx)  -  fix)  g  jx)  +  fjx)  g  jx)  -  fjx)  gr  (x  -f  h) 
h  hgix)gix-j-h) 

fix -^h)- fix)  ^^^,  _  ^^^^  gix  +  h)-gix) 


gix)gixi-h)  ' 

bei  dem  Übergänge  von  ]i  gegen  die  Grenze  Null  ergibt  sich 

hieraus 

/QN  7)  ß^l  ^  f'ix)gix)  —  fix)g'ix) 

^^  9{x)  [gix)}' 

Es  ist  also  der  Differetitialquotient  eines  Quotienten  gleich  dem 
Produlde  des  Nenners  mit  dein  DifferetitiaJquotienten  des  Zählers,, 
vermindert  um  das  Prodidct  des  Zählers  mit  dem  Diff'erential- 
quotienien  des  Nenners,  die  Differenz  durch  das  Quadrat  des 
Nenners  dividiert. 

Eine  erhebliche  Vereinfachung  erfährt  die  Formel,   wenn 
die  Zählerfunktion  f(x)  konstant  =  c  ist:  alsdann  ist 

^^^  ^fir(x)  [gix)]' 
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Setzt  man  hier  c  =  1  und  g(x)  =  x",  wobei  unter  n  eine 
positive  ganze  Zahl  verstanden  werden  soll,  so  ist,  weil 
Dx"=  nx"-\ 


nx 


n-  1 


(11)  Dx-"=-  -.--  =-nx 


..  .-n-l 

X 


wodurch  die  Gültigkeit  der  Formel  (8)  auch  für  negative  ganze 
Exponenten  erwiesen  ist. 

27.  Differentiation  inverser  Funktionen.  Ist  (Ä,  B) 
das  Gebiet  einer  in  dem  Intervall  {a,  ß)  monotonen  stetigen 
Funktion  y  =  fix)  von  x,  so  gehört  zu  jedem  Werte  von  y 
aus  dem  Intervall  {A,  B)  ein  und  nur  ein  Wert  von  x,  so  daß 
zugleich  X  als  Funktion  von  y  bestimmt  ist:  x  =  q)(y),  und 
zwar  ist  x  ebenfalls  monoton  und  stetig;  denn  x  und  y  durch- 
laufen ihre  bezüglichen  Intervalle  [a,  ß)  und  {Ä,  B)  gleichzeitig- 
stetig. Man  bezeichnet  f(x)  und  q)(y)  als  inverse  Funktionen 
oder  cp(y)  als  die  Umkehrung  von  f(x)  (12);  zwischen  ihren 
Differentialquotienten  besteht  eine  einfache  Beziehung. 

Sind  nämlich  x,  y  und  ebenso  x  -j-  zlx,  y  +  zly  zusammen- 
gehörige Werte,  so  ist  .—  der  Differenzenquotient  der  Funk- 
tion  f(x)f  -^     der  Differenzenquotient  von  (p{y)]  diese  beiden 

Differenzenquotienten  sind  reziprok  und  bleiben  es,  wie  klein 
auch  z/a;  und  ziy  werden  mögen:  folglich  sind  auch  ihre  Grenz- 
werte, falls  solche  vorhanden  und  bestimmte  von  Null  ver- 
schiedene Werte  sind,  also  die  Differential quotienten  von  f(x) 
in  bezug  auf  x  und  von  (p{y)  in  bezug  auf  y,   reziprok,  d.  h. 

(12)  DJ(x).D^cp(y)==l. 

Die  BifferenÜalquotienten  ziveier  inversen  Funktionen  sind 
also  für  jedes  Paar  zusammengehöriger  Werte  der  Variahlen 
x,  y  rezipi'ok. 

Konvergiert  \.      an  einer  Stelle  x  gegen  die  Grenze  NuU, 

so  hat  den    Grenzwert    oo    und    umgekehrt;     ist    also    an 

einer  Stelle  x:f'{x)  =  0,  so  hat  (piy)  au  der  entsprechen- 
den Stelle  y  einen  unendlichen  Differentialquotienten  und  um- 
gekehrt. 
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Die  Ergebnisse    erlangen    anschauliche    Bedeutung,    wenn 
man  y  =  f{x)  als  Gleichung  einer  Kurve  (Fig.  7)  anffaßt;  die- 
selbe Kurve  ist  auch  durch  die  Gleichung  x  =  (p{ji)  dargestellt 
Fig.  7.  und  der  Unterschied  beider  Darstellungen 

liegt  lediglich  darin,  daß  das  erstemal  x, 
das  zweitemal  y  als  die  unabhängige 
Veränderliche  aufgefaßt  wird*).  Der 
DiflFerentialquotient  D^f{x)  ist  die  tri- 
gonometrische Tangente  des  Winkels  a, 
welchen  die  Tangente  MT  mit  der  posi- 
tiven Richtung  der  Abszissenachse  bildet, 
D  (p{y)  die  trigonometrische  Tangente  des  Winkels  h,  welchen 
dieselbe  Tangente   mit   der   positiven  Richtung   der  Ordinaten- 

achse  einschließt,   und  da  a  +  6  =      ,    so    ist  tg  a  •  tg  6  =  1 ; 

■dies  also  ist  der  geometrische  Inhalt  der  Formel  (12).  Wird 
in  einem  Punkte,  wie  E,  DJ\x)  =  0,  so  ist  dort  die  Tangente 
parallel  zur  Abszissenachse,  also  normal  zur  Ordinatenachse, 
folglich  D  (p(j/)  =  oc  an  dieser  Stelle;  und  wird,  wie  in  F, 
Dj'ix)  =  oc,  so  ist  die  Tangente  normal  zur  Abszissenachse, 
also  parallel  zur  Ordinatenachse,  daher  D  (p(y)  =  0  an  dieser 
SteUe. 

Wendet    man    die    Formel    (12)    auf    den    FaU    y  =  x"^ , 

1 
X  =  y'"  an,  wo  unter  m  eine  positive  ganze  Zahl,  unter  a;'" 
der  positive  reelle  Wert  von  yx  verstanden  wird  und  x  auf 
positive  Werte  beschränkt  bleiben  muß,  wenn  m  eine  gerade 
Zahl  ist,  so  findet  sich  mit  Benutzung  von  (8)  nach  Formel  (12) 

Da;"*  •  m!/'"-^=  1, 
woraus 

Boc^  =       \    ,  =  — ^  =  ^  x"'~^  \ 

711  rf'-^  ""^        w  ' 


*)  Will  man  bei  der  umgekehrten  Funktion  x^cp(i/)  die  unab- 
tängige  Variable  wieder  x,  die  abhängige  y  nennen  und  sie  hiernach 
in  demselben  Koordinatensystem  darstellen,  so  hat  man  die  Bildkurve 
EF  an  der  Halbierungslinie  des  Winkels  XOY  zu  spiegeln;  die  neue 
Kurve  gehört  zur  Gleichung  y  =^  cp {x). 
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und  trägt  man  nun  in  die  Formel  (7)  f(x)  =  x^'  ein,  so  kommt 

(13)  Da;"*  =  nx  "*    -  —  sf*      =  —  x""      ; 

^      ^  m  in  ' 

dadurch  ist  die  Gültigkeit  der  Formel  (8)  für  positive  gebrochene 
Exponenten    dargetan.     Wird    schließlich   in    der  Formel   (10) 

n 

c  =  \  und  g{x)  =  x"'    gesetzt,    so    ergibt   sich   mit   Benutzung 
von  (13) 


(14)  Dx  "'  =  - 


n     m     ^ 

m  n 


2n  m 


X 


und  Formel  (8)  ist  nun  auch  auf  negative  gehrocliene  Exponenten 
erweitert.     Sie  gilt  also  für  jeden  rationalen  Exponenten. 

28.  Differentiation  zusammengesetzter  Funktionen. 
Es  sei  u^(p{x)  eine  eindeutige  stetige  Funktion  von  x,  y  =  f{u) 
eine  eindeutige  stetige  Funktion  von  u,  so  ist  mittelbar  y  auch 
eine  eindeutige  stetige  Funktion  von  x  '•  y  =  f[_'^{x)]'^  man 
nennt  in  solchem  Falle  y  eine  zusammengesetzte  Ftmläion  von 
X  oder  auch  eine  FunJdion  von  einer  Funktion  von  x. 

Ein  bestimmter  Wert  von  x  hat  einen  bestimmten  Wert 
von  II  und  dieser  einen  bestimmten  Wert  von  y  zur  Folge, 
und  besitzt  (p(x)  an  der  Stelle  x  und  f(u)  an  der  Stelle  u 
einen  Differentialquotienten,  so  hat  auch  f[g)(x)]  an  der  Stelle 
X  einen  Differentialcjuotienten.  Geht  man  nämlich  von  x  zu 
X  4-  ^^  über,  so  erfahren  auch  u,  y  gewisse  Änderungen 
z/^*,  z/</,  und  es  ist 


J  X 

Ax 


der  Differenzenquotient  von  u  in  bezug  auf  x, 

»  n  7f        y      }>  7}  V        ^ } 

)}  »  )f      y    )}  }y         }f      '^'i 


zwischen    diesen    drei    Differenzenquotienten    besteht    aber    die 
Beziehung 

jdx        ^u     jdX 
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und  bleibt  bestehen,  wie  klein  auch  Jx  werden  möge;  somit; 
besteht  auch  zwischen  den  Grenzwerten  die  Beziehung 

(15)  D,y-D.yD,n, 

Ist  V  =  i^ix),  u  =  (p(v),  y  =  f(u),  y  also  durch  zweifache 
Vermittlung  eine  Funktion  von  a:,  so  ergibt  sich  durch  ähn- 
liche Schlüsse 

(16)  D,y  =  J)jj  ■  D,u  .  B^v. 

Um  also  eine  Variable  y,  tvelche  durch  mehrfache  eindeutige  Ver- 
mittlung von  u,  V,  IV,  ...  z  mit  der  Variablen  x  zusammenhängty 
nach  dieser  letzteren  zu  diff'erentiieren ,  hilde  man  der  Beihe  nach 
die  Diff'ercntialquotienten  von  y  nach  u,  von  u  nach  v,  von  v 
nach  iv,  ...  schließlich  von  z  nach  x,  die  alle  als  vorhanden 
vorausgesetzt  werden;  dann  ist  der  Differentialquotient  von  y 
nach  X  gleich  dem  Frodukte  aller  dieser  Differentialquotienten. 

Die  Formel  (7)  erweist  sich  als  ein  besonderer  Fall  der 
Formel  (15),  wenn  man  u  =  f{x)  und  y  =  u"  setzt. 

Nimmt  man  in  (15)  ii  =  ax  -\-  b,  y  =  w",  wo  n  nun  jede 
rationale  Zahl  bedeuten  kann,  so  ist  (21) 

D^iax  +  bf=na  {ax  +  bY'K 

§  3.     DifiFerentialquotienten  der  elementaren  Funktionen. 

29.  Die  Potenz.  Im  Verlaufe  des  letzten  Paragraphen 
wurde  für  die  Differentiation  der  Potenz  //  =  a;"  die  bei  jedem 
rationalen  Exponenten  n  geltende  Formel: 

(1)  D^x''=nx'^-'^ 

abgeleitet.  Bei  negativem  n  ist  der  Wert  x  =  0  als  Unstetig- 
keitspunkt  auszuschließen. 

Diese  Formel  in  Verbindung  mit  den  Sätzen  des  vorigen 
Paragraphen  setzt  uns  in  den  Stand,  alle  expliziten  algebrai- 
schen Funktionen  zu  differentiieren. 

1)  Für  die  ganze  Funktion 

hat  man  unmittelbar  (24,  (1),  (2);  25,  (5)) 

Dy  =  waoa;"-^+  (n—  l)aia;"-2+  •  •  •  +  a„_i; 
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es  gibt  hiemach  eine  ganze  Funktion  zum  Differeutialquotienten 
«ine  ebensolche  Funktion  von  nächst  niedrigerem  Grade. 
2)  Die  gebrochene  Funktion 

läßt  Differentiation  zu  an  allen  Stellen,  an  welchen  der  Nenner 
nicht  verschwindet,  und  zwar  ist  dann  (26,  (9)) 

A  —  B 


Dy  = 


\2  y 


{b,x^  +  •  •  ■  +  bj 
wo 

A  =  (\x-^  +  •  •  •  +  U  (na,x-'+  •  •  •  +  a„_,) 

B  =  {a^x-  +  .  .  .  +  aj  {m\x'-^  +  . .  .  4.  &^_^) . 

Z.  B.  y  =  riTT  S^^^  f^^  jeden  Wert  von  x  einen  Diffe- 
rentialquotienten, weil  der  Nenner  für  keinen  reellen  Wert 
von  x  Null  wird,  und  es  ist 

Sa;" 


Dy- 


{x'+iy 


dagegen    wird    ?/=     4_^    unstetig    an    den    Stellen    x  =  —  1 

und  a:  =  +  1;  für  welche  die  Definition  ihre  Geltung  verliert; 
in  den  Intervallen  (—00,  —  1),  (—1,  +  1)>  (+  1>  +  co),  mit 
Ausschluß  der  Grenzen,  ist 

3)  Die  Differentiation   einer  Wurzel   aus   einer  rationalen 
Funktion  erledigt  sich  durch  Verbindung  von  28,  (15)  mit  den 

vorangehenden  Fällen.     Ist  z.  B.  y  =l/~s~,>  so  beachte  man 

zunächst,  daß  x  auf  das  Intervall  (1,  +  00)  beschränkt  wer- 
den muß;  davon  ist  der  Anfangswert  1  auszuschließen  als  Un- 

stetigkeitspunkt;    setzt  man  ^*=    8_i7  so  ist 


-r,  1       _l  1  T^  X*  +  dX*-\-2x 


folglich 


^      _        1  -|/x^—  1      a;^+  3a;'-f  2  a; 

^xy  —  —  'iV  'o^rri  '       (x^  _  1)« 


^-1 
^  ^  lim  (1  +«)*    . 

L  f  =  ±  0  J 
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30.  Der  Logarithmus.    Der  mit  der  Funktion  y^^og^x, 
wo  rt  >  0  und  x  >  0  ist,  gebildete  Differenzenquotient  ist 

setzt  man  —  =  £,  so  vollführt  e  mit  Ji  zugleich  den  Grenz- 
übergang zu  ■±^  0,  somit  ist 

(A)  D,  log^x  =  l  log^ 

Die    Existenz    und    endgültige    Bestimmung    des    Differential- 

quotienten  hängt  also  davon  ab,  ob  sich  der  Ausdruck  (1  +f)* 
bei  gegen  Null  abnehmendem  Betrage  von  e  einem  bestimmten 
Grenzwerte  nähert  und  welches  dieser  Grenzwert  ist. 

Wir   lassen   s  zunächst   die   Reihe   der   reziproken    natür- 
lichen Zahlen  durchlaufen,  betrachten  also  den  Ausdruck 

(B)  ■  (1+:)" 

für  ein  beständig  wachsendes  positives  ganzes  n.     Dann  ist 


[(i  +  i)" 


(C) 


..  /t         J.      1     n  \;n  —  ±)     l  n  i^n  —  ±j  \^n  —  }6)     i 

"'"  Y  '  w"^        1-2       n^  '^  rT2.3  w»  '^ 

h(w  — l)...l     1 


+ 


1-2  ...n        n" 


1     .     '-n 


+ 


1       ^  1  •2-3 

\         n)  \         n)     '     \  n    ) 


^1^      1-2      ^  1-2-3  ~ 


1-2 


mit  wachsendem  n  nimmt  jedes  Glied  der  rechten  Seite  vom 
dritten  angefangen  zu  und  es  wächst  die  Anzahl  der  durchwegs 
positiven  Glieder,  somit  wächst  der  Wert  des  Ausdruckes  (B) 
mit  zunehmendem  n  unaufhörlich,  bleibt  aber  doch,  wie  groß 
auch  n  werden  möge,  schon  von  m  =  2  angefangen  kleiner  als 

(D)      i  +  |  +  r^2  +  rr^3  +  -  •  +  iT2^-»»- 

Die  Zahl  a„  selbst,  die  mit  wachsendem  n  immer  größer 
und  größer  wird,  bleibt  doch  beständig  kleiner  als  3;  denn  es  ist 
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Jl 1^ 

(Ej      a„<l+|  +  |  +  i,+  --.  +  -V.  =  2  +  -'^ 

=  2+1-    ,/_,<3. 

Sind  ferner  a^,  cc.^,  .  .  .  «,.  positive  echte  Brüche,  so  ist*). 
(1  -  a,){l  _  a,)  .  .  •  (1  -  «,)  >  1  -  («,  +  ^2  +  ■  •  •  +  «r); 
wendet  man  dies  auf  die  Zähler  der  rechten  Seite  in  (C)   an,, 
so  ist 

n  2n 


(i-i)(i-4)(i-|)>i-|a+2+3)^i- 


2-3 

2n 

3-4 

2» 


..        (w  —  l)n 
^  2n       ' 

infolgedessen  ist  der  Ausdruck  (B)  für  jedes  noch  so  große  n 
größer  als 

14.1_L.    LA_l-2\_L_i     /^1_2:3\   ,         I         1        /i       n{n-l)\ 
~1~'~1-2V         2n/'l-2-3V         2w/"^      ~^l-2...n\  2n     / 

=  1ili    J^i        J_ l__i  [14--    I    Jl._l        ._        1_  1 

"^  1   ■^1.2"^      "^1.2.. .w       2hL     '    1     '1-2"'"      "^l-2...(n— 2)J: 

_  1 

und  weil  ö^„_2<a„,  in  verstärktem  Grade  größer  als 

(F) «.(i-2^)  =  ''.- 

*)  Es  ist  nämlich 

(1  —  Gri)(l  -~a^)=l  —  {a^-\-a^)-\-a^a^, 
daher 

(l-aO(l-a,)>l-(a,  +  a,); 

multipliziert  man  beiderseits  mit  der  positiven  Zahl  1  —  a^  und  wendet 

rechts  denselben  Schluß  an,  so  wird 

(1  -  aj(l  -  «,)  (1  -  a,)  >  [1  -  («,  +  a,)]  (1  -  a,)  >  1  -  («,  +  a,  +  a,) 

usw. 
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Es    sind    auf   diese 
Folffen  rationaler  Zahlen 


Es    sind    auf   diese    Weise    zwei    unbegrenzt    fortsetzbare 


I  ij,   h^,   h^,  .  .  . 
bestimmt  derart,  daß  von  n  =  2  augefangen  fortab  der  Wert  von 

zwischen  den  entsprechenden  Gliedern  a„,  h^  eingeschlossen  ist, 
80  daß 

da  aber  die  Differenz  a^  —  h^^  durch  Wahl  von  n  kleiner  ge- 
macht werden  kann  als  eine  beliebig  kleine  positive  Zahl,  in- 
dem zufolge  (F)  und  (E) 

«         "        2n  ^  2n  ' 
fio   bestimmen   die   beiden  Zahlenreihen   (G)   einen  Schnitt  (2); 
diesem  Schnitte  entspricht  eine  Zahl,  welche  mit  e  bezeichnet 
wird*),   und   diese  Zahl  ist   der  Grenzwert,  welchem  sich  der 
Ausdruck  (B)  mit  beständig  wachsendem  n  nähert;  es  ist  also 

(H)  lim  (l  +  -1)  =  e. 

Zur  Bestimmung  dieser  Zahl  e  ist  jede  der  beiden  Zahlen- 
reihen (G)   gleich  geeignet;    wir  benutzen  dazu  die  einfachere 

a^,  «2?  ^3}  •  •  • 
d.  i. 

1  +  T'    ^  +  T  +  i.2'    ^  +  T  +  rT2  +  nT3''-- 

deren  zehntes  Glied  bereits  7  festbleibende  Dezimalstellen  gibt, 
so  daß  auf  so  viele  Stellen  genau**) 

6  =  2,718  2818... 
Es   bleibt   nur  noch  zu    zeigen,    daß    der   Grenzwert   des 
Ausdruckes  (B)    die  Zahl  e    ist,    wie    auch  n  ins   unendliche 


*)  Die  Bezeichnung  ist  von  L.  Euler  eingeführt  und  seit  1735  kon- 
sequent gebraucht   worden.     Zu   allgemeiner  Anerkennung  gelangte   sie 
erst  später.     Laplace  benutzt  beispielsweise  noch  den  Buchstaben  c. 
**)  Auf  18  Dezimalstellen  abgekürzt,  ist 

e  =  2,718  281  828  459  04.5  235  ..  . 
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wachsen  möge.  Zunächst  trete  an  die  Stelle  von  n  die  posi- 
tive stetige  Variable  Z'^  ihr  Wert  wird,  wenn  er  nicht  eine 
ganze  Zahl  ist,  zwischen  zwei  aufeinanderfolgende  ganze  Zahlen, 
n  und  n  +  1,  zu  liegen  kommen,  so  daß 

«  <  ^  <  w  +  1 ; 
daraus  folgt,  daß 

1  +  -  >  1  4- -  >  1  + -ir 

und  in  verstärktem  Grade 

(i+ir>(i+T)>(i+„-Ti)"^ 

der  erste  Teil  dieser  Relation  (l  +  ^)"^'=  (l  +  |-)"-  (l  +  ^) 
konvergiert  laut  (H)  mit  wachsendem  n  gegen  die  Grenze  e,  weil 
der  zweite  Faktor  den  Grenzwert  1  hat;  der  dritte  Teil  (l  H — -p^  j 
=  (1  H -T— j       :  (1  +      I  J  konvergiert  ebenfalls  gegen  e,  weil 

der  Divisor  die  Grenze  1  hat;  folglich  konvergiert  auch  der 
eingeschlossene  Teil  gegen  die  nämliche  Grenze  und  es  ist 

(J)  lim  (H-i-y=e. 

Beachtet    man    noch,    daß    [1 J     =  (;-^7t)  =  (l  +  ^  _  .) 

=  (l  -f  v^^\)       •  (1  4 itt)  '    ^^^    ^^^^^    ^^^    ^    o^o®^    +  ^^ 

konvergieren,  so  hat  der  erste  Faktor  i-echts  den  Grenzwert  e, 
der  zweite  den  Grenzwert  1,  so  daß  auch 

(K)  limjl  +  |y=e 

Daraus  ergibt  sich  endlich,  daß 

1 

lim  (1  +  sY  =  e 

«=±0 

ist;  die  Formel  (A)  lautet  demnach  endgültig 
(2)  B^\og^x  =  '^-^- 

Dasjenige  Logarithmeusystem,  welchem  die  Zahl  e  als 
Basis  zugrunde  liegt,  wird  das  natürliche  Logarithmensystem 
genannt;  es  ist   das  in   der   reinen  Analysis   ausschließlich  an- 

Czuber:  Vorlesungen.     I.     3.  Aufl.  5 
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gewendete,  während  sich  das  praktische  Rechnen  des  (jemeinen 
Logarithmcnsystems  bedient,  dessen  Basis  die  Grundzahl  unseres 
Zahlensystems,  die  Zahl  10,  ist.  Den  natürlichen  Logarithmus 
einer  Zahl  x  werden  wir  mit  Jx,  den  gemeinen  mit  log  x  be- 
zeichnen.*) Zwischen  beiden  besteht  eine  Beziehung,  die  sich 
folgendermaßen  ergibt.     Die  Ansätze 

Ix  =  cc,       loga;  =  ß 

sind  gleichbedeutend  mit 

e«=a',         10'^=  a;; 

logarithmiert  man  aber  die  Gleichung 

e«  =  10'^ 

im  natürlichen  System,  so  erhält  man 

a  =  ßllO; 
also  ist' 

Ix  =  110  •  logx 
und 

logx  =  /^^^lx. 
Man  hat  demnach  die  natürlichen  Logarithmen  mit  M  =  j-k 
=  0,434  294481903  ...  zu  multiplizieren,  um  sie  in  gemeine 
überzuführen,  und  gemeine  Logarithmen  mit  -,,  =  l  10 
=  2,302  585  092  994...  zu  multiplizieren,  um  sie  in  natür- 
liche zu  verwandeln;  M  heißt  der  Modul  des  gemeinen,  -^  der 
Modul  des  natürlichen  Logarithmensystems. 

Läßt  man  in  der  letzten  Gleichung  an  die  Stelle  von  10 

eine   beliebige  Basis   a  treten,    so  lautet   sie  log^Ä;  =  -^  und 

gibt  für  x  =  e:   logae=  ,    ;  hiernach  kann  die  Gleichung  (2) 

auch  in  der  Form 

(2*)  BJos^cc^^ 

geschrieben  werden.  Um  den  DifFerentialquotienten  des  natür- 
lichen Logarithmus  x  zu  erhalten,  hat  man  a  durch  e  zu  er- 
setzen und  bekommt  so 

(3)  ^^^  =  |- 


*)  Auch  die  Bezeichnungen  lg  und  log  sind  hierfür  gebräuchliclu 
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Die  Formel  (3)  in  Verbindung  mit  28  gestattet,  den 
DiflFerentialquotienten  des  natürlichen  Logarithmus  einer  jeden 
expliziten  algebraischen  Funktion  zu  bestimmen.     Ist  z.  B. 

so  setze  man  x  +  V^-\-  x^  =  u,  und  hat  nun 
folglich 

D,y  = 


1/1  + or« 
Hat  man  weiter  den  Differentialquotienten  von 


'j-mi 


D,w  = 

2 

(1 

— 

xy 

1 

l  —  x^ 

zu  bilden,   einer  Funktion,  welche   für  alle  Werte  von  x  mit 

1  -\-  X 
Ausschluß  von  —  1  und  1   definiert  ist,  setze  man  ^t  = —^    , 

1  —  x' 

V  =  Yu  und  rechne  wie  folgt: 

»^         V  '  "  2|/m 

daher 

7)      =  1—^  1 

■-^^  —  i  +  a;  ■  (1  — x)* 

Sind  Vi,  Vi,  ■  •  .  Vn  Funktionen  von  rr,  deren  keine  an  der 
betrachteten  Stelle  x  Null  ist,  so  ist  auch  y  =  yiy2  •  •  ■  y„ 
nicht  Null  und 

h  =  hl -\- ^2 -\ —  +^!/n; 

durch  Differentiation  dieser  Gleichung  ergibt  sich 

^  _  j/j  I  ik  j ^  yk. 

y       Vi      y^  Vn^ 

die  rechte  Seite  wird  der  logarithmische  Differentialquotient  des 
Produktes  y  genannt;  durch  Multiplikation  desselben  mit  y  ergibt 
sich  der  eigentliche  Differentialquotient  dieses  Pi-oduktes  (25  (6)). 

31.  Die  Exponentialfunktion.  Ist  a  eine  positive  Zahl, 
so  ist  durch  die  positiven  reellen  Werte  von  a^  eine  eindeutige 
stetige  Funktion  definiert,  y  =  «^,  welche  als  Exponential- 
fimJdioH  bezeichnet  wird.  Aus  ihr  folgt  durch  Umkehrung 
x  =  \og^y.  Dem  Satze  27  zufolge  ist  also 
D,a^D\og^y=l 
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uud  mit  Bemitzuug  vou  30  (2*) 

yla        -^  ' 

mithin  ist  der  Difforeiitialquotient  der  Exponentialfunktion 

(4)  r>a^  =  a'la. 

Diejenige  Exponentialgröße,  deren  Basis  die  Zahl  e,  die 
Basis  des  natürlichen  Logarithmensystems  ist,  führt  den  Namen 
natürliche  Potenz;  man  findet  ihren  Differeutialquotienten  aus 
der  Formel  (4)  dadurch,  daß  man  a  =  e  setzt;  mithin  ist 

(5)  B(f  =  e\ 

Die  natürliche  Potenz  hat  also  an  jeder  Stdle  einen  ihrem 
eigenen  Werte  gleichen  Dijferentialquotienten. 

Ist  der  Exponent  einer  Exponentialfunktion  eine  expli/ite 
algebraische  Funktion  von  x,   so  kann  die  Difi'erentiation  auf 

Grund   des   Satzes  28  ausgeführt   werden.     Ist  z.  B.  i/  =  e*~*, 
so  hat  man  mit  Ausschluß  der  Stelle  x  =  a 

1 

Dy  =  —  7 ^  ^"■' 

^  {x  —  ay 

Nun  sind  wir  auch  imstande,  jede  Funktion  zu  difPeren- 
tiieren,  welche  die  Form  einer  Potenz  hat  und  deren  Basis 
und  Exponent  algebraische  Funktionen  von  x  sind.  Sind  näm- 
lich M,  V  zwei  algebraische  Funktionen  von  x  und  y  =  if,  so 
kann  dies  wegen  e'"  =  u  auch  in  der  Form  y  =  e"'"  dargestellt 
werden,  mithin  ist 

Dy  =  e''"  [v'lu  +  ^}  =  m"  [v'lu  +  ^)- 

In  dem  einfachsten  Falle  u  =  x,  v  =  x  ist  also 
Bxi'  =  ctf{lx-^  1}. 

32.  Die  trigonometrischen  Funktionen.  Die  geome- 
trische Definition  läßt  eine  Eigenschaft  dieser  Funktionen  er- 
kennen, welche  ihnen  unter  den  elementaren  allein  zukommt: 
die  Periodizität.  Es  ändern  nämlich  die  Funktionen  sin,  cos, 
sec,  cosec  ihren  Wert  nicht,  wenn  man  das  Argument  um  2ä 
vermehrt  oder  vermindert,  sie  haben  die  Periode  oder  den 
Periodizitätsmodul    2n-^     ein    analoges    Verhalten    zeigen    die 
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Funktionen  tg,  cotg  in  bezug  auf  die  Zahl  n,  sie  besitzen  die 
Periode  n-.  Da  nun  periodische  Funktionen  an  Stellen,  welche 
um  ein  Vielfaches  der  Periode  voneinander  verschieden  sind, 
in  allen  Stücken  übereinstimmen,  so  werden  sie  dort  auch 
gleiche  Differentialquotienten  aufweisen;  die  Ableitungen  der 
trigonometrischen  Funktionen  sind  somit  notwendig  periodische 
Funktionen  mit  der  nämlichen  Periode. 

Vermöge  der  Beziehungen,  welche  zwischen  den  trigono- 
metrischen Funktionen  eines  Bogens  bestehen,  genügt  es,  den 
Differenzenquotieuten  einer  derselben  zu  bestimmen.  Wir  wählen 

als  solche 

y  =  sin:?;. 

Der  Differenzenquotient  ist 

/     .    h\    .    h  .    h 

.    ,      ,   ,^         .  2  cos  \x-\-  -—]  sin  -—  ,         sin  — 

8in(a;4- 7i)  — sina;  \'2/         2  /      ,     h\  2 

-^^ = h — ^^«n'^  +  ^J-^Ä-^ 

2 

konvergiert  nun  h  gegen  die  Grenze  Xull,  so  hat  cos  (x  -{-  ~j 

wegen    der    Stetigkeit   dieser   Funktion    den   Grenzwert    cos  x, 

.     h 

— r —  aber  laut  16,2)  den  Grenzwert  1;  somit  ist 

Y 

(6)  Dsina;  =  cosa:. 

Da  ferner  y  =  cosa;  =  sin  (— x)  und  —  1  der  Diffe- 
rentialquotient von  — X  ist,  so  folgt  aus  (6) 

Dcosx  =  D  sin  (y  —  ^)  =  —  cos  (—  —  x) , 
also 

(7)  Dcosa:  =  —  sina:. 

^in  cc  cos  oc 

Für   w  =  tcr :);  =  ^^       und    y  =  cotg  x  =  -^       erhält   man 
•^  °  cosx  "^  ^  sina; 

nun  mit  Hilfe  der  Formeln  (6),  (7)  auf  Grund  von  26,  (9) 

sin-x  —  C08*x 


2)tga:  =  - 

', ,        Z)cotga;  = 

cos*«        '                  ° 

d.  i. 

(8) 

Dtgx  =  sec^  X, 

(9) 

D  cotg  =  —  cosec^^c 
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Diese  Formeln  gelten  jedoch  nur  mit  Ausschluß  jener  Stellen, 
an   welchen   die   betrachteten  Funktionen  nicht  definiert   sind, 

also  für  tgx  mit  Ausschluß  der  Stellen  {2n -\-  1)  —  ,  für  cotg  a; 

mit  Ausschluß   der  Stellen  vtc,   wo  n  jede  positive  und    nega- 
tive ganze  Zahl  oder  Null  sein  darf  (vgl.  19,  1). 

Schließlich   erhält   man   mittels   der  Formeln  (6),  (7)    auf 
Grund  von  26,  (10)  für 

?/  =  sec  X  =       —     und     y  =  cosec  x  =  ~. — ■ 


( 10)  D sec a;  =  -  -=-  =  sec xi'gx 

(11)  D  cosec  a:  =  — .  ,"=  — cosec  a;cotga;, 

wobei    die   Werte    x  =  {^n  -\-X)-^   bei   (10)   und   x  =  n-x  bei 

(11)  auszuschließen  sind. 

33.  Die  zyklometrischen  Funktionen.  Die  Um- 
kehrung einer  periodischen  Funktion  ist  eine  unendlich  viel- 
deutige Funktion.  Ist  nämlich  x  =  f{\j)  periodisch  mit  der 
Periode  p,  so  gibt  es  unendlich  viele  Werte  des  Arguments, 
zu  welchen  ein  und  derselbe  Wert  von  x  gehört;  ist  y  einer 
dieser  W^erte,  so  sind  die  andern  durch  y  -\-  np  dargestellt, 
wobei  n  jede  positive  und  negative  ganze  Zahl  bedeuten  kann; 
demnach  hat  die  Gleichung  x  =  f(y)  bei  gegebenem  x  unend- 
lich viele  Lösungen  in  bezug  auf  y,  jedoch  so,  daß,  Avenn  eine 
derselben  bekannt  ist,  alle  übrigen  angegeben  werden  können. 

1)  Es  sei  X  =  8my\  wird  x  irgend  ein  Wert  aus  dem 
Intervall  (—  1,  -f  1)   erteilt,    so    besitzt  die   Gleichung  immer 

eine  Wurzel  in  dem  Intervall  ( — —,  +  y)  '   ^^^^^  während  y 

dieses  letztere  Intervall  stetig  durchläuft,  bewegt  sich  sin  y 
stetig  in  dem  Intervall  ( —  1,  +1);  ist  also  eine  monotone, 
und  zwar  eine  wachsende  Funktion.  Diese  Wurzel  definiert 
demnach  eine  eindeutige  Funktion,  welche  mit 

(A)  y  =  arc  sin  x 

bezeichnet  werden  und  der  Hauphvert  von  Arc  sin  x  heißen  soll, 
wobei  unter  letzterer  Bezeichnung  die  Gesamtheit  der  Lösungen 
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von  X  =  siny  zu  verstehen   ist.     Weil  sin  y  =  sin  (tc  —  y)    ist, 

so  ist 

(2n7C  -{-  arc  sin  x 
(2m  +  l)7t  —  arc  sjn  x. 

Der  Differentialquotient   der  neuen   Funktion   ergibt  sieh 
nach  27,  indem 

D  arc  sin  x  ■  D  s\ny  =  1 ; 


nach  Formel   32  (6)  ist  aber  D  sin  y  =  cos  y  =  "j/l  —  x^,    die 
Wurzel  mit  positivem  Zeichen   genommen,  weil  cos  y  in  dem 

Intervall  ( —  ^  +  — j  positiv  ist;  demnach  hat  man  endgültig 

1 


(12)  D  arc  sin  x  == 


1/r 


2)  Es  sei  X  =  cos  y\  die  Gleichung  besitzt,  wenn  x  ein 
Wert  aus  dem  Intervall  ( —  1,  +  I)  erteilt  wird,  immer  eine 
Lösung  in  dem  Intervall  (0,  n),  weil  in  diesem  Intervall  cos  y 
eine  monotone,  und  zwar  abnehmende  Funktion  ist;  diese 
Lösung  definiert  die  eindeutige  Funktion 

(C)  y  =  arc  cos  x, 

den  Hauptwert  von  Arc  cos  x,  während,  vermöge  der  Beziehung 
cos  y  =  cos  (—  ?/), 

(D)  Arc  cos  X  =  2w;r  +  arc  cos  x. 

Läßt  man  in  der  allgemein  gültigen  Formel  x  =  s\ny 
=  cos  \^  —  y)y  das  Intervall  (—  y  '  "f"  t)  f^urchlaufen,  so  be- 
wegt sich  ~ y  auf  dem  Intervall  (:t,  0);  infolgedessen  be- 
steht zwischen  den  Hauptwerten  arc  sin  x  und  arc  cos  x  die 
Beziehung 

arc  sin  x  -f  arc  cos  a;  =  — , 

aus  welcher  arc  cos  ^  =  -^ arc  sin  x  und  auf  Grund  von  (12) 

und  24  (2) 

(13)  D  arc  cos  x  = , 

folgt. 
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3)  Die  Gleichung  x  =  tgy  besitzt  für  jedes  x  eine  Lösunfj 

in  dem  Intervall  ( —,  +  y)  '  ^^^^  ^S  ?/   ^^^   diesem  Intervall 

eine  monotone  wachsende  Funktion  ist,  die  das  Intervall  ( —  oo^ 
+  oo)  durchläuft;  diese  Wurzel,  der  Hauptwert  von  Are  tg  a;^ 
definiert  die  eindeutige  Funktion 

(E)  y  =  arc  tg  x, 
während 

(F)  Arc  tg  :c  =  w;r  +  arc  tg  x. 
Aus  der  Beziehung 

D  arc  tg  X  •  D  tg  y  =  1 
folgt  dann,  weil  nach  Formel  32  (8)  Bytgy  =  sec^f/  =  '\.-\-  x^  ist, 

(14)  Z)arctga;  =  ^j-^,. 

4)  Diejenige  Wurzel  der  Gleichung  x  =  cotg  t/,  welche 
dem  Intervall  (0,  jr)  angehört  —  und  eine  solche  ist  immer 
vorhanden,  weil  cotg  y  in  dem  genannten  Intervall  abnehmend 
von  +  oo  zu  —  oo  sich  bewegt  — ,  bezeichnet  man  als  Haupt- 
wert von  Arc  cotg  x  und  definiert  durch  sie  die  eindeutige 
Funktion 

(G)  y  =  arc  cotg  x, 
während 

(H)  Arc  cotg  X  =  nn  -\-  arc  cotg  x 

ist. 

Auf  Grund  der  Relation  x  =  tgy  =  cotg  (-r y\  erkennt 

man  wie  in  2),  daß 

arc  tg  a;  +  arc  cotg  x  =  — , 
woraus  weiter  folgt 
(15j  D  arc  cotg  x  =  — 


Auf  die  Umkehrungen  der  Funktionen  x  =  sec  y,  x  =  cosec  y 
soll  hier  wegen  ihres  seltenen  Gebrauchs  nicht  eingegangen 
werden-,  indessen  kann  ihre  Erledigung  nach  dem  vorange- 
gangenen keine  Schwierigkeit  bieten.*) 

Die  Formeln  (1)  bis  (14)  dieses  Paragraphen  in  Verbindung 
mit    den   Sätzen    des    vorigen   geben   die  Mittel  an  die   Hand, 


*j  Vgl.  die  Beisp.  19),  20)  in  35. 
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jede  aus  den  elementaren  Funktionen  irgendwie  durch  eine 
endliche  Folge  von  Rechenoperationen  zusammengesetzte  expli- 
zite Funktion  zu  differentiieren.  Sie  sind  die  Grundformeln 
und  Grundregeln  der  Differentialrechnung. 

34.  Die  Hyperbelfunktionen.  Zu  den  elementaren 
transzendenten  Funktionen  zählt  man  auch  die  Hyperhelfunlc- 
tionen,  so  genannt,  weil  sie  geometrisch  mit  der  gleichseitigen 
Hyperbel  in  ähnlicher  Weise  zusammenhängen  wie  die  trigono- 
metrischen (Kreis-)Funktionen  mit  dem  Kreise.  Sie  sind  um 
die  Mitte  des  18.  Jahrhunderts  von  V.  Riccati  mit  den  heute 
üblichen  Bezeichnungen  eingeführt  und  besonders  von  Lambert 
weiter  ausgebildet  worden. 

Ihre  analytisclie  Definition  kann  mit  Hilfe  der  natürlichen 
Exponentialfunktion  wie  folgt  geschehen.  Ist  u  die  unbe- 
schränkte reelle  Variable,  so   wird 

— -~ —  als  hyperbolischer  Kosinus  (cosh  u) 

u  —  u 

als  hyperbolischer  Sinus  (sinh  ii) 


von   u   erklärt;    mit   Hilfe   dieser   beiden  Funktionen    definiert 

man    die    hyperbolische    Tangeute,    Kotangente,    Sekante    und 

Kosekante  ganz  nach  Art   der   trigonometrischen  Funktionen, 

indem  man  schreibt:*) 

,    ,  sinh  u  ,    1  cosh  u  ,  1 

tffh  u  =  — , —  ,         cotgh  u  =  -^t: — ,         sech  u  =  — r — , 
°  cosh  w  '  °  sinh  u  cosh  u  ' 

cosech  u 


sinh  w 

Aus  diesen  Definitionen  lassen  sich  Relationen  zwischen 
den  genannten  Funktionen  ableiten,  ebenso  zahlreich  wie  die 
trigonometrischen  Formeln  und  von  ähnlicher  Bauart.  Einige 
derselben  mögen  hier  zusammengestellt  werden. 

Aus 

U,      1         —  U  M  —  U 

cosh  u  =  — '—^ .         sinh  u  = 


2         >  2 

folfft  mit  Rücksicht  auf  die  anderen  Definitionen  unmittelbar: 


*)  Neben  den  hier  gebrauchten  Bezeichnungen  sind  auch  andere  in 
Verwendung,  so  Sin,  C£of,  'X(\,  Gotg,  See,  Gojcc. 
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cosh  u  -f-      sink  i(  =  e" 
cosh  u  —      siub  u  =  e~" 
cosh^  w  —      siuh"  M  =  1 
tgh^  u  -\-      sech^  u  =  1 
cotgh^w  —  cosecb^e*  =  1; 
die  leicht  zu  erweisenden  Identitäten: 

€■"  —  c-2"  =  (e"  —  e-")(e"  +  e-"), 
2(6"  +  ''  —  ß-"-')  =  (e"  —  e-")(e''  +  e"")  +  (e"  —  e-'')(e«  +  e""), 
2(6«  +  «'  4-  e-"-^)  =  (e"  +  e-")(e''  +  e"')  +  (e"  —  e-")(e''  —  e"") 

schreiben  sich  nunmehr: 

sinh  2u  =  2  sinh  w  cosh  u, 
sinh  (m  +  v)  =  sinh  m  cosh  v  +  sinh  t;  cosh  u, 
cosh  (m  +  u)  =  cosh  u  cosh  v  +  sinh  u  sinh  ü . 

Die  Differentiation  der  neuen  Funktionen  ist  auf  die  der 
Exponentialfunktion  zurückgeführt;  es  ergibt  sich: 

D  cosh  u  = =  sinh  u, 

D  sinhw  =  — — =  coshw; 

/>  tgh  II  = r-5 =  sech''  M, 

-r^        ,    1  sinli^it  —  C08h*w  ,  » 

jL>  cotgbw  = T-^i-i — - —  =  —  cosech"^«; 

'='  sinn''  u  ' 

D  sech  u  = ^,—  =  —  tgh  u  sech  w, 

cosh-w  °  ' 

Z)  cosech  u  =  —   .^r«—  =  —  cotgh  u  cosech  w. 

sinn*  u  ° 

Die  geometrische  Bedeutung  der  Hyperbelfunktionen  erhält 
man  durch  folgende  Betrachtung.  Der  Kreis  in  Fig.  8  sei  um 
0  mit  dem  Radius  1  beschrieben.  Ist  6  das  Bogenmaß  des 
Winkels  AOM,  RS  die  in  31  an  den  Kreis  gelegte  Tangente, 

80  hat  man: 

0P=  cos  ö,         OB  =  sec  6 

31  P=  sind,  OS  =  coaecd 

3IR  =  tsd,  3fS==coisd. 
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Wird  nun  BH  senkrecht  zu  OX  und  gleich  MB  gemacht,  so 
ist  der  Ort  des  so  bestimmten  Punktes  H  eine  gleichseitige 
Hyperbel,  die  A  zu  einem  ihrer  Seheitel  hat;  bezeichnet  man 
nämlich  die  Koordinaten  von  H  mit  x,  y,  so  ist 

X  =  sec  6,        y  =  tg  d, 
folglich  Pig.  8. 

Vergleicht    man    diese 
Gleichung  mit 

cosh^  u  —  sinh^  u  =  1, 
so  folgt,   daß  auch 
coshw  =  OR, 
sinh  u  =  HB, 

gesetzt  werden  kann. 

Man  überzeugt  sich 
ferner,  daß  der  Halbmesser  OH  der  Hyperbel  auf  der  Tangente 
in  A  eine  mit  MP  gleiche  Strecke  abschneidet  und  daß  die 
Tangente  der  Hyperbel  im  Punkte  iZ"  durch  P  geht;  denn  es  ist 

-5^  =  -^Y]T ,  woraus  AV=  sin  6  =  MP-, 

weiter  ist  der  Richtungskoeffizient  der  Tangente  (22,  2)): 

y         sin  0 ' 


es  ist  aber  auch 

tg  RPH  = 


BYa 


1  = 


y 


ige 


COS0 


sec  ö  —  cos 


1 

sin¥' 


so  daß  tatsächlich  PH  die  Tangente  ist. 

Auf  Grund  dieser  Ergebnisse  erkennt  man,  daß  die 
Hyperbelfunktionen  durch  die  Maßzahlen  folgender  Strecken, 
gemessen  mit   OA,  dargestellt  sind: 

OjR  =  secö  =  coshw  0P  =  cos  ö     =sechw 

HR  =  tg  ö  =  sinh  u         OT  =  cotg  6  =  cosech u 
AV  =  BmO  =  tgh II  OS  =  cosec  d  =  cotgh  u. 

An  dieser  geometrischen  Darstellung  ist  es  leichter,  den 
Verlauf  der  Funktionen  zu  verfolgen  als  an  deren  analytischen 
Definitionen. 


76  Erster  Teil.     Differential-Rechnung. 

Die  Analogie  erstreckt  sich  auch  auf  die  Bedeutung  der 
Argumente:  die  trigouometrischeu  Funktionen  können,  da  -^  ö' 
auch  die  Fläche  des  Sektors  0Ä31  ist,  auch  als  Funktionen 
dieses  Doppelsektors  aufgefaßt  werden;  in  der  Integralrech- 
nung (311,  2))  wird  gezeigt  werden,  daß  4  «  die  Fläche  des 
Hyperhelsektors   OAH  ist. 

Der  Zusammenhang  zwischen  den  beiden  Argumenten  m,  9 
ergibt  sich  in  folgender  Weise:    Die  Relation 

cosh  u  -f  sinh  u  =  e" 
verwandelt  sich  im  Hinblick  auf  die  letzten  Relationen  in 

secÖ  +  tgö  =  e"; 
die  weitere  Verfolgung  dieses  Ansatzes  gibt: 

,   ,    .    ^       1  -4-  cos  f  J-  —  e) 
l-|-8m0_     ^       V2        / 

COS0 
woraus 


(f-) 


-cotg(f-4)-tg(f+4)=.-. 


=»g(l  +  l) 


Diese  Gleichung  wurde  bereits  1599,  also  lange  vor  der  Ein- 
führung der  Hyperbelfunktionen,  von  E.  WrigJit  gefunden  als 
mathematischer  Ausdruck  der  Skala,  nach  welcher  in  der  Mer- 
m^or- Projektion  die  Punkte  eines  Meridians  je  nach  ihrer  geo- 
graphischen Breite  6  in  bezug  auf  das  Bild  des  Äquators  an- 
geordnet sind.  Man  nennt  6  die  „hyperbolische  Amplitude" 
von  u  oder  auch  Lamherfs  transzendenten  Winkel;  durch  seine 
Vermittlung  werden  die  Hyperbelfunktionen  berechnet  und 
tabellarisiert.  Der  letzte  Ansatz  gibt  für  die  Hyperbelamplitude 
die  Darstellung 

ö  =  2arctge"— y; 

es  sind  Tabellen  berechnet  worden,  die  zu  gegebenem  u  das 
zugehörige  0  angeben  und  so  die  Ermittlung  der  Hyperbel- 
funktion aus  trigometrischen  Tafeln  gestatten.*) 


*)  Bezüglich  solcher  Tafeln  sei  auf  W.  Ligoicski ,  Tafeln  der  Hy- 
perbelfunktionen, Berlin  1890;  A.  Forti,  Nuove  tavole  delle  funzioni 
iperboliche,  Roma  1892  und  E.  JahnJce  -  F.  Emde,  Funktionentafeln, 
Leipzig  1909  hingewiesen. 
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Man  kann  auf  die  Hyperbelfunktionen  den  Prozeß  der 
Umkehrimg  ebenso  anwenden  wie  auf  die  Kreisfunktion  und 
gelangt  dadurch  zu  einer  neuen  Gruppe  elementarer  Funktionen, 
für  die  der  Xame  hyperhoUsche  Areafunlctionen  (mit  Rücksicht 
auf  die  geometrische  Bedeutung  des  Arguments  u)  und  die  Be- 
zeichnungen arsinh,  arcosh,  usw.  vorgeschlagen  worden  sind. 
Aber  so  wie  sich  die  Hyperbelfunktionen  durch  die  Exponential- 
funktion, so  lassen  sich  ihre  Umkehr ungen  durch  logarith- 
mische Fimktionen  darstellen.  Man  braucht  nur  die  jeweilige 
Definitionsgleichung,  indem  man  gleichzeitig  den  Wert  der 
Funktion  mit  einem  Buchstaben  z.  B.  x  bezeichnet,  nach  u  auf- 
zulösen.    So  ergeben  sich  denn  aus  den  Ansätzen 

U  —  U  U     1         —  u 

.   1             e   —  e                                 1             e  A-  e 
sinh  u  = — —  ==  X,  cosh  u  =  — ~ =  x 

tffh  u  == =  X,        cotffh  ^t  =  — — =  x 


imter  Beachtung  der  Realitätsforderung  durch  Umkehrung  die 
folgenden  Darstellungen  : 

arsinh  x  =  l{x  -{-  Yx^ -\- 1) 
arcosh x  =  l{x  -{-  Yx^—  l) 

artgh  a;  =  Z 1/ , 


arcotgh x=l~\/    _ 


35.  Beispiele.  In  den  nachstehenden  Beispielen  ist  der 
DiflEerentialquotient  zunächst  in  der  Form  angegeben,  wie  er 
sich  bei  Anwendung  der  Regeln  unmittelbar  ergibt,  an  zweiter 
Stelle  in  seiner  einfachsten  Gestalt,  mit  Fortlassung  der 
Zwischenrechnungen;  in  den  späteren  Beispielen  ist  nur  das 
Endresultat  mitgeteilt. 

l)  Dx'"{ax"  +  hyp=mx"'-\ax''  +  h)P 

=  X'"  -  ^  {ax**  +  h)P-'^  l{m  +  np)  aa;"  +  mb]. 

n     y-j         X  —  a         {x  —  b){x  —  c)  —  (x  —  a){x  —  c-\-  x  —  b) 

^        {x  —  b){x—c)  ~  {x  —  by  {x~—df 

bc  —  ab  —  ac-f-  2ax  —  x- 

^  {x—by{x  —  ey 
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I 


4)  I){ax  +  h)  yax^  +  2hx  -\- c  =  a  Yax^  +  2bx  +  c 
{ax-\-by  2{ax-\-hy-{-ac  —  b* 


+ 


Yax* 4-  2 6i  +  c  >/«^*  +  2 öx  +  c 


5)   D 


ya*+  a;*  +  Va«—  x^ 


■j/a*  4-  a:«  —  Va*  —  x* 


2  a' 


(]/„«  _|_  a;«  —  y^^^  rr«)^ 

y. 


a*  —  x*/ 


6)  DZ 


^^  o  4-  Vx  -\-  h       Vx-\-  a  —  Yx  4"  b 


yx-^a  —  yx-\-b       yä+a  4-  y a;  4-  6 

(l/^+^  -  Vx^)  ( — -^ H ^=--^ 

V2y^+^     2yx-\-bJ 
-  (y^  a  +  y^+fe)  ("— ;i= 7^=') 

^      vr     -r     -rr     -r    ^\^2ya;4-a       2y^c^/ 


(Yx  -\-a  —  Yoc  4-  ft)^ 
1 


Yio^TWW+v) 

7)  De'^'  +  2*^+c  =  2{ax  4-  6)e«^'  +  26^+c. 

r\\    TM    ■  «  COB  aa;  . 

y)  i>t  sm  aa;  =  —. =  a  cotg  ax. 


10)  1)1  COB  aa:  =  — 


sm  ax 
a  sin  aa; 


cos  ax 


=  —  a  tg  aa;. 


1  ,    X 

ll)DZtg|-=' 


tg 


X 


1 

sin  a; 
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12)  m  tg  (^  + :)  -  ^ ^'     '' — '-■ 

13)  D  tg  X^^""^  J)(>iinxnsx 

sinj-/ti?j-/  7  i.  1    8ina;sec*a;\ 

V  °       '  ^gx       } 

=  tg  a;*^*  (Z  tg  a;*=°«^  +  sec  a;). 

14)  i)arcsinl^-=      ^        ^  •  ~  ^' +  l~^i' ~ ''^ 

1 


(1  +  X)  Y'x 

ib)i)(^-f^-^iyr^x'\ 


— s\        arc  sin  a; 


]/l  —  .T« 


j^        ic  aj^  arc  sin  x  1 


1  —  a;*        (1  —  a;^)  ^^        ]/l  —  x«    yT^^ 

arc  sin  a;  ^s 

~  (1  —  x^f^    ^' 

16)  D  (arc  sin  (a  sin  x)  -{-  arc  cos  («  cos  x)) 

a  cos  a;  a  sin  x 


]/l  —  fl^sin^a;       |/l  —  o*  cos*a; 
1  -t/a  —  b     ^^^2  ^       1   y<* 


sec 


,    ,a  —  &,,a;ra  +  fe  2       2         2(o4-&co8a;) 


a  +  ö    °     2 


^  r>\     -r^  fc  +  a  cos  X 

18)  X>  arc  cos         ,  =  — 


1 


a  +  ftcosa;        -,  /         /&  +  acosa;\2 


y/b  -\-  a  cos  x\^ 
\a  -\-  b  cos  a;/ 
a{a-\-b  cos  a;)  sin  a;  +  6  (fc  +  a  cos  x)  sin  ar 


(«  +  b  cosxy 


Va-  —  6' 
a-\-b  COB  a; 


*)   Der  Bruch  — -  —  ist  hier  als  Produkt  der  drei  Faktoren  Xy 

yi  —  x' 

arc  sin  x,  —^=-  behandelt  worden. 
]/l  — X* 
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19)  D  arc  sec  rc  =  2)  arc  cos  —  = 


—  1         — 1 


V" 


1 


20)  J)arccoseca;  =  Z)arcsin 


21)  y  =  x{l^x^)-^-^,x\l^-x'')-i;  y'  = 


xYx^—  1 

1 

xYx^—1 

1 


|/(l+a;*)' 


22)  y  =  ^x\l  +  x'^)-^-^^x^{\-\-x')-'^',  y'  = 

23)  ^  =  ^a;  +  |-siii  2a;;     /=cos^a;. 

24)  2/  =  i  ^  —  1  sin  2a; ;     ?/'  =  sin^  a:. 

25)  y  =  9mx  —  ^ sin^ a; ;     /  =  cos^ x. 

26)  ?/  =  -jCOS^a;  —  cosa;;     ?/'=  sin^a;. 

27)  1/ == -^tg^a;  +  tga;;     i/'=sec*a;. 

28)  2/  =  itg2a;  — tga; +  a;;     »/'=tg^a:. 

29)  2/  =  2  sin  ]/^  —  2  Yx  cos  ]/^ ;     y'  =  sin  ]/a; . 

30)  y  =  \ arc  cos  (—  1  +  2 a;^); 

31)  1/  =  ^arc  cos  (—  3a;  +  4a;^);       |  y 

32)  y  =  larc  cos  (1  -  8a.'2+  8a;^); 

OQN  2 1/3         ,      2a; +  1 

33)  2/  =  -f-arctg-^^;      r 


>/(l  +  a;*)^ 


j/l  — a:^ 


l+x-\-x^ 


2x 


34)  2/  =  iarctg  j— -^,. 

35)  2/  =  i  arc  sin  ^-q^, ; 

36)  2/  =  iarccos^^^,; 


^  =r 


1  +  «* 


Q'7\  j-i/l  +  sina; 

37)  2/  =  ?|/i^rginx5     2/=seca;. 

38)  i/  =  e^  (a;2  -  2a;  +  2);     t/'  =  e^  a;^ 


39)  y  =  X  arctg  a;  —  ?  ]/l  +  a;^;     ?/'  =  arctg  x. 

40)  2/  =  i  sink  2a;  +  |^a;;     ?/'=  cosh^a;. 
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41)  y  =  \  sinh  2x  —  l-x;     y  =  sinh^:r. 

42)  y  =  1  cosh  a;;     y  =  tgh  x. 

43)  y  =  1  sinh  x-,     y  =  cotgh  x. 

44)  y  =  1  cosh  a:  —  ^  tgh^ a:;     ?/'  =  tg-h"^ a;. 

§  4.  Allgemeine  Sätze  über  den  Zusammenliang  einer 
Funktion  mit  ihrem  Differentialquotienten. 
36.  Vorzeichen  des  Differentialquotienten.  Von 
einer  in  dem  Intervall  (a,  ß)  der  stetigen  Variablen  x  eindeutig 
definierten  Funktion  f{x)  sagt  man,  sie  sei  an  der  Stelle  x 
innerhalb  des  Intervalls  tvachsend,  wenn  sich  eine  positive  Zahl 
r]  so  angeben  läßt,  daß  für  jedes  0  <ili  <i'ri 

(1)  ax-h)<f{x)<f(x  +  h). 

Besitzt  die  Funktion  an  der  Stelle  x  einen  Differentialquotienten 
so  kann  derselbe  nicht  negativ  sein;  denn  aus  (1)  folgt 

f(x-h)-ax)    ^     f{x+h)-f{x) 

—  h        ^^'  h  -^    ' 

mit  gegen  Null  konvergierendem  h  nähern  sich  die  beiden 
Quotienten  nach  Voraussetzung  einer  gemeinsamen  Grenze  und 
diese  kann  nicht  negativ  sein,  weil  die  Quotienten,  wie  klein 
auch  ]i  werden  mag,  positiv  bleiben. 

Die    Funktion  f(x)    heißt  hingegen   an   der    Stelle   x   ab- 
nehmend, wenn  sich  ein  positives  r/  so  angeben  läßt,  daß  für 
alle  0  <  /i  <  7^ 
(2)  f{x-h)>f(x)>f{x  +  h). 

In  diesem  Falle  kann  der  Differentialquotient  an  der  Stelle  x, 
wenn    er    existiert,    nicht    positiv    sein;    denn    aus    (2)    ergibt 

sich,  daß 

fix -h)- fix)       ^        fix -{-h)- fix)       ^ 

—  h  ^^'  h  ^     ' 

und  da  beide  Quotienten  für  lim  Jt  =  0  gegen  eine  gemein- 
same Grenze  konvergieren,  so  kann  diese  nicht  positiv  sein, 
weil  die  Quotienten  selbst,  wie  klein  auch  Ji  werden  mag, 
negativ  bleiben. 

An  den  Stellen  cc,  ß  kann  nur  von   einseitigem  Wachsen 
oder  Abnehmen  die  Rede  sein. 

Czuber,  Vorlesungeu.     I.     3.  Auil.  6 


32  Erster  Teil.     Differential-Rechnung. 

Aus  diesen  Betrachtungen  ergibt  sich  der  Satz:  Wenn  die 
Funktion  f{x)  in  dejn  Intervall  (a,  ß)  beständig  wächst  oder  he- 
sfändig  abnimmt  und  an  jede)'  Stelle  einen  IJiffercntialquotienten 
besitzt,  so  lann  dieser  niemals  negativ,  beziehungsweise  niemals 
positiv  sein. 

In  beiden  Fällen  ist  also  nicht  ausgeschlossen,  daß  der 
Differentialquotient  an  einzelnen  Stellen  Null  werden  kann. 

Unter  den  elementaren  Funktionen  haben  wir  folgende 
Beispiele  beständig  wachsender  und  beständig  abnehmender 
Funktionen. 

Es  ist  Da^=  a^la,  folglich  a^  eine  beständig  wachsende 
Funktion,  wenn  a  >  1,  eine  abnehmende,  wenn  0  <  a  <  1  ist; 
e^  ist  also  wachsend. 

Aus  Dlx  =  —    erkennt    man,     da    a^  >  0,     daß    Ix    eine 

wachsende  Funktion  ist. 

Da  J)  tg  a;  =  sec^a;,  so  ist  tga;  eine  wachsende  Funktion; 

in  der  Tat,  indem  x  nacheinander  die  Intervalle  ( -^ ,  -\-   A, 

(  — ,  — -|  durchläuft,  jedoch  mit  Ausschluß  der  Grenzen,  geht 

igx  beidemal  durch  das  Intervall  (—00,4-  c»). 

In  gleicher  Weise  schließt  man  aus  Z)cotgic  =  —  cosec^rc, 
daß  cotga:  eine  beständig  abnehmende  Funktion  ist. 

Weil  Darctffa'  =  — "i — s,  so  wächst  arctga;  fortwährend: 

tatsächlich  durchläuft  es  das  Intervall  ( — -,  +y)'  während  a: 
von  —  00  bis  +  '^^  wächst. 

Aus  D  arc  cotga;  =  —  —-, — 9    schließt    man    in    ähnlicher 

°  1  -\-  x^ 

Weise  auf  die  ständige  Abnahme  von  arc  cotg  x. 

37.  Der  Satz  von  Rolle.  Wenn  die  Funktion  f(x)  in 
dem  Intervalle  {u,  ß)  einivertig  und  stetig  ist  und  an  jeder  Stelle 
einen  endlichen  oder  bestimmt  unendlichen  DifferentiaJquotienten 
besitzt,  rcenn  ferner  f\a)  =  0  und  f(ß)  =  0,  so  gibt  es  wenig- 
stens eine  Stelle  zwischen  cc  und  ß,  an  tvelcher  der  Differential- 
quotient f{x)  verschwindet. 

Behielte  die  Funktion  den  Wert  Null  im  ganzen  Intervalle 
(oder  auch  nur  in  einem  Teile  desselben)  bei,  so  wäre  sie  eine 
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konstante  Funktion  nud  der  Satz  bedürfte  dann  insofern  keines 
Beweises,  als  der  Differentialquotient  beständig  (eventuell  in 
dem  betreffenden  Teile)  XuU  wäre  (-1). 

Wir  mü.ssen  also  annehmen,  daß  die  Funktion  von  a  aus 
entweder  wächst  oder  abnimmt;  aber  weder  das  Wachsen  nocb 
das  Abnehmen  kann  durch  das  ganze  Intervall  anhalten,  soll 
f{ß)  =  0  eintreten;  daher  muß  eine  Stelle  t,  zwischen  a  und  /S 
getroffen  werden,  wo  das  Wachsen  (bzw.  das  Abnehmen)  auf- 
hört; diese  Stelle  wird  dadurch  charakterisiert  sein,  daß  sich, 
ein  positives  ?;  derart  angeben  läßt,   daß   für  jedes   0  <  /i  <  t^ 

/•(l  - /O  </-(!)  >m  +  /0; 

nach  den  Relationen  (1),  (2)  des  vorigen  Artikels  ist  die  Funktion 
an  dieser  Stelle  weder  wachsend  noch   abnehmend;    ferner  ist 

/•(l-fe)-Ag)^  0         /-(g +  70 -/•(!)  ^^. 

der  erste  Quotient  kann  für  lim  li  =  0  nur  einen  positiven 
oder  den  Grenzwert  Xull  haben,  der  zweite  nur  einen  negativen 
oder  Null;  da  aber  beide  nach  Voraussetzung  einen  gemein- 
samen Grenzwert  besitzen,  so  kann  nur 

rm  =  0 

sein,  womit  der  Satz  erwiesen  ist.  Im  Falle  des  Abnehmens 
von  a  an  ergeben  sich  analoge  Schlüsse. 

Bei  geometrischer  Darstellung  der  Funktion  hat  der  Satz 
von  Rolle  eine  anschauliche  Bedeutung;  eine  Kurve  AB 
(Fig.  9),  welche  in  den  Punkten  A  und  B  die  Abszissenachse 
schneidet    und   an    jeder   Stelle    zwischen  rig.  9. 

den  genannten  Punkten  eine  bestimmte 
Tangente  hat,  besitzt  zwischen  A  und  B  AT 

mindestens  einen  Punkt  J/,  in  welchem 
die  Tangente  MT  der  Abszissenachse 
parallel  läuft. 

Die  Voraussetzungen  des  obigen  Satzes  können  auch 
dahin  abgeändert  werden,  daß  f{a)  =  f\ß)  =  C  ist;  denn  die 
Funktion  f{x)  —  C  erfüllt  dann  die  Bedingung,  für  a;  =  a 
und  X  =  ß  zu  verschwinden,  ihr  Differentialquotient  ist  aber 
wieder  f'{x). 


\ 


B 
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Die  Funktion  f{x)  =  (x  —  a)  {x  —  h)  hat,  um  Beispiele 
anzuführen,  in  dem  Intervall  (a,  h)  die  Eigenschaften,  welche 
oben  vorausgesetzt  wurden;  ihr  DifFerentialquotient  f  (x) 
=  2x  —  a  —  h    wird  denn   auch   gleich   Null  an  der  zwischen 

a,  h  liegenden  Stelle  x  =     T  -  •      Desgleichen    entspricht    die 

Funktion  f{x)  =  sin  x  in  dem  Intervall  (0,  ;r)  den  Voraus- 
setzungen des  Rolleschen  Theorems,  und  in  der  Tat  ver- 
schwindet ihr  Differentialquotient  f'{x)  ==  cos  x  an  der  zwischen- 
liegenden Stelle  X  ^    -  ' 

38.  Der  Mittelwertsatz.  Wenn  die  FimJdion  f(x)  an 
jeder  Stelle  des  ahgescJdossenen  Intervalls  (a,  ß)  einen  endliclteii 
oder  hestimmt  unendlichen  Differentialquotienten  hesitzt,  so  gibt 
es  wenigstens  eine  Stelle  sivischen  a  und  ß,  an  ivelcher  der 
Differential quotient  f\x)  gleich  ist  dem  Differenzenquotienten 

fiß)-fic^) 
ß  —  a 

Dieser  Satz,  für  die  Analysis  von  großer  Bedeutung,  findet 
sich  zuerst  bei  J.  Lagrange  und  wird  auch  häufig  nach  ihm 
benannt. 

Zum  Zwecke  des  Beweises  konstruieren  wir  mit  Hilfe  von 
f(x)  die  neue  Funktion 

cp(x)  ^  fix)  -  f{cc)  -{x-u)  -^1^ , 

welche  ebenfalls  an  jeder  Stelle  zwischen  a  und  ß  einen  Diffe- 
rentialquotienten  besitzt,  da 

und  die  überdies  die  Eigenschaft  hat,  daß  cpiju)  =  0  und 
(p{ß)  =  0  ist.  Demnach  erfüllt  die  Funktion  (pipc)  die  Voraus- 
setzungen des  Rolleschen  Satzes  und  es  gibt  daher  wenigstens 
eine  Stelle  |  zwischen  a  und  /3,  wo  q>(X)  =  0>  d.  h.  wo 

Der  Satz  kann  nun  auf  irgend  zwei  Stellen  x  und  x  +  h, 
die  in  (a,  ß)  enthalten  sind,  zur  Anwendung  gebracht  werden; 
an    die  Stelle   von  ^    kommt   dann   ein   zwischen   x  und  x  -\-  h 
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Fig.  10. 


gelegener  Wert  und  einen  solchen  kann  man  in  der  Form 
X  -f  dlx  darstellen,  wobei  0  <  ö  <  1   ist;  mithin  gilt: 

oder 

(2)  f{oc  +  70  -  f{x)  =  hfix  +  eh). 

Diese  Darstellung  der  Differenz  zweier  Fuuktions werte  durch 
einen  Zwischen-  oder  Mittelwert  des  Dififerentialquotienten 
findet  vielseitige  Anwendung.  Einige  Folgerungen  mögen 
schon  hier  angeführt  werden. 

Vorher  möge  noch  der  geometrische  Sinn  der  Formel  (1) 
erwähnt  werden  in  dem  Falle,  wo  die  Funktion  f{x)  durch  die 
Ordinaten  einer  Kurve  dargestellt  wird.  Der  Inhalt  der  For- 
mel (1)  ist  dann  der  folgende.  Besitzt  die 
Kurve  AB  (Fig.  10)  an  jeder  Stelle  eine 
bestimmte  Tangente,  so  gibt  es  zwischen 
A  und  B  mindestens  einen  Punkt  M,  in 
welchem  die  Taugente  MT  der  Sehne 
AB  parallel  ist. 

An  früherer  Stelle  (21)  ist  erwiesen 
worden,  daß  der  Differentialquotient  einer 
konstanten  Funktion  Null  ist;    nun   kann 

auch  die  Umkehrung  dieses  Satzes  bewiesen  werden:  Wenn  der 
Biffcrentialquotient  f'{x)  einer  FwnUion  f{x)  an  allen  Stellen 
des  Iniervalls  {a,  ß)  JSfidl  ist,  so  ist  die  Funktion  in  diesem 
Intervall  konstant. 

Sind    nämlich    x^,  x^    zwei    Stellen    aus    (a,  ß)   so    ist   zu- 
folge  (1) 

fe)  -  f{^i)  =  (^2  -  Ä-i)r(i),* 

wobei  I  zwischen  x^  und  x^  liegt;  da  aber  für  jedes  |  zwischen 
tt  und  ß  /  '(§)  =  0  ist,  so  ist 

also  f(oCj)  =-  f(x.j):,  wenn  aber  jede  zwei  Werte  von  f(x)  aus 
dem  Intervall  (a,  ß)  einander  gleich  sind,  so  hat  die  Funktion 
einen  konstanten  Wert. 

Aus  diesem  Satze  folgt  der  weitere:  Wenn  zwei  Funkt ionen 
f(x),  (p{x)  in  einem  Intervall  {cc,  ß)  gleiche  Bifferentialquotienten 
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haben,  so  Tiönnen  sie  sich  nur  um  eine  additive  Konstante  von- 
einander unterscheiden. 

Denn  aus 

f'(x)  =  (p'{x) 
folgt  auch 

D[f{x)  -  cp{x)-\  =  0 
und  daraus 

f{x)  -<p{x)  =  G, 

wobei  C  eine  Konstante  bedeutet. 

In  Artikel  36  ist  gezeigt  worden,  daß  der  Differential- 
quotient einer  in  dem  Intervall  {u,  ß)  beständig  wachsenden 
(abnehmenden)  Funktion  niemals  negativ  (positiv)  ist;  auch 
die  Umkehrung  dieses  Satzes  kann  jetzt  bewiesen  werden: 
Wenn  der  Differentialquotient  von  fix)  in  dem  Intervall  (a,  ß) 
niemals  negativ  (positiv)  und  auch  nicht  in  einem  Teile  des 
Intervalls  beständig  Null  ist,  so  ist  die  Funliion  ivachsend  (ab- 
nehmend) in  dem  Sinne,  daß  für  irgend  zwei  Werte  x^,  x^  aus 
{a,  ß),  welche  wachsend  geordnet  sind,  die  Relation  f{x^  <  f{x^ 
(fi^i)  >  A^2))  stattfindet. 

Bedeutet  x'  einen  Wert  zwischen  x^  und  x^,  so  daß  x^^, 
x ,  x^  wachsend  geordnet  sind,  so  ist  auf  Grund  der  (ersten) 
Voraussetzung  laut  (1) 

f{x')-f{x^)  =  {x'-x,)f\i;)^^ 

f{x,)-f{x)  ={x,-x)f\i,)>0, 

wobei  li  einen  Wert  zwischen  x-^^,  x  ,  Ig  einen  Wert  zwischen 
x',  x^  bedeutet;    daraus  folgt,  daß 

aber  nicht  für  alle  x  können  beide  Gleichheitszeichen  gelten, 
weil  sonst  für  alle  Werte  x'  zwischen  x^  und  Xc^  die  Beziehung 
f{oCj)=f{x')==f(x2)  stattfände,  die  zur  Folge  hätte,  daß  in 
diesem  Teile  von  (a,  ß)  f'(x)  beständig  Null  wäre,  was  gegen 
die  Voraussetzung  verstößt.  Es  gibt  also  sicher  einen  Wert  x', 
für  den  wenigstens  eines  der  beiden  Ungleichheitszeichen  gilt, 
und  darum  ist  notwendig 

f(x,)<f(x,). 

Der  zweite  Teil  des  Beweises  ist  ebenso  zu  führen. 


I 
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39.  Der  verallgemeinerte  Mittelwertsatz.  Wenn  die 
beiden  FunJdionen  f(x),  cp  (x)  in  dem  Intervalle  {a,  ß)  Differential- 
quotienten besitzen,  von  welchen  der  letztere,  (p'(x),  an  lieiner 
Stelle  Null  ist,  so  gibt  es  mindestens  einen  WeH  |  ztvischen  a 

und  ß  derart,  daß  ~^, — ^~  =  A^  •    Dieser  Satz  kommt  zu- 

erst  bei  Cauchy*)  vor,  wenn  aucli  mit  der  speziellen  Voraus- 
setzung, daß  f{cc)  =  q)(ci)  =  0  sei. 

Um  ihn  zu  beweisen,  konstruiere  man  aus  f(x)  und  (p{x) 
die  neue  Funktion 

t{x)  =  f{x)  -  f{a)  -  icpix)  -  g,ia))A=m.. 

der  Bruch,  welcher  im  Ausdrucke  dieser  Funktion  vorkommt, 
hat  sicher  eine  bestimmte  Bedeutung,  da  (p(a)  nicht  gleich 
sein  kann  gp(/3),  indem  sonst  nach  dem  Satze  von  Rolle  (p'{x) 
an  einer  Stelle  zwischen  a  und  ß  verschwinden  müßte,  ent- 
gegen der  Voraussetzung.  Die  Funktion  ^^(x)  hat  nun  im 
Intervall  (a,  ß)  einen  Differentialquotienten,  nämlich 

und  es  ist  xl,'(a)  =  0,  ^(/3)  =  0;  folglich  existiert  nach  dem 
Satze  von  Rolle  mindestens  eine  Stelle  |  zwischen  a  und  ß, 
wo  il^'iX)  =  0,  d.  h.  wo 

^    ^  <p{ß)-cp{a)  qp'(l)' 

Die  Formel  kann  wieder  auf  zwei  beliebige  Stellen  x  und 
X  -\-  h  aus  (a,  ß)  angewandt  werden  und  lautet  dann: 

(9-\  /"(a:  -\rh)  —  f{x)    ^   f'{x-\-dh)  _      (C)  ^  ß  ^  ■[\ 

^^  (f{x^h)  —  q){x)        (p'{x-\-eh)^      \^yj^u<^i). 

Setzt  man  (p{x)  =  x^  wodurch  den  Voraussetzungen  des 
Theorems  Genüge  geleistet  ist,  so  gehen  die  Formeln  (1)  und 
(2)  in  die  gleichbezeichneten  des  Art.  38  über. 

§  5.     Die   höheren   Differentialquotienten    und   Differentiale. 

40.  Begriff  des  n-ten  Differentialquotienten.  Wenn 
die  in  dem  Intervall  (a,  ß)  stetige  Funktion  f(x)  an  allen 
Stellen  des  Intervalles   einen  Differentialquotienten   besitzt,   so 


•)  Le90ns  sur  le  calcul  difFerentiel,  Paris  1829,  p.  33. 
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konstituieren  die  Werte  dieses  DifiPerentialquotienten  mit  den 
zugehörigen  Werten  der  Variablen  eine  neue  Funktion  im 
Intervall  («,  ß),  welche  die  Ableitung  oder  Derivierte  oder  auch 
der  Differcntialquotient  von  f{x)  genannt  und  mit 

fix)     oder     DJ(x) 
bezeichnet  wird. 

Ist  f'{x)  wieder  stetig  im  gauzen  Intervall  {a,  ß)  oder  in 
einem  Teile  desselben  oder  mit  Ausschluß  einzelner  Stellen, 
und  läßt  es  wie  f(x)  eine  Ableitung  zu,  so  wird  diese  die 
ziveite  AhJeitiing  oder  der  ziveite  Differentidlquotient  von  f{x) 
genannt  und  mit 

f'\x)     oder     D^^f{x) 

bezeichnet.  Begrifflich  stellt  dies  Zeichen  also  jene  Funktion 
dar,  welche  an  der  Stelle  x  bestimmt  ist  durch 

^.^n.+/o-r(:.). 

So  fortschreitend  gelangt  man  zu  der  dritten,  vierten,  .  .  .  wten 
Ableitung  oder  zu  dem  dritten,  vierten,  .  .  .  wten  Differential- 
quotienten; die  dafür  gebrauchten  Zeichen  sind: 

r{x),  r\x), . . .  f%x) 

oder 

■Z>xY(^);     DJ  fix),...  DJ' fi^). 
Sofern  die  Voraussetzung  der  Stetigkeit  und  Differenzierbarkeit 
erfüllt  bleibt,  hat  die  Bildung  der  höheren  Differentialquotien- 
ten keine  Schranke. 

Wenn  man  aus  dem  Gebiet  der  reinen  Analysis  auf  das- 
jenige der  Anwendungen  sich  begibt,  wobei  x  und  f(x)  die 
Maßzahlen  für  gewisse  einander  bedingende  Größen  bedeuten, 
können  auch  die  höheren  Differentialquotienten  eine  sachliche 
Bedeutung  erlangen.  Bei  der  phoronomischen  Auffassung,  bei 
welcher  f{x)  den  in  der  Zeit  x  zurückgelegten  geradlinigen 
Weg  eines  in  Bewegung  begriffenen  Punktes  darstellt,  kommt 
zunächst  dem  zweiten  Differentialquotienten  eine  wichtige  Be- 
deutung zu. 

Es  ist  22,  1)  erklärt  worden,  daß  der  erste  Differential- 
quotient/"(*•)  die  im  letzten  Augenblicke  der  Zeit  x  herrschende 
Geschwindigkeit  ausdrückt.     Ist   die  Bewegung  so   beschaffen, 
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daß  die  Geschwindigkeit  innerhalb  beliebiger,  aber  gleicher 
Zeitintervalle  um  Gleiches  sich  ändert,  so  nennt  man  die 
während  der  Zeiteinheit  erfolgende  Geschwindigkeitsänderung 
Beschleunigung  und  die  Bewegung  selbst  eine  gleichförmig  be- 
schleunigte (oder  gleichförmig  verzögerte,  wenn  die  Beschleuni- 
gung negativ,  die  Geschwindigkeit  also  mit  der  Zeit  abnehmend 
ist).  Auf  eine  ungleichförmig  beschleunigte  Bewegung  ist  der 
Begriff  der  Beschleunigung  nicht  ohneweiters  übertragbar;  der 

Quotient 

f'{x-\-h)-f'{x) 
h 

aus  der  während  des  Zeitintervalls  (;r,  x  +  h)  erfolgten  Ge- 
schwindigkeitsänderung durch  die  Größe  h  des  Zeitintervalls 
bedeutet  die  während  dieses  Zeitintervalls  durchschnittlich  auf 
die  Zeiteinheit  entfallende  Geschwindigkeitsänderung;  je  kleiner 
h,  desto  geringer  die  Ungleichförmigkeit  in  der  Beschleunigung, 
desto  mehr  Berechtigung  hat  man,  den  angeschriebenen  Quo- 
tienten als  Maß  der  Beschleunigung  während  des  erwähnten 
Zeitintervalls  anzusehen,  und  konvergiert  derselbe  mit  gegen 
die  Grenze  Null  abnehmendem  h  gegen  einen  bestimmten 
Grenzwert,  so  wird  dieser  Grenzwert 

lim  f'{x-\-h)  —  f'{:x) 

h  =  ±Q  '*■ 

als  die  im  letzten  Augenblicke  der  Zeit  x  herrschende  Be- 
schleunigung erklärt. 

Drückt  also  f{x)  den  hei  geradliniger  Bewegung  in  der  Zeit 
X  mrüclgelegtcn  Weg  aus,  so  hat  der  ziveite  Differentialquotient 
f"{x)  die  Bedeutimg  der  im  letzten  Augenblicke  der  Zeit  x 
herrschenden  Beschleunigung. 

41.  Bildung  höherer  Differentialquotienten.  Zur 
Bildung  der  höheren  Differentialquotienten  einer  Funktion  be- 
darf es  neuer  Regeln  nicht,  da  es  auf  wiederholte  Bildung  des 
ersten  Differentialquotienten  ankommt.  Wenn  es  sich  jedoch 
darum  handelt,  für  den  allgemeinen  oder  wten  Differential- 
quotienten eine  independente  Formel  aufzustellen,  dann  führt 
das  direkte  Verfahren  nur  in  einigen  wenigen  Fällen  zum  Ziele. 
In  einigen  anderen  FäUen  kann  man  sich  dadurch  helfen,  daß 
man    die   Funktion   als    Summe    oder    als    Produkt    einfacherer 
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Funktionen  darstellt,  deren  allgemeine  Differentialquotienten 
in  independenter  Form  bekannt  sind. 

I.  Direldes  Verfahren.     1)  Für  f(x)  =  a;"'  ergibt  sich  durch, 
sukzessive  Differentiation 

Dx""  =  mx-'"-\      D^-x"'  =  m (m  —  1) x"'--,  .  .  . 
so  daß 

(1)  D"x"'  =  m  (w  —  1)  •  •  •  {m  —  w  +  1) a;"*-". 

Läßt  man  ax  -f-  6  an  die  Stelle  von  x  treten,  so  ändert  sich 
die  Formel  nur  insoweit,  daß  rechts  der  Faktor  a"  hinzu- 
kommt, weil  bei  jedesmaliger  Differentiation  mit  dem  Diffe- 
rentialquotienten von  ax  -\-  h,  d.  h.  mit  a  multipliziert  werden 
muß  (25  (7));  es  ist  also 

(2)  D"{ax  +  &)'"  =  m(w  —  1)  •  •  •  (w  —  w  +  l)a"(ax  +  h)"'-''. 
Ist  m   eine  positive   ganze  Zahl,   so    wird  der  mte  Diffe- 
rentialquotient von  x"^  eine  Konstante: 

I)"'x'"=  7n(m  —  l)--  -1 
und  alle  höheren  sind  Null.     In  jedem  andern  Falle  kann  die 
Bildung    der    Differential quotienten    unbeschränkt    fortgesetzt 
werden. 

2)  Für  f{x)  =  Ix  hat  man  Dlx  =  —  =  a;~^,  somit 
DHx  =  D'^-'x-^', 
hier  tritt  nun  die  Formel  (1)  in  Kraft,  und  zwar  ist  w  =  —  1 
und  n  durch  n  —  1  zu  ersetzen,  so  daß 

(3)  D.i^  =  i^i):-'-'-^---<"-'). 


x" 


auch  diese  Formel  kann  dadurch  verallgemeinert  werden,   daß 
man  ax  -\-  h  an  die  Stelle  von  x  treten  läßt,  und  es  wird 

(4)  DH(ax  +  o)=^- ^  ^ 

3)  Aus  der  Formel  De^=e'  folgt  unmittelbar 

(5)  Z)"e^=e^; 
hingegen  ist  De^^  =  Jce^^  und 

und  weil  a'=e'^°',  so  ergibt  sich  hieraus 

(6)  D"a''=^{laya'. 
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4)  Die  Formel  JD  sin  x  =  cos  x  =  sin  [x  +  ^]  zeigt,  daß 
die  einmalige  Differentiation  des  sin  x  der  Vermehrung  des 
Arguments  um         äquivalent  ist;  infolgedessen  wird  »*- malige 

Differentiation  einer  Vermehrung  des  Arguments  um  n  -—   äqui- 
valent sein;  es  ist  also 

(7)  i)"  sin  X  =  sin  ix  +  w  — ]  • 

Durch  denselben  Schluß  ergibt  sich  aus  D  cos  x  =  —  ^inx 
=  cos  [x  -\-  yJ  : 

(8)  D"  cos  X  =  cos  ix  -\-  n-~\  ■ 

Vermöge  der  Periodizität  nehmen  die  rechten  Seiten  der 
Formeln  (7)  und  (8)  nur  je  vier  verschiedene  Werte  an,  näm- 
lich die  n  =  0,  1,  2,  3  entsprechenden,  und  diese  in  zyklischer 
Wiederholung. 

IL  Zerlegung  in  Teile.  Hat  man  fi^x)  als  Summe  zweier 
oder  mehrerer  Funktionen  dargestellt,  etwa  f{x)  =  (p(x) -\-iIj{x), 
so  ist  (24,  (1)) 

DY(^')  =  B^ffix)  +  B^'ipix). 

^"  a^-Vx-  =  ^-[-^"(^  +  ^^)''  +  ^"(^  -  ^^)"']5 

auf  die   Ausdrücke   der  rechten   Seite   ist   die   Formel  (2)    an- 
wendbar, und  man  findet 

/Q .  T). __1 (-iri-2---n-&"  r i__  (- 1)'» 


Für  «  =  1  und  h  =  i  ergibt  sich  hieraus 
^,,      1  (-  ir  1  .  2 


Diese  Formel  kann   dazu   verwendet  werden,   den  allgemeinen 
Differentialquotienten  von  arc  tg  x  zu  bestimmen;    da  nämlich 

B  arc  tg  a;  =  -—,     ^ ,  so  ist  B"  arc  tg  x  =  D" ""  ^  — -, — s ,  also  auf 

Grund  der  letzten  Formel: 


(lOj    Z»"  arc  tg  a;  = 


(— i)"~M .2- ..(«  — 1)  r     1  1 


2i  l(x  —  tT       (x  +  tT. 
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2)  Es  ist  cos  ax  cos  hx  =  ~  [  cos  (a  -\-h)x-\-  cos  {a  —  h)x  ] , 
mithin 

(11)  D"  cos  ax  cos  hx  =      "^  —  cos   (a  +  &)a:  +  '*  y 

+  ^^       ^^^  [("  ~  ^')^'  +  ^^   2  ]' 

III.  Zerlegung  in  Faläaren.     Die  Funktion  y  =  /"(ic)  sei  in 
zwei   Faktoren   e<  =  qD(rr)  und  v  =  ip{x)   zerlegbar,   für  welche 
der   allgemeine   Ausdruck   des   rten   Differentialquotienten    be- 
kaimt  ist.     Durch  sukzessive  Differentiation  ergibt  sich,  wenn 
man  die  aufeinanderfolgenden  Ditferentialquotienten  von  ?/,  u,  v 
mit  y ,  u  ,  v';  y",  u",  v";  .  .  .  bezeichnet: 
y'  =  11    V  +  uv' 
y"  =  u"  V  +  2u'  v'  +  uv" 
y'"  ==  n"'v  -\-  ?>u"v'  -\-  'du'v"  -\-  uv'"  ] 
woraus  der  Schluß  gezogen  werden  kaun,  daß 

(12)  y(")=  M(")t'  +  ('j')  w("-i)!;'+  (t;)  M(«-2)y"^  ...  ^  ^^^(,0. 

in  der  Tat,  gilt  diese  Formel  bei  irgendeinem  n,  so  gilt  sie 
auch  bei  w  +  1,  denn  eine  neuerliche  Differentiation  gibt 

und  weil  allgemein  (._  ^  )-'-()  =  (  ] ,  so  ist 

y(n  +  1)  =  u(n  + 1)  ^,  _|.  (^'^  +  ^  j  ,^^(«)  j;'  +  {^'  +  ^  j  ^,1«  -  1)^"  +  .  .  .  _^  ^^  ^{n  +  1) . 

da  nun  das  Bildungsgesetz  auf  direktem  Wege  für  m  =  1,  2,  3 
erwiesen  ist,  so  gilt  es  allgemein.  Die  Gleichung  (12),  unter 
dem  Namen  der  Le ihn iz sehen  Formel  bekannt,  läßt  eine  kurze 
symbolische  Darstellung  zu;  schreibt  man  nämlich 

(12*)  D"{iiv)  =  {u  +  vy, 

so  bleibt  nur  zu  beachten,  daß  man  in  den  Gliedern  der 
Potenzentwicklung  die  Potenzexponenten  in  Ordnungsexponen- 
ten von  Differentialquotienten  zu  verwandeln  und  die  End- 
glieder u'^v^  und  w°ü"  durch  m(")i;,   bzw.   uv'-"^   zu   ersetzen  hat. 


Zweiter  Abschnitt.    Differentiation  von  Funktionen  einer  Variablen.    93 

Als  Beispiel   der  Anwendung  der  Formel  (12)   möge  die- 
selbe Funktion   gewählt  werden,   welche   in  U.  2)   als  Summe 
dargestellt  worden  ist,  nämlich  cos  ax  cos  hx\   man  erhält  un- 
mittelbar 
D "  (cos  ax  cos  hx}  =  a"  cos  iax  -\-  n-\  cos  hx 

"^  ( 1 )  ^"~  ^^  ^°^  (^'^  +  w  —  1  y)  cos  {hx  +  ^  j  + 
■\-{^)  a"~^h-  cos  (ax  -ir  n  —  2  ~)  cos  {bx  +  2  y)  -|-  ■  •• 

■  •  -  -\-  h"  cos  ax  cos  {bx  +  >^  v) ' 

42.  Die  höheren  Differentiale.  Wir  nehmen  den  in 
"Z'd  entwickelten  Begriff  des  Differentials  einer  Funktion  f{x) 
wieder  auf,  wonach 

(1)  df(x)=f'(x)dx] 

die  begriffliche  Bedeutung  desselben  geht  dahin,  daß  es  die 
Änderung,  welche  die  Funktion  bei  dem  Übergänge  von  x  zu 
X  -\-  dx  erleidet,  um  so  genauer  darstellt,  je  kleiner  dx  ist,  ja 
daß  man  durch  Einschränkung  von  dx  den  Unterschied  zwischen 
der  Änderung  der  Funktion  und  ihrem  Differential  nicht  nur 
an  sich,  sondern  auch  im  Verhältnis  zu  dx  beliebig  klein 
machen  kann. 

An  dieser  Stelle  möge  auf  die  Verschiedenheit  der  Be- 
deutung hingewiesen  werden,  welche  den  Zeichen  dx  und  df{x) 
in    der    Gleichung  (1)    einerseits    und    in    dem    Leibnizschen 

Symbol  für  den  Differentialquotienten  — ,  ^  anderseits  zukommt. 

Hier  bedeuten  dx  und  df{x)  zugleich  gegen  die  Grenze  XuH 
konverorierende ,  also  unendlich  Mein  iverdende  Größen  und  das 

Symbol  — ,  -  selbst  den  Grenzwert  ihres  Quotienten;  dort  be- 
deutet dx  eine  endliche  und  df{x)  eine  dem  dx  proportionale 
ebenfalls  endliche  Größe,  beide  sehr  Idein  in  Ansehung  der 
endlichen  Rechnungsgrößen  wie  etwa  x  und  f{x)  selbst;  der 
Grad  der  Kleinheit  ist  dabei  relativ  und  abhängig  von  der 
Schärfe,  in  welcher  die  bezügliche  Rechnung  ausgeführt  werden 
soU.     So  ist  z.  B.  (30) 

d  log  sin  a;  =       °     dx  =  J/  cotg  xdx] 
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für  X  =  arc  300=  |^,  dx  =  arc  1'=  ^^^^  =  0,000290  88  . .  . 
ergibt  sich  bei  Abkürzung  auf  5  Dezimalen 

d  log  sin  30»  =  0,434  29 1 4  •  1,732  050  6  •  0,000  290  9 
=  0,000  22 
und  dies  stimmt  mit  der  in  fünfstelligen  Tafeln  bei  log  sin  30 '^ 
angegebenen  Differenz  pro  Minute  überein;  selbst  bei  einer  auf 
7  Dezimalen  angelegten  Rechnung  erhält  man 

£?log  sin  30«=  0,000  218  8 
nur  in  der  siebenten  Stelle  abweichend  von  der  in  siebenstelligen 
Tafeln  bei  log  sin  30°  angegebenen  Differenz  0,000  218  7. 

Die  mit  einem  feststellenden  dx  für  verschiedene  Werte 
von  X  gebildeten  Werte  von  df(x)  definieren  eine  Funktion 
von  X,  und  von  dieser  kann  neuerdings  das  Differential  ge- 
bildet werden;  man  bezeichnet  es  statt  mit  d{df\x))  kurz  mit 
d^fix)  und  hat 

(2)  d^f{x)  =  J)[f'{x)  dx]dx=^  rix)  dxK 
Hiernach  ist  das  zweite  Differential  formell  das  Produkt  aus 
dem  zweiten  Differentialquotienten  mit  dem  Quadrat  des  Diffe- 
rentials der  Variablen,  begrifflich  aber  stellt  es  den  Unterschied 
der  ersten  Differentiale  an  den  Stellen  x  und  x  -\-  dx  mit 
Außerachtlassung  von  Größen  höherer  Kleinheitsordnung  als 
dx^  dar. 

Aus  der  Definitionsgleichung  (2)  ergibt  sich  als  Folgerung 

(3)  r(^)  =  ^; 

die  rechte  Seite  ist  das  von  Leibniz  für  den  zweiten  Diffe- 
rentialquotienten gebrauchte  Symbol,  gleichbedeutend  also  mit 
f"(x)  und  D^x). 

Wird  dx  als  gegen  Null  konvergierende,  also  als  un- 
endlich klein  werdende  Größe  von  der  ersten  Ordnung  auf- 
gefaßt, so  ist  das  erste  Differential  df(x)  =  f'{x)  dx,  voraus- 
gesetzt, daß  f'(x)  einen  bestimmten  von  Null  verschiedenen 
Wert  hat,  ebenfalls  eine  unendlich  klein  werdende  Größe  der 
ersten,  das  zweite  Differential  d^f{x)  ==  f"(x)dx^  unter  einer 
analogen  Voraussetzung  über  f"{x)  eine  unendlich  kleine  Größe 
zweiter  Ordnung. 
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Bei  der  Darstellung  der  Funktion  f{x)  durch  die  Ordinaten 
einer  Kurve  kann  auch  das  zweite  Differential  durch  eine 
Liniengröße  verdeutlicht  werden;  bezüglich  des  ersten  Diffe- 
rentials ist  es  am  Schlüsse  von  23  geschehen.  Ist  (Fig.  11) 
OP==x,  OP'=x-{-  dx,  OP"=x  +  2dx,  MB'  die  Tangente 
in  M,  31' R"  die  Tangente  in  M',  MQ'  Fig.  ii. 

sowie  31'  Q"  parallel  zu  OX,  so  hat  Q' R' 
die  Bedeutung  des  Differentials  an  der 
Stelle  X,  Q"R"  die  Bedeutung  des  mit 
dem  nämlichen  dx  gebildeten  Differentials 
an  der  Stelle  x  -[-  dx]  der  Unterschied 
dieser  zwei  Strecken,  welcher  nach  Kon- 
struktion des  Parallelogramms  Q'Q"S"R' 
in  der  Strecke  S" R"  erhalten  wird,  ist  mit  Außerachtlassung 
von  Größen  höherer  Kleinheitsordnung  als  dx^  das  zweite 
Differential. 

Man  kann  in  der  Bildung  der  Differentiale  fortschreiten 
und  erhält  —  immer  unter  der  Voraussetzung  eines  feststehen- 
den dx  —  aus  (2)  das  dritte  Differential 

d''f(x)  =  DJf"{x)  dx^  ]  dx  ==  f"'(x)  dx\ 

und    so    fortfahrend    allgemein    für    das    nie    Differential    den 
Ausdruck: 

(4)  d''f{x)=f^"^{x)dx''. 

Daraus  ergibt  sich  die  von  Leibniz   eingeführte  Bezeichnung 
für  den  wten  Differentialquotienten: 

crf{x) 

Jeder  Formel  zwischen  den  Differential quotienten  mehrerer 
Funktionen  einer  Variablen  x  läßt  sich  eine  Formel  zwischen 
den  Differentialen  zuordnen  und  es  bedarf,  um  zu  der  letzteren 
zu  gelangen,  nur  der  Multiplikation  der  ersteren  mit  einer 
entsprechend  hohen  Potenz  des  Differentials  dx  der  Variablen; 
so  folgt  aus 

D{fp{x)}p{x^]  =  (p'{x)xp(x)  +  (p{x)'il/{x) 

qp  (x)  qp'  {x)  ipix)  —  qp  (x)  ip'  (x) 


D 


II)  {x)  1p  {xy 
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durch  Multiplikation  mit  dx: 

d[(p{x)ip{x)]  =  %p{x)  •  d(f}{x)  -f  (p{x)  •  dxl^{x) 

,  q}{x)         ip{x)  •  dq>{x)  —  (p{x)  •  dtp{x) 
il}(x)  "^  ^^(^  ' 

aus  (41,  III.) 

i)«(wt')  =  ii(")v  +  (  j  )  i«(«-^)t;'  +  (  2  )  ^*("-')^'"  +  •  •  •  +  uv^"^ 
durch  Multiplikation  mit  dx": 
d^iuv)  =  d^u-  V  -j-(J^Ad''-ht-dv-{-(l]d"-hi-d-v-\ -^ud^v. 

Die  in  diesem  Paragraphen  getroffene  Voraussetzung  der 
Konstanz  von  dx,  d.  h.  seiner  Unabhängigkeit  von  x,  ist  von 
so  fundamentaler  Bedeutung  für  die  Differentialrechnung,  daß 
es  notwendig  erscheint,  mit  einigen  Worten  auf  sie  einzugehen. 

Von  vornherein  stünde  nichts  im  Wege,  dx  als  eine 
Funktion  von  x  zu  wählen  und  ihm  die  Form  dx  =  c(.%{x)  zu 
geben,  wobei  a  eine  infinitesimale,  d.  h.  bei  Grenzprozessen 
gegen  Null  konvergierende  Größe  bedeutet.  Auf  die  Bestim- 
mung der  Differentialquotienten  hätte  dies  keinen  Einfluß,  weil 
es  bei  den  hier  betrachteten  Funktionen  auf  die  Art,  wie  dx 
gegen  Null  konvergiert,  nicht  ankommt.  Aber  für  die  Diffe- 
rentiale ergäbe  sich  bei  solcher  W^ahl  eine  andere  Rechnung, 
indem  nämlich,  f{x)  =  y  gesetzt : 

dy-  =  y'dx 

d-y  =  y" dx"'  +  y  d^x 

(^^y  =  y"'dx^-\-  oy'dxd^x  -\-  y'd^x 


würde,    worin  dx,  d^x,  d^x,  ...    zu    ersetzen   sind   durch  die 
Ausdrücke 

dx  =  ccx 

d^x  =  a^xX 

d^x=a^_xx'+x'x"\- 


Aus  jeder  Annahme  über  x{^)  würde  eine  besondere  Diffe- 
rentialrechnung folgen.  Die  einfachste  Annahme  ist  ;^(a;)  =  l; 
sie  führt  zu  einem  koiistanten  dx  und  weiter  zu  d"X  =  d^x  =  0. 


Zweiter  Abschnitt.    Differentiation  von  Funktionen  einer  Variablen.    97 

Es  ist  bemerkenswert  und  ein  Beleg  für  den  außerordentlichen 
Scharfsinn,  daß  Leibniz  schon  bei  der  Begründung  der  Difie- 
rentialrechnung  auf  diese  einfachste  Form  derselben  verfallen  ist. 

§  6.     Transformation  der  unabhängigen  Variablen. 

43.  Die  Differentialquotienten  in  bezug  auf  eine 
neue  Variable.  Es  ist  eines  der  wichtigsten  Hilfsmittel  ana- 
lytischer Untersuchungen,  daß  man  an  die  Stelle  der  Variablen, 
welche  in  einem  Problem  auftreten,  andere  einführt,  die  mit 
ihnen  in  einem  gegebenen  Zusammenhange  stehen.  Man  be- 
zeichnet diesen  Prozeß  als  Transformation  der  Variablen. 

Hier  soll  zunächst  der  einfachste  Fall  behandelt  werden, 
darin  bestehend,  daß  in  einem  funktionalen  Zusammenhange 
zwischen  zwei  Variablen  y,  x,  in  welchem  x  die  Rolle  der  un- 
abhängigen  Veränderlichen  spielt,  an  die  Stelle  von  x  eine  neue 
unabhängige  Variable  treten  soll.  Er  erscheint  in  zwei  verschie- 
denen Formen,  welche  nachstehend  getrennt  behandelt  werden. 

I.    Irgend  eine  Funktion  y  der  Variablen  x  ist  mit  x  und 

ihren  Differentialquotienten  -^ ,  -s  i,  •  •  •   zu   einem  Ausdruck 

oder  zu   einer  Relation  verbunden;    an  die   Stelle  von  x  wird 
u  als  neue  unabhängige  Variable   eingeführt   durch  die  Trans- 
formationsgleichung 
(1)  x  =  (f{u); 

wie  gestaltet  sich  der  Ausdruck  oder  die  Relation  in  den  Va- 
riablen y,  u  und  den  neuen  Differentialquotienten  -y^,  -j-—,---? 

Durch  Vermittlung  von  (1)  wird  y  zu  einer  zusammen- 
gesetzten Funktion  von  u,  daher  ist  (28) 

dy        dy  dx 

du        dx  du^ 

bei  neuerlicher  Differentiation  in  bezug  auf  u  ist  darauf  zu 
achten,  daß  auch  ---  durch  Vermittlung  von  (1)  Funktion  von 
u  ist;  daher  hat  man  weiter 

d^y d^y  idxX*  .    dy    d^x 

dx^  \du/         dx    du^ 


du' 


d^y d^y  /dx\^       ^  d^y  dx    d^x        dy 

du^        dx^  \du/  dx^  du    du''        dx 


d^x 
du^' 


Gz  über,  Vorlesungen.     I.    3.  Aufl. 
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Die  in  diesen  Gleichungen  auftretenden  Differentialquotienten 
von  X  sind  aus  der  Transformationsffleichuncr  bestimmbar:  ^vir 
bringen  dies  zum  Ausdruck,  indem  wir  schreiben: 

d'ii  ,■   N,  (i*v    ,       11 ,       dy 


daraus  ergibt  sich  durch  sukzessive  Auflösung: 
dy         du 


(2) 


dx      qp'C«) 

a-y dtt*  a« 

dx-  ^'(i*)' 


Ersetzt  man  in  dem  vorgelegten  Ausdruck  oder  in  der  zu 
transformierenden  Relation  x  durch  wiu),  -j^,  -j-^,  .  .  .  durch 
die  eben  gefundenen  Ausdrücke,  so  ist  die  Aufgabe  gelöst. 

II.    In  einer  gegebenen  Funktion 

ist  mittels  der  Transformationsgleichung  (1)  u  als  unabhängige 
Variable  einzuführen:  wie  stellen  sich  die  Differentialquotienten 

-T^,  -r-^,  ...  in  der  neuen  Variablen  dar? 
Die  Einführung  von  u  in  (3)  gibt 

(4)  y  =f[cp{u^]  =  jp{u), 

wo  nunmehr  xl<  das  Zeichen  für  eine  bekannte  Funktion  ist;  es 
können  also  jetzt  in  (2)  auch  die  Differentialquotienten  von  \j 
in  bezug  auf  u  bestimmt  werden,  imd  man  erhält 
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,  dy       tp'iti) 


Ol 


dx       qp'(«) 

d-y       cp'  {u)tp"{u)  —  gj"  (w)  1/)'  (tt) 


dx- 


<p'{uy 


fi'y  ^  [fp'{'u)ij}"\u)—(p"'(uyil;'{u)](p'{u)  -  3  [(p'{u)ip"(u)-(p"{u)'^'(u)](p"{u) 
dx^  q)'(u)^ 


Damit  "wäre  die  vorgelegte  Aufgabe  gelöst;  den  Formeln 
(5)  läßt  sich  aber  eine  bemerkenswerte  Gestalt  geben,  an  der 
in  der  Folge  festgehalten  werden  soll.  Multipliziert  man  in 
der  ersten  Gleichung  Zähler  und  Xenner  mit  du^  in  der  zweiten 
mit  du^,  in  der  dritten  mit  du'^,  .  .  .  und  beachtet,  daß 
cp'{u)du  =  dg)(u)  =  dx,  (f"{ii)du^  =  d-(f{ii)  =  d^x,  .  .  .,  so 
schreiben  sich  die  Formeln  (5)  wie  folgt: 


{  T)        —  -^ 


(6) 


dx 
dxd-y 


d-xdy 


^^y-      dx^ . 

(dxd^y  —  d^xdy)dx  —  ^{dxd^y  —  d'xdy)d^x 


\i>.'y 


dx^ 


Die  rechten  Seiten  dieser  Gleichungen  sind  als  icirJdicJie  Quo- 
tienten aus  Differentialen  anzusehen,  und  diese  Differentiale 
beziehen  sich  auf  eine  leJiehige,  alle  jedoch  auf  dieselbe  unab- 
hängige Variable.  Diese  Formeln  (6)  werden  dann  zur  An- 
wendung kommen,  wenn  in  dem  funktionalen  Zusammenhange 
zwischen  y  und  x  die  unabhängige  Variable  noch  der  freien 
Wahl  überlassen  bleiben  soll.  Entscheidet  man  sich  für  x,  so 
ist  dx  als  Iconstante  Größe  zu  behandeln,  infolgedessen  drx  =  0, 
d^x  =  0,  ...  zu  setzen:    dann  führen  (6)  auf  die  Gleichungen 


^.y 


dy 
dx' 


i>.'y 


S^  ^^'y 


cTy 
dx^- 


deren  Inhalt  ein  bloß  formaler  ist.  Wählt  man  dagegen  y  als 
unabhängige  Variable,  vertauscht  also  die  Rollen  zwischen  y  und 
X,  so  gilt  dy  als  Jconstant  und  ist  somit  d^y  =  0,  d^y  =  0, .  . . ; 
führt  man  dies  in  den  Formeln  (6)  ein  und  dividiert  jedesmal 
Zähler  und  Nenner  durch  die  entsprechende  (1.,  3.,  5.,  .  .  .) 
Potenz  von  dy,  so  kommt 
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1 


(7) 


\ByX\^ 

^3  ^{D„^x\^—ByxD,^x 


[DyX]^ 

Die  erste  dieser  Formeln   ist  die   notwendige  Wiederkehr  des 
Satzes  in  27. 

Zu  der  Einführung  einer  neuen  unabhängigen  Variablen 
sei  eine  allgemeine  Bemerkung  hinzugefügt,  die  mit  den  Aus- 
führungen am  Schlüsse  von  42  im  Zusammenhange  steht.  So 
lange  x  unabhängige  Variable  ist,  stehen  benachbarte  Werte 
X  und  X  -\-  dx  an  allen  Stellen  des  Bereichs  gleich  weit  von 
einander  ab  und  es  besteht  die  Vorstellung,  daß  sich  der 
Punkt  (x)  auf  der  Zahlenachse  gleichförmig  im  positiven  Sinne 
bewege.  Das  alles  überträgt  sich  nun  auf  die  neue  Variable  u, 
gilt  aber  nicht  mehr  von  x.  Benachbarte  Werte  von  x,  die 
zu  benachbarten  Werten  u  und  u  +  du  der  neuen  Variablen 
gehören,  haben  nun  variablen  Abstand,  der  sich  nach  der 
Gleichung  dx  =  (p'{u)du  regelt,  und  während  sich  der  Punkt 
(«)  in  seinem  Gebiete  gleichförmig  bewegt,  führt  (x)  seinerseits 
im  allgemeinen  eine  andere  Bewegung  aus  und  kann  unter 
Umständen  auch  die  Bewegungsr/cA^itn^  wechseln.  So  wird, 
bei  festem  du,  dx  umso  größer  sein,  je  größer  der  Betrag 
von  (p'{u)  ist;  ferner  wird  sich  der  Punkt  (x)  in  gleichem 
oder  in  entgegengesetztem  Sinne  als  {u)  bewegen,  jenachdem 
rp'iii)  positiv  oder  negativ  ist,  und  wird  (bei  stetigem  Verlaufe 
von  cp'{u))  seine  Bewegungsrichtung  ändern,  wenn  ^'(«0  sein 
Vorzeichen  wechselt,  also  durch  NuU  geht. 

44.  Beispiele.  Die  Anwendung  der  gewonnenen  Formeln 
mögen  die  folgenden  Beispiele  erläutern. 

1)  Zwischen  y,  x  und  den  beiden  ersten  Differentialquo- 
tienten bestehe  die  Beziehung: 

d^y  _    _x dj/  y      ^  ^^ 

dx''       \-x''  dx^  \  —  x^         ' 

wie  gestaltet  sich  dieselbe,  nachdem   an   die  Stelle  von  x  die 
unabhängige  Variable  tt  mittels  der  Gleichung 

X  =  cos  M 
eingeführt  worden  ist? 
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Aus  den  Formeln  (2)  ergibt  sich 

cly  .         d-y    ,  cly 

,  -r-  7o  —  emu  ■   ,    ,  +  cosu  •  — ~ 

ay du  d-y  du^  du 

dx  sinit'         dx"  — sin'w 

und  durch   Eintragung   dieser  und   des  Wertes   von  x   in    die 
gegebene  Gleichung  verwandelt  sich  diese  in 

2)  Die  zweideutige,    in   dem   Intervall  (—  a,  +  a)    reelle 
Funktion 

y 

kann  durch  die  Substitution 

X  =  a  sin  u 
in  eine  eindeutige,  nämlich 

y  =  h  cos  u 
umgewandelt  werden,  und  zwar  ergibt  sich  der  positive  Zweig 
in     dem    Intervall    ( —,  +-s")>   der  negative  Zweig  in  dem 

(TT  3  7K\ 

^,  ---]   von  u.     Es   sind   die  Differentialquotienten 

-~ ,  -rA  in  der  Variablen  u  darzustellen. 
dx'    dx- 

Auf  Grund  der  Formeln  (5)  erhält  man 

dy  b   ,  d^y  b 

^-  tgw. 


dx  a     °     '        dx^  a^coa^u 

3)  Der  Ausdruck 

^  d^       ' 

dx- 

unter  der  Voraussetzung  gebildet,  daß  x  als  unabhängige 
Variable  gilt,  soll  so  umgestaltet  werden,  daß  die  Wahl  der 
unabhängigen  Variablen  noch  freisteht. 

Zu  diesem  Zwecke  setze  man  für        =  D  y  und  -y^  =  DJy 

die  Werte  aus  (6)  ein,  und  nach  einfacher  Umgestaltung  er- 
gibt sich: 

[dx'-\-dyY 
^       dxd-y  —  d^xdy 
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4)  Durch  die  Gleichung 

X  =  a  arc  cos        ^  —  ]/y(2a  —  ?/), 

in  welcher  die  zyklometrische  Funktion  mit  ihrem  Hauptwert 
nnd  die  Quadratwurzel  positiv  zu  nehmen  ist,  ist  x  als  ein- 
deutige explizite  Funktion  von  y  gegeben.  Es  sollen  die  Dif- 
ferentialquotienten von  y  in  bezug  auf  x,  d.  i.  D^y,  T>^y,  ... 
berechnet  werden. 

Aus  der  gegebenen  Gleichung  können  die  Differential- 
quotienten von  X  in  bezug  auf  y  unmittelbar  bestimmt  werden, 
nämlich 

Bx  =^       ^       -    "~^    =1/   y 


i/i     /«-y\     1^2/(2« 


2a  —  y  -\-  y  ^  a         -1 /2ä  —  y 

(2a  —  vY  (2a  —  vY  y 


y  (2a  —  yY        C-ia  —  yYr       y     ' 

setzt  man  diese  Werte  in  die  Formeln  (7)  ein,   so  findet  sich 


D,y  =  V"- 


y 


j.  c,     a         -I  /2  o  —  y     /2a — yV^ a 

^^'y  ^  ~~  (2«  —  yY  I         y  \      y      /    ~  ~  Y-' 

Zu  bemerken  ist,  daß  hierbei  DjJ,  T>^y  als  Funktionen 
von  y  dargestellt  sind  im  Gegensatze  zu  dem  Falle,  wo  ur- 
sprünglich y  als  explizite  Funktion  von  x  gegeben  ist. 

5)  Zu  zeigen,  daß  die  Gleichung 

^       '        '  dx-  dx 

durch  die  Substitution  x  =  a  tg  u  transformiert  wird  in 

du*        ^■ 

6)  Zu  zeigen,  daß  sich  die  Gleichung 

dx*  dx  "^ 

durch  die  Substitution  x  =  e"^  verwandelt  in 

0  +  »^!'  =  O. 


Fig.  12. 


Dritter  Abschnitt. 
Differentiation  von  Funktionen  mehrerer  Variablen. 

§  1.     Partielle  Differentialquotienten  und  Differentiale. 
Das  totale  Differential. 

45.  Stetigkeit  der  Funktionen  mehrerer  Variablen. 
Es  sei  ein  Bereich  P  der  beiden  unabhängigen  Variablen  x,  y 
gegeben  (8)  und  auf  diesem  Bereiche  2  als  eindeutige  Funktion 
dieser  Variablen  definiert:  z  =  f{x,  y)  (11).  Man  kann  den 
Bereich  P  durch  einen  Teil  der  auf  ein  rechtwinkliges  Achsen- 
systera  bezogenen  Ebene  geometrisch  darstellen  so,  daß  jedem 
Punkte  Jf  (Fig.  12),  welcher  inner- 
halb oder  auf  der  Begrenzung 
dieses  Teiles  liegt,  eine  Wertver- 
bindnng  xiy  entspricht,  die  dem 
Bereiche  angehört.  Durch  Zu- 
hilfenahme einer  dritten  Achse 
wird  es  möglich,  auch  den  zu  xjy 
gehörigen  Funktionswert  z  in  die 
Darstellung  einzubeziehen;  diese 
dritte  Achse  möge  im  Ursprung  0 

auf  der  Ebene  XOY  senkrecht  stehen  und  ihre  positive  Rich- 
tung OZ  nach  oben,  die  negative  OZ'  nach  unten  wenden; 
aus  M  werde  nun  eine  Parallele  tm  OZ  oder  OZ'  geführt,  je 
nachdem  3  positiv  oder  negativ  ist,  und  auf  ihr  die  Länge  von 
I  z  I  Einheiten  abgetragen;  der  Endpunkt  F  dieser  Strecke, 
die  man  die  Applikate  von  F  nennt,  kann  dann  zur  Darstellung 
von  z  an  der  Stelle  xjy  dienen. 

Läßt  man  x  ein  Intervall  {ccq,  ß^)  stetig  durchlaufen  und 
ordnet  ihm  Werte  y  zu,  welche  eine  stetige  Funktion  von  x 
konstituieren,  jedoch  so,  daß  die  Wertverbindung  x/y  oder  der 
Punkt  x/y  beständig  dem  Bereich  angehört,  so  beschreibt  der 
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Punkt  eine  den  Bereich  P  durchsetzende  Kurve  KL.  Da  y 
dabei  eine  Funktion  von  x  ist,  so  erscheint  z  =  fix,  y)  bei 
dieser  Auffassung  als  Funktion  von  x  allein,  und  ist  es  eine 
stetige  Funktion  von  x  (17),  so  beschreibt  der  Punkt  xlyjz  oder 
F  eine  Kurve  im  Räume;  wir  wollen  dann  sagen,  z  =  f{x,  y) 
sei  längs  der  Kurve  KL  stetig. 

Jst  z  =  fix,  y)  an  jeder  Stelle  des  Bereiches  P  eindeutig 
definiert,  längs  jeder  ihn  durchsetzenden  Kurve  stetig,  so  heißt 
f{x,  y)  eine  im  Bereiche  P  stetige  Funldion. 

Von  den  Eigenschaften  einer  solchen  Funktion  heben  wir 
die  folgende  hervor. 

Wenn  die  Funktion  f(x,  y)  in  dem  Bereiche  P  stetig  ist, 
so  läßt  sich  an  jeder  Stelle  x/y  innerhalb  des  Bereichs  zu  einem 
heliehig  Idein  festgesetzten  positiven  s  ein  hinreichend  kleines  posi- 
tives t]  bestimmen  derart,  daß  für  jede  von  x/y  verschiedene  Wert- 
verhindung x/y,  für  tvelche  \x—x\<.rj  und  |  y' — y  \  <.ri, 

(1)  \n^',y')-f(^,y)\<^- 

In  der  geometrischen  Darstellung  hat  dieser  Satz  die  Be- 
deutung, daß  zu  dem  Punkte  M{x/y)  als  Mittelpunkt  eine 
Umgehung  aßyö  in  Form  eines  Quadrates  von  einer  so  kleinen 
Seite  2?j  sich  konstruieren  läßt,  derart,  daß  der  zu  einem  be- 
liebigen Punkte  M'  dieser  Umgebung  gehörige  Funktionswert 
sich  von  dem  zu  M  gehörigen  dem  Betrage  nach  um  weniger 
als  E  unterscheidet. 

Die  Richtigkeit  des  Satzes  geht  aus  der  Definition  der 
Stetigkeit  im  Bereiche  P  hervor.  Auf  jeder  durch  M  geführten 
Geraden  läßt  sich  zu  jeder  Seite  von  M  ein  Grenzpunkt, 
M^  zur  einen,  M^  zur  anderen,  angeben,  derart,  daß  für  jeden 
zwischen  M^,  M^  auf  dieser  Geraden  liegenden  Punkt  die  Be- 
ziehung (1)  gilt  (17  (1)).  Denkt  man  sich  dies  für  alle  Geraden 
durch  M  ausgeführt,  so  wird  es  unter  den  Grenzpuukten  einen 
geben,  welcher  M  am  nächsten  liegt,  und  dieser  bestimmt  die 
verlangte  Umgebung*). 

Man  bezeichnet  die  in  dem  Satze  ausgesprochene  Eigen- 
schaft als   Stetigkeit  der  Funktion  f{x,  y)  an  der  Stelle  x/y; 


•)  Man  lege  durch  diesen  Punkt  einen  Kreis  vom  Zentrum  M  und 
schreibe  diesem  ein  nach  den  Achsen  orientiertes  Quadrat  ein. 


Dritter  Abschnitt.  Differentiation  von  Funktionen  mehrerer  Variablen.  105 

gewöhnlich  nimmt  man  sie  zum  Ausgangspunkte  und  erklärt 
dann  f{x,  y)  als  stetig  im  Bereiche  P,  wenn  es  an  jeder  Stelle 
desselben  stetig  ist.  Übrigens  kann  man  den  Inhalt  des  Satzes 
auch  in  der  Form  ausdrücken,  es  sei  der  zu  der  Stelle  xiy 
gehörige  Funktionswert  f^x,  y)  der  Grenzwert  von  fix' ,  y' )  bei 
beliebiger  unaufhörlicher  Annäherung  von  x'/y'  an  x/y,  in 
Zeichen 
(2)  lim     tlx,y')  =  f{x,y). 

x'  =  x,  !/'  =  !/ 

Ist  f(x,  y)  eine  in  dem  Bereiche  P  stetige  Funktion,  so 
ist  der  Ort  der  Punkte  F,  welche  die  Werte  der  Funktion  in 
dem  oben  entwickelten  Sinne  darstellen,  eine  Fläche  und 
2  =  f(x,  y)  wird  die  Gleichung  dieser  Fläche  genannt. 

Zur  Erläuterung  der  vorstehenden  Ausführungen  diene  die 

Funktion  f(x,  y)  ==    ^        g  •     Sie   ist  für  alle  Wertepaare  x/y 

eindeutig  bestimmt,  mit  alleiniger  Ausnahme  von  0/0,  wo  ihr 
Ausdruck  jede  Bedeutung  vei'liert.  Verfolgt  man  sie  längs  der 
durch  diese   Stelle   geführten   Geraden  y  =  Jcx,    so    nimmt  sie 

den  Ausdruck  f(x,  kx)  =    ^      ,  ,  g,  an,  der  unabhängig  ist  von 

X  und,   wie  klein  auch  dieses  werden  möge,  den  Wert  ^ 

annimmt,  so  daß     lim     f(x,  y)  auf  jeder  durch  0/0  geführten 

Geraden  einen  bestimmten,  auf  jeder  aber  einen  andern  Grenz- 

wert    -"    , .,  annimmt.     Die  betrachtete  Funktion  ist  stetig  im 

Bereich  der  ganzen  a:?/-Ebene  mit  Ausnahme  der  Stelle  0/0; 
sie  ist  stetig,  weil  konstant,  längs  jeder  durch  diese  Stelle  ge- 
führten Geraden,  und  doch  nicht  stetig  an  dieser  Stelle  selbst. 
Daher  ist  in  der  oben  aufgestellten  Definition  für  die  Stetig- 
keit  im  Bereiche  P  die  Voraussetzung  der  eindeutigen  Be- 
stimmtheit an  jeder  Stelle  des  Bereichs  unerläßlich. 

Von  einer  Funktion  n  =  ^{x^,  x^,  .  ■  ■  x^),  welche  für  einen 
gewissen  Bereich  der  n  Variablen  x^,  x^,  ■  .  ■  x^^  eindeutig  defi- 
niert ist,  wird  man  in  Analogie  mit  der  für  eine  Funktion 
zweier  Variablen  hervorgehobenen  Eigenschaft  sagen,  sie  sei 
an  der  Stelle  oder  in  dem  PunMe  x^'x^/  . . .  /x^  stetig,  wenn  sich 
zu  einem  beliebig  kleinen  positiven  s   ein  hinreichend  kleines 
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positives  ?;  so  bestimmen  läßt,  daß  für  jede  andere  Wert- 
verb induug  x^'/'x^'/  .  .  .  /xj,  für  welche 

!  ^i'—  ^1  \  <V,    I  <—  ^■2  \  <V,--  ■  \  ^n-^n\  <  V> 
die  Beziehung  besteht: 

I  f{Xi,  x^',  .  .  .  O  -  f(Xi,  X2,...  X,;)  I  <  £; 

und  die  Funktion  wird  weiter  als  stetig  im  Bereiche  gelten, 
wenn  sie  es  an  allen  Stellen  ist. 

46.  Partielle  Differentialquotienten  und  Differen- 
tiale. Es  sei  z  =  f{x,  y)  eine  im  Gebiete  P  stetige  Funktion; 
verfolfft  man  ihren  Verlauf  bei  einem  feststehenden  Werte  von 
y,  also  längs  einer  Geraden,  welche  das  Gebiet  P  parallel  zur 
.r-Achse  durchsetzt,  so  verhält  sie  sich  wie  eine  Funktion  von 
einer  Variablen  und  läßt  die  Bildung  der  für  solche  Funktionen 
aufgestellten  Begriffe  und  Größen  zu. 

Erteilt  man,  von  einem  bestimmten  Werte  x  ausgehend, 

demselben  eine  Änderung 

^x  =  h, 

so  erfährt  die  Funktion  die  partielle  Änderung: 

(1)  ^^z  =  f{x  +  li,  y)  -  f{x,  y) ; 
konvergiert  der  aus  beiden  gebildete  Differenzenquotient 

^0  _  f(x  +  h,y)  —  f{a:,y) 

während  h  den  stetigen  Grenzübergang  lim  /i  =  +  0  ausführt, 
gegen  einen  bestimmten  Grenzwert,  so  heißt  dieser  der  zur 
Stelle  xjy  gehörige  partielle  Differentialquotient  in  hezug  auf  x, 
wird  mit  D^f{x,  y),  oder,  in  einer  von  Jacobi  eingeführten 
Abänderung  des  Leibniz sehen  Symbols*)  für  den  Differential- 

quotienten  einer  Funktion  einer  Variablen,  mit  — Y~^^  ^  kürzer 

dz 

„    ,  bezeichnet,  so  daß 

(2)  i),^(^,j,).li„«^+14=«^. 

A  =  +  0  " 

Besitzt  die  Funktion  an  jeder  Stelle  von  P  einen  solchen 
Differentialquotienten,  so  ist  hierdurch  eine  neue  Funktion  im 


")  Die  vor  ihm  schon  Legendre  vorgeschlagen  hatte. 
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Bereiche  P  definiert,  welche  man  als  partielle  Ableitung  von 
f(x,  y)  in  bezug  auf  x  oder  auch  wieder  als  partiellen  Diffe- 
rentialquotienten nach  X  bezeichnet. 

Durch  Multiplikation  des  partiellen  Differentialquotienten 
mit  der  Änderung  /Ix  der  Variablen,  welche  letztere  begrifflich 
mit  dem  Differential  dx  derselben  zusammenfällt  (23),  ergibt 
sich  das  partielle  Differential  d^z  in  bezug  auf  x,  so  daß 

(3)  d^z  =  ^-  dx\ 

für  die  Beziehung  desselben  zur  Änderung  /i^z  gelten  die  bei 
Funktionen  einer  Variablen  gemachten  Bemerkungen  (23,  42j. 
Zu  analogen  Betrachtungen  wird  man  geführt,  wenn  man 
den  Verlauf  von  z  =  fix,  y)  bei  feststehendem  x,  also  längs 
einer  das  Gebiet  P  parallel  zur  2/- Achse  durchquerenden  Geraden, 
verfolgt;    aus  der  Änderung 

^y  =  h, 

die  man  einem  Ausgangswerte  y  erteilt,  entspringt  die  partielle 
Änderung 

(1*)  ^^z  =  f{x,y-\-T^)-f{x,y), 

dann  der  partielle  Differentialquotient  in  bezug  auf  y: 

^    ^  ()y     A  =  ±o  ^  ' 

einerseits  genommen  an  der  bestimmten  Stelle  xjy,  anderer- 
seits als  Funktion  im  Gebiete  P,  und  schließlich  das  partielle 
Differential  in  bezug  auf  y: 

Es  bedarf  keiner  näheren  Erläuterung,  wie  sich  diese  Be- 
trachtung fortsetzt,  wenn  es  sich  um  eine  Funktion  von  mehr 
als  zwei  Variablen  handelt*). 

47.  Der  totale  Differentialquotient  und  das  totale 
Differential.  Man  kann,  auf  die  geometrische  Darstellung 
bezugnehmend,    die  partiellen  Differentialquotienten    in    bezug 

*)  Lagrange  benutzte  für  die  Differentiation  nach  x  obere,  für  die 
Differentiation  nach  ij  untere  Indizes,  schrieb  also  z\  z^.  Andere  Be- 
zeichnungen sind  /^(a;,  y)i  fy{x,  y\  auch  f^.,  fy  oder  ^_^,  Zy  u.  a. 
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auf  X,  y  auch  als  Differcniialquotienten  in  der  Richtung  X,  bzw. 
Y  bezeichnen  und  kann  ihnen  den  Diff'erentialqiwtienten  in 
einer  beliebigen  RicMung  oder,  sofern  dabei  beide  Variablen 
zugleich  abgeändert  werden,  den  totalen  Differentialquotienten 
gegenüberstellen. 

Den  von  dem  Punkte  M(x/y)  (Fig.  13)  ausgehenden  Halb- 
ßtrahl  3I{S)  und   den   entgegengesetzten  M{S')   fassen  wir  in 

eins  zusammen,  sprechen  kurz 
von  der  „Richtung  S"  und 
charakterisieren  sie  durch  die 
hohlen  Winkel  q)  und  ip,  welche 
M{S)  mit  den  Richtungen  Jf(X) 


Fig.  13. 


und  3I(Y)  einschließt.  Der  auf 
31  {S)  liegende  Punkt  Jifi  gehöre 
zur  Wertverbindung  x  +  h/y  +  Je, 
wobei  3IQ  =  h,    QM^  =  l  ist-, 

die  Entfernung  3IM^  =  Js  =  Yh^  +  k^  werde  auf  M{S)  positiv 

gezählt;  dann  ist 

(4)  -^=C08Cp 


_-—  =  cos  th. 


Den  Unterschied  der  zu  xjy  und  x  +  hiy  +  h  gehörigen 
Funktiouswerte  bezeichnet  man  als  totale  Änderung  von  z  an 
der  Stelle  xjy  und   gebraucht   dafür   das  Zeichen  Jz,   so   daß 

(5)  /Iz  =  f{x  -j-h,  y  +  ]c)-  f{x,  y); 

der  entsprechende  Differenzenquotient  ist  —    und    läßt    sich 
folgendermaßen  umgestalten: 


(6) 


Az 
As 


f(x-j-h,y-\-k)-  fix,  y  +  Ä)  +  fix,  y  +  k)  —  f{x,  y) 


f{x-\-h,y  +  lc) 


As 

fix,  vi- Je)   h 


fix,  y  +  Jc)  —  fix,  y)   l 


k 


As 


h  As 

Kommt  der  Punkt  31^  auf  31{S')  zu  liegen,  nach  M^,  so 
ändern  h,  Je,  /Js  gleichzeitig  ihre  Vorzeichen,   die   Quotienten 

h  Z" 

— ,  —  behalten  also  für  beide  Lagen,  und  wie  nahe  auch 
As'   As  °     ' 

M^,  beziehungsweise  iHf^'  an  31  rückt,  die  in  (4)  angegebenen 
Werte  bei;  besitzt  ferner  die  Funktion  partielle  Differential- 
quotienten in  bezug  auf  x  und  y,  so  ist 
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A  =  ±  0  " 

wenn  endlich  der  erste  dieser  Diflferentialquotienten  eine  stetige 
Funktion  von  y  ist,  so  hat  man  weiter 

lim    li^t^^±2!lil±JplI^Biy±J^=f^{x,y)  =  ^^. 

A  z 
Man  hätte   den  Zähler  von  —     auch  erweitem  können  auf 

As 

fix  -{-h,  y  +  h)  —  fix  +  h,  y)  +  fix  +  li,  y)  —  fix,  y), 

und  es  hätte  sich  dann  bei  analog  durchgeführter  Betrachtung 
die  Bedingung  ergeben,  daß  f'  eine  stetige  Funktion  von  x 
sein  müsse,   damit  bei  lim  Ä;  =  0  und  lim  h  =  0  der  Quotient 

f{x-\-h,ii-\-k)-fix-{-h,y) 
k 

gegen  die  Grenze  fix,  y)  konvergiere. 

Bei  stetigem  beiderseitigen  Grenzübergange  von  x  +  h/y  +  /,: 
zu  X  y  in  der  Richtung  S,  wobei  die  Größen  Ji,  Je,  /1s  gleich- 
zeitig der  NuU  als  Grenze  sich  nähern,  konvergiert  also  der 
Quotient  (6)  gegen  den  Grenzwert 

/r,x  dz        dz  ,    dz 

(7)  ^^=.-cos9.  +  ^cos^, 

wenn  an  der  Stelle  xjy  entweder  f^  eine  stetige  Funktion  von 
y  oder  f^   eine  stetige  Funktion  von  x  ist*).     Man  nennt  dann 
diesen  Grenzwert  den  totalen  Differentialquotienten  der  Funktion 
fix,  y)  oder  ihren  Differentialquotienten  in  der  Pdchtuug  S. 
Für  die  Richtung  J/(X) 

9;  =0,         t  =  Y 
fallen    die   Begriffe    .—  und   ^,  für  die  Richtung  MiY) 


9P  =  V  ;         ^  =  ö 


dz        j  dz 

j-    und  „—  zusammen. 

ds  oy 


*)  Beides  ist  erfüllt,  wenn  f'^,  fy  stetige  Funktionen  von  x,  y  sind. 
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Aus  dem  totalen  Differentialquotienten  ergibt  sich  in 
analoger  Weise  wie  bei  einer  Funktion  einer  Variablen  durch 
Multiplikation  mit  ds  das  totale  Differential  dz  der  Funktion; 
da  nun  aus  (4) 

z/s  cos  cp  =  h  =  ^x,         zJs  cos  t^  =  A-  =  zJy 

folgt  und  bei  den  unabhängigen  Variablen  ^x  und  dx  einer- 
seits und  z/y  und  dy  anderseits  gleichbedeutend  sind,  so  er- 
sribt  sich  für  das  totale  Differential  der  Ausdruck 

(8)  d,  =  l~dx  +  l'y  dy, 

welcher  mit  Rücksicht  auf  (3)  und  (3*)  auch  in  der  Form 

(8*)  dz  =  d^z  +  d^z 

geschrieben  werden  kann. 

Das  totale  Differential  einer  Funktion  zweier  Variablen 
stellt  sich  demnach,  wenn  die  Bedingungen  für  die  Existenz  des 
totalen  Differentialquotienien  vorlianden  sind,  als  Sumyne  der  auf 
die  einzelnen  Variablen  bezüglichen  partiellen  Differentiale  dar 
und  bedeutet  begrifflich  einen  Wert,  der  sich  von  der  totalen 
Änderung  Jz  (5)  nur  um  Größen  höherer  Kleinheitsordnung  in 
bezug  auf  dx  und  dy  unterscheidet,  welch  letztere  vermöge  (4) 

für  jeden  von  0,  —  und  :t  verschiedenen   Wert  von  q)  Größen 

gleicher  Kleinheitsordnung  sind. 

Die  Richtung,  nach  welcher  das  Differential  (8)  genommen 
ist,  ergibt  sich  zufolge  (4)  aus  den  Gleichungen 

dx  dy 

.— ,— ,    =  cos  cp,     y~-==^^==-^-j  =  cos  ip 


eindeutig  in  dem  Intervall  (0,  2jr),  weil  für  das  Differential 
zwei  entgegengesetzte  Richtungen  nicht  äquivalent  sind  wie 
für  den  Differentialquotienten. 

48.  Geometrische  Deutung  des  totalen  Differen- 
tials. Bevor  auf  die  Ausdehnung  der  eben  entwickelten  Be- 
griffe auf  Funktionen  von  mehr  als  zwei  Variablen  eingegangen 
wird,  soll  ihre  geometrische  Bedeutung  erläutert  werden  für 
den  Fall,  daß  die  Werte  der  Funktion  z  =  f(x,  y)  durch  die 
Applikaten  einer  Fläche  dargestellt  werden. 
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Fig.  14. 


Es  sei  F  (Fig.  14)  der  zu  xjy  gehörige  Punkt  der  Fläche, 
FF'  die  Kurve,  welche  beschrieben  wird,  wenn  M  auf  der  zur 
iC-Achse  Parallelen  M3I'  fortschreitet,  FG'  die  Tangente  an 
diese  Kurve   in  F,  FH'  die  Parallele  zu   OX;    dann   ist  (23) 

ferner  sei  FF"  die  Kurve,  welche  bei  der  Bewegung  von  M 
auf  der  zur  y- Achse  Parallelen  31 M"  beschrieben  wird,  FG" 
die  Tangente  an  diese  Kurve 
in  F,  FH'  die  Parallele  zur 
?/- Achse;  alsdann  ist 

MM"=Jc  =  dy, 

H"F"=zi^,, 

H"G"=dyZ. 

Auf  dem  Wege  M"  M^  werde 
die  Kurve  F"F^,  auf  dem  Wege 
M'M^  die  Kurve  F'Fj^  beschrie- 
ben; wird  H"  H^  parallel  zur 
ic- Achse  geführt,  so  ist  H' H^ 
parallel  zur  ?/- Achse  und 

dagegen  schneidet  die  Ebene,  welche  durch  die  Tangenten  FG' 
und  FG"  gelegt  wird,  auf  der  Geraden  M^F^  einen  Punkt  G^ 
ein  als  vierte  Ecke  des  durch  G' FG"  bestimmten  Parallelo- 
gramms, und  führt  man  G" J^  parallel  zur  a;-Achse,  so  zerfällt 
die  Strecke  H^G^  in  die  Teile  H^J]^  und  J^G^,  deren  erster 
gleich  H"G",  deren  zweiter  wegen  der  Kongruenz  der  Dreiecke 
G"J^G^  und  FS'G'  gleich  H'G'  ist;  mithin  ist 
H^ G^  =^E'G'+  E" G"  =d^z-\-  d^z, 


also 


H^G^=dz. 


Die  Ebene  FG'G^G"  der  beiden  Tangenten  FG',  FG"  nennt 
man  die  Tangentialebene  der  Fläche  im  Punkte  F.  Hiernach 
ist  das  totale  Differential  hei  dem  Vhergange  von  der  Wertver- 
hindung x/y  zu  jener  x  +  dx/y  -f  dy  dargestellt  durch  die 
Änderung,  welche  die  Applikate  der  im  Punkte  oo/y/z  an  die 
Fläche  gelegten  Tangentialebene  dabei  erleidet. 
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49.  Ausdehnung  auf  drei  und  mehr  Variable. 
Handelt  es  sich  um  eine  in  dem  Bereich  li  eindeutig  definierte 
und  stetige  Funktion  ii  =  f(x,  y,  z)  der  drei  Variablen  x,  y,  z, 
so  läßt  der  Bereich  auch  noch  eine  geometrische  Versinnlichung 
zu  (9)  und  die  Betrachtungen  von  47  gestatten  fast  wörtliche 
Übertragung.  Der  von  dem  Punkte  M  des  Raumes,  welcher 
der  Wertverbindung  xjyjz  der  Variablen  zugeordnet  ist,  aus- 
gehende Halbstrahl  M{ß)  sei  durch  die  Winkel  cp,  iIj,  % 
charakterisiert,  die  er  mit  den  positiven  Halbachsen  des  (ortho- 
gonalen) räumlichen  Koordinatensystems  einschließt,  und  werde 
mit  dem  entgegengesetzten  Halbstrahl  M(S')  zusammen  kurz 
als  „Richtung  S"  bezeichnet.  Dann  ergibt  sich  unter  der 
(allerdings  zu  weit  gefaßten)  Voraussetzung   der  Existenz  und 

Stetigkeit  der  partiellen  Differentialquotienten  2~j  ö~7  ä~  ^^^r 
totale  Differentialquotient  in  der  Richtung  S: 
/r>N  d^t'       ^u  ,    du  ,     ,    du 

(9)  -I—  =  ^—  cos  CD  +   1-^  cos  1p  -{-  TT-  cos  7 

^  ^  ds       cx         ^       dy         ^    ^    dz         ^ 

und  daraus  das  totale  Differential: 

(10)  du  =  -^   dx  -\-  -K-  dy  +  tt-  dz, 
^     ^  dx         '   dy    "^      02       ' 

also 

(10*)  du  =  d^u  -f-  dyU  +  d^ii, 

wobei  die  Richtung  eindeutig  bestimmt  ist  durch 

dx  dy 

=  cos  q),    T—pzzzzzz — -^^      ■  ,  =  cos  ip, 


\ydx^-{-dy^-^dz'\  ^'     \ydx^+ dy*-^  dz^ 

dz 

r— ; --7  =  cos  y. 

\ydx^-^dy^+dz^\  ^ 

Bei  einer  Funktion  u  =  f(x^,  x^,  .  .  .,  x^)  von  n  (>  3)  Va- 
riablen hört  auch  die  Möglichkeit  der  geometrischen  Darstellung 
des  Bereiches  JR  auf;  man  behält  aber  die  geometrische  Aus- 
drucksweise bei,  ordnet  der  Wertverbindung  x^jx^j  .  .  .  /a;„  einen 
Punkt  31  im  >^-dimensionalen  Räume  zu,  bezogen  auf  ein 
H-achsiges  orthogonales  Koordinatensystem;  spricht  ferner  von 
der  Richtung,  welche  den  Punkt  31  mit  dem  Punkte 

üfj  .  .  .  iti  -f  dx^'x^  -\-  dxj  .  .  .  /x„  +  dx^ 
verbindet  und  bestimmt  sie  durch  die  Richtungskosinusse 
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cos  ^1  =  l7^=^^=^==^===^  ?  •  •  •  cos  gp„ - 


}/dx\-\-dxl-\ \-dxl\/  ^^       ydx\-\-dx\-\ \-dxl\ 

deren  Quadratsumme  1  ist;  nennt  weiter 


ds  =  I  'ydx.^^-\-  dx^^-\-  •••-{-  dx^  \ 

die  Entfernung  von  M  zu  Jf^-,  erklärt,  die  Stetigkeit  der  Ab- 

,   .,  du      du  .    . 

leitungen  - — ,  -^ —  ,  .  •  .  vorausgesetzt, 

°       cx^ '  ox^ '  =>  ' 

/ ^  1 ,         du        du  ,    du  ,  ,     du 

(1^)       ^  =  ä^  ^^^^'i  +  ä^  cos9),+  .  .  .  +  ^  cos  9P„ 

als  den  totcden  Differentialquotienten  von  u  in  der  bezeichneten 
Richtung  (und  der  ihr  entgegengesetzten)  und 

(12)  du  =  ll^-  dx,  +  |-^  ^^,  +  .  .  .  +  1^  r/^„ 

als  das  zu  jener  Richtung  gehörige  totale  Differential.  Der  in 
47  für  zwei  Variable  formulierte  Satz,  daß  das  totale  Differential 
der  Summe  der  partiellen  Differentiale  gleichkommt,  behält 
also  für  beliebig  viele  Variable  seine  Geltung. 

Hat   die    Funktion   u    einen   konstanten  Wert   im   ganzen 

Bereiche  JR,  so  ist  ihr  totaler  Differentialquotient  ^  und  daher 

auch  ihr  totales  Differential  du  im  ganzen  Bereiche  =  0  (21). 
Demnach  folgt  aus  einer  Gleichung  von  der  Form 

/  [X-^ ,  x^,  ■  ■  • ,  x^)  =  c 

eine  lineare  homogene  Beziehung  zwischen  den  Differentialen 
der  Variablen,  nämlich: 

^—  dx.  +  —-  dx.->  +  •  •  •  +  o-     dx„  =  0. 
dx^       ^  '    dx^       ^  '  dx,^      " 

50.  Anwendungen.  Die  Bestimmung  des  totalen  Diffe- 
rentials kommt  häufig  zur  Anwendung,  wenn  es  sich  darum 
handelt,  die  Änderung  einer  Größe  annähernd  zu  berechnen, 
welche  sie  bei  verhältnismäßig  sehr  kleinen  Änderungen  der 
sie  bestimmenden  Größen  erfährt,  wobei  von  Größen  höherer 
Kleinheitsordnung  abgesehen  werden  kann. 

Cz  üb  er,  Vorlesungen.     I.    .T.  Aufl.  8 
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Zur  Erläuteraug  mögen  die  folgenden  Beispiele  dienen. 

1)  Welche  Änderung  erfährt  die  Fläche   eines   Rechtecks 

mit  den  Seiten  x,  y,   wenn  diese  um  die  sehr  kleinen  Größen 

äx,  dy  sich  ändern? 

Die  Fläche  ist 

u  =  xy] 

daraus   ergibt   sich  7^  =  y,  -^  =  x,  folglich  ist 

du  =  ydx  -f  xdy. 

Die  Rechnung  sowie  eine  einfache  Figur  belehren  darüber, 
daß  gegenüber  der  wirklichen  Änderung  bei  diesem  Ansätze 
das  Produkt  dxdy  vernachlässigt  ist. 

2)  Es  ist  die  Änderung  zu  bestimmen,  welche  das  Volumen 
eines  geraden  Zylinders  vom  Grundhalbmesser  x  und  der  Höhe 
y  erleidet,  wenn  die  genannten  Dimensionen  um  die  kleinen 
Beträge  dx^  dy  sich  ändern. 

Das  Volumen  ist 

v  =  nx^y^ 

daraus  berechnet  sich  t^—  =  2nxy,  ^~  =  nx'^,    somit    ist     das 

verlangte 

dv  =  2%xydx  +  nx'^dy. 

Die  wirkliche  Änderung  ist 

n{x  -\-  dxy{y  +  dy)  —  nx-y  =  2jtxydx  +  nx^dy  -\-  ^nxdxdy 

-\-  Tiydx^  -\-  Tcdx^dy, 

unterdrückt  werden  also  27cxdxdy,  nydx^  und  ndx^dy,  Be- 
träge, die  in  bezug  auf  dx,  dy  von  zweiter,  beziehungsweise 
dritter  Kleinheitsordnung  sind.  Es  ist  nicht  schwer,  die  beiden 
Teile  von  dv  geometrisch  zu  interpretieren. 

3)  In  einem  ebenen  Dreieck  ändern  sich  eine  Seite  x  und 
die  beiden  ihr  anliegenden  Winkel  y,  z  um  die  Beträge  dx,  dy, 
dz  beziehimgs weise;  es  ist  die  daraus  hervorgehende  Änderung 
der  Dreiecksfläche  zu  bestimmen. 

Die  Fläche  des  Dreiecks  ist 

ic*  sin  y  sin  z 


daraus  folgt 


4A     

2  sin  (y  +  ^f)  ' 
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du 

X  sin  7/  sin  z 

2u 

dx 

sin  (2/  +  z) 

"~a;  ' 

du 

X-  cos  y  sin  z 

a;-  sin  1/  sin  z  cos  (y  +  ■2') 
2  sin^  (y  +  2) 

dy  ~ 

2  sin  {y  +  z) 

=  u  cotg  y  — 

u  cotg  {ij  +  Z), 

du 

X*  sin  y  cos  ^ 

a;*  sin  y  sin  2;  cos  (y  -\-  z) 
2  sin«  {y  +  ^) 

dJ~~ 

2  sin  (2/  +  2:) 

=  w  cotg  z  — 

u  cotg  («/  +  ^); 

also   ist    du  =  u\ +  { cotg  y  —  cotg  iy  -]-  z)]  dy 

+  { cotg  z  —  cotg  {y  +  ^)  }  f/^J  . 
Es  sei  beispielsweise 

rr  =  500m,       ?/=g(30°),  ^=1(45"), 

dx  =  0,01  m,    dy  =  arc 5"=  0,00002424,    dz  =  arclO"=  0,00004848: 

mit  diesen  Daten  berechnet  sich  zunächst 

w  =  45  753,17  ra- 
une] weiter 

du  =  45 753,17 [0,0000400  +  0,0000354  +  0,0000354]  =  5,07  m^; 

die  direkte  Rechnung  der  Fläche  mit  den  geänderten  Daten  liefert 

«'=45  758,26  m^, 

woraus    die   wirkliche   Änderung  bei   auf  zwei  Dezimalen    an- 
gelegter Rechnung  u'  —  u  =  5,09  m^  sich  ergibt. 
4)  Man  zeige,  daß  aus 

_    yx-yY 

X  —  y      ' 

worin  X  =  ax'  +  2hx  -\-  c,   Y  =  ay^-\-  '2hy  -{-  c  ist,  folgt: 
2dz  dx  dy 

a—z^~  yx     yY' 

§  2.  Die  höheren  Differentialquotienten  und  Differentiale. 
51.  Wiederholte  Differentiation  nach  derselben 
Variablen.  Wenn  die  Funktion  z  =  f(x,y)  auf  dem  Gebiete 
F,  auf  welchem  sie  gegeben  ist,  einen  partiellen  Difierential- 
quotienten  in  bezug  auf  x  besitzt,  der  selbst  wieder  wie  die 
ursprüngliche  Funktion   auf  dem   gedachten  Gebiete   stetig  ist 
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uud  einen  partiellen  Differentialquotienten  in  bezug  auf  x  zu- 
läßt, so  beißt  dieser  der  zweite  partielle  Differentidlquotient 
der  Funktion  f{x,  y)  in  bezug  auf  x  und  kann  durch  eines 
der  Zeichen 

dargestellt  werden:  die  beiden  letzten  Zeichen  sind  eine  von 
Jacobi  herrührende  Nachbildung  des  entsprechenden  Lei bniz- 
schen  Symbols  für  Funktionen  einer  Variablen*). 

Wie  bei  Funktionen  einer  Variablen  (40)  kann  dieser 
Prozeß,  solange  die  angeführten  Voraussetzungen  fortbestehen, 
wiederholt  werden,  und  man  gelangt  so  zum  dritten,  .  .  .  w-ten 
partiellen  Differentialquotienten  in  bezug  auf  x,  d.  i. 

d'ax,  y)  d"f{x,  y) 


dx^     '  • 

dx"" 

oder  kürzer 

d^z 

a»^ 

dx^'  • 

•  aic" 

Derselbe  Gedankengang  läßt  sich  auf  die  Variable  y  an- 
wenden, wodurch  die  höheren  partiellen  Differentialquotienten 
in  bezug  auf  y  zustande  kommen: 

dj_z_        dH  d^ 

dy^'      a^».'  •  •  •  ^y»' 

Bei  einer  Funktion  von  mehr  als  zwei  Variablen  treten 
weitere  Reihen  derart  gebildeter  höherer  partieller  Differential- 
quotienten auf. 

52.  Wiederholte  Differentiation  nach  verschiede- 
nen Variablen.  Da  das  Resultat  der  partiellen  Differentiation 
von  2  =  fix,  y)  nach  x  im  allgemeinen  wieder  eine  Funktion 
von  X,  y  ist,  die  wir  in  der  nun  folgenden  Untersuchung  mit 
fj(x,  y)  bezeichnen  woUeu,  so  daß 

so  kann  auf  dasselbe  ein  zweitesmal  die  partielle  Differentiation 
in  bezug  auf  y  angewendet  werden;    ihr  Ergebnis   bezeichnen 

*)  Vgl.  dazu  die  erste  Fußnote  zu  40. 
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wir  als  ziveiten  partiellett  Differentialquotienten  in  hezug  auf  x 
und  y  und  scLreiben  es  in  einer  der  Formen  fxyipc,  y),  ö"~o~j 
so  daß 

f"  (r  iA  -  ^^^^^'  y^  -  Jl^  . 

Andererseits  ist  auch  der  partielle  Differentialquotient 
nach  y: 

eine  Funktion  beider  Variablen  und  kann  als  solche  in  bezug 
auf  X  differentiiert  werden,  wodurch  der  zivcite  partielle  Diffe- 
rentialquotient in  hezug  auf  y  und  x  entsteht: 

f"  (r    „\  -  IM'hlL  -  Jl^  . 
Tyx\x,y)-        ^^        ~  dydx 

Es  ist  jetzt  unsere  Aufgabe,  die  Beziehung  dieser  zwei 
zweiten  Differentialquotienten,  welche  sich  formell  durch  die 
Reihenfolge  der  Operationen  unterscheiden,  durch  die  sie  aus 
der  ursprünglichen  Funktion  abgeleitet  sind,  für  eine  Stelle 
x/y  des  Gebietes  P  zu  untersuchen. 

Es  sei*) 

dann  ist 

(p{x-\-'h)  —  qp  (x) 

(1)  1  "" 

=  hk  «^^^ + ^'^  y + ^'^  -  f^"" + ^''  y^  -  ^<^^'  y + ^)  +  /"(^^  y)  i 

und 

'^{y  -\-V)  —  '^  (y) 

(2)  1  ^ 

==  ^-^  { fix  +  h,  y  +  Jc)-  fix,  y  +  A-)  -  f(x  -^h,y)+  fix,  y)  ] ; 

andererseits  ist  mit  Benützung  des  Mittelwertsatzes  (38) 
qp (x  +  ft)  —  (jp {x)  _     , ,..  _  ü{^,y  +  1c)  —  f'^(^,y)  _  „„  .j.      s 

und 


*')  Vgl.  G.  Kowalewski,  Die  klassischen  Probleme  der  Analysis  des 
Unendlichen,  Leipzig  1910,  p.  272. 
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Daraus  folgt  im  Zusammenhalte  mit  (1)  und  (2),  daß 

(3)  f^'vii,v)=f'j'Al,v), 

Dabei  bedeuten  ^,  |  Werte  aus  dem  Intervall  (x,  x  +  /i),  -)] 
und  7;  Werte  aus  dem  Intervall  (?/,  y  +  /.);  ferner  ist  die  Vor- 
aussetzung gemacbt,  daß  f'^y  und  f[jx  in  der  durch  h,  Ti  gekenn- 
zeichneten Umgebung  von  xjy  existieren.  Sind  sie  überdies 
stetig  an  dieser  Stelle,  so  ergibt  sich  aus  (3)  durch  den  Grenz- 
übergang lira  Ä  =  0,  lim  h  =  0: 

(4)  fxy(pC,y)=fy'x{x,y'), 

in  anderer  Schreibweise: 

^     ^  cxdy       dydx 

In  zusammenfassender  Wiederholung  des  eben  Vorgeführten 
kann  also  der  Satz  ausgesprochen  werden: 

Besitzt  die  Funktion  z  ==  f(x,  y)  an  der  Stelle  x/y  und  in 
einer  gewissen,  übrigens  beliebig  engen  Umgebung  dieser  Stelle 

die  Differentialquotienten  „—,  -k^  ,  ~J  ^    ,  ^ — ^,    und    sind    die 
^  dx'  oy'  oxdy'  dydx' 

beiden  letztgenannten   stetig   an   der  genannten   Stelle,    so    ist 

daselbst 

dxdy       dxdy 

Erfüllt  die  Funktion  f{x,  y)  in  ihrem  ganzen  Gebiete  die 
angeführten  Bedingungen,  so  findet  diese  Beziehung  an  jeder 
Stelle  statt.  Ihr  Inhalt  läßt  sich  dahin  formulieren,  daß  das 
liesultat  der  sukzessiven  Differentiation  einer  FunJdion  nach  zwei 
verschiedenen  Variablen  von  der  Reihenfolge,  in  ivelcher  man  die 
beiden  Diff'erentiationen  ausführt,  nicht  abhängt. 

Diese  wichtige  Tatsache  läßt  sich  nun  auch  auf  mehr  als 
zwei  Differentiationen  und  auch  auf  mehr  als  zwei  Variable 
ausdehnen.  SoU  die  Funktion  z  =  f{x,  y)  zweimal  in  bezug 
auf  x  und  einmal  in  bezug  auf  y  differentiiert  werden,  so  zeigt 
das  für  die  Multiplikation  dreier  Faktoren  gültige  Schema 

xxy  =  x(xy)  =  x{yx)  =  {xy)x  =  {yx)x  =  yxx, 

in   welchem   immer  nur  zwei    aufeinanderfolgende  Buchstaben  f 
vertauscht  worden  sind,  daß   es   gleichgültig  ist,   ob   man  die 
Differentiation    in     der    Ordnung    xxy    oder    xyx    oder    yxx 


i 
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ausführt;    man   bezeichnet   daher  den  betreffenden  Differential- 
quotienten mit 


dx^dy 

Ist  die  Funktion  u  =  f{x,  y,  z)  ?«-mal  in  bezug  auf  x, 
w-mal  in  bezug  auf  y  und  ^-mal  in  bezug  auf  z  zu  differen- 
tiieren,  so  darf  man  diese  m  +  n  -{-  p  Differentiationen  in  be- 
liebiger Reihenfolge  zur  Ausführung  bringen;  ihr  Resultat 
drückt  man  durch  das  Symbol 


dx'^dy'^dz'P 
aus. 

Durch  den  Umstand,  daß  die  Reihenfolge  mehrerer  Diffe- 
rentiationen nach  verschiedenen  Variablen  keinen  Einfluß  auf 
das  Endergebnis  übt,  vermindert  sich  die  Anzahl  der  von  ein- 
ander verschiedenen  Differentialquotienten  einer  bestimmten 
Ordnung  gegenüber  derjenigen,  welche  statthätte,  wenn  die 
Reihenfolge  von  Einfluß  wäre.  Im  letztgedachten  Falle  hätte 
man  nämlich  bei  einer  Funktion  von  n  Variableu 

Differentialquotienten  r-ter  Ordnung  zu  unterscheiden  ent- 
sprechend der  Anzahl  der  Variationen  mit  Wiederholung  von 
n  Elementen  in   der  r-ten  Klasse;    wogegen   sich   die  Zahl  in 

Wirklichkeit  auf 

n{n  -|-  1)  •  ■  •  (w  4-  ^'  —  1) 

stellt,  entsprechend  der  Anzahl  der  Kombinationen  mit  Wieder- 
holung von  n  Elementen  in  der  r-ten  Klasse. 

Man  spricht  bei  Funktionen  mehrerer  Variablen  von  reinen 
und  gemischten  Differentialquotienten,  je  nachdem  die  Diffe- 
rentiation nur  nach  einer  oder  nach  mehreren  Variablen  erfolgt. 


*)  Zur   Bezeichnung  der   höheren    partiellen   Differentialquotienten 
von  fix,  y)  sind  auch  die  Zeichen 

/•"     /'"      f'.     f"'     /"," 
oder  einfacher 

•XX}    'xyy    'yy'i      •  XXX}    ixxy)  •  •  • 

gebräuchlich. 
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53.  Beispiele.  Die  Bildung  der  höheren  partiellen  Differen- 
tialquotienten werden  die  folgenden  Beispiele  zur  Genüge  dartuu. 
1)  Die  rationale  ganze  Funktion  dritten  Grades 

fix,  y)  =  ax^  -f  3ßx^y  +  3yxy^  +  d«/' 

ergibt  bei  einmaliger  Differentiation: 

^==dax'+6ßxy  +  'dyy' 

l^^  =  'dßx'+6yxy  +  ^dy'- 
bei  zweimaliger  Differentiation: 

-K-V  =  6«^  +  (^ßy 
^^^^ßx^^yy 


wobei    man    unmittelbar  erkennt,   daß    sich    für  -„ — r,-  aus  ^ 

'  oxoy  ex 

und   aus   „-    ein    und    derselbe  Wert    ergibt;    bei    dreimaliger 
Differentiation  entsteheu : 

6(3 


aY     ß 

aa.3  =  ^^' 

Saj^a^/  ~  ^^' 

aY      ß 

aa:a2/^  =  ^>^' 

und  wieder  zeigt  es   sich,    daß   jeder  der    beiden    gemischten 
Differentialquotienten  aus  der  vorangehenden  Gruppe  auf  zwei 
Arten  übereinstimmend  erhalten  wird.     Alle  höheren  Differen- 
tialquotienten haben  den  Wert  Null. 
2)  Die  Funktion 

z  =  arc  tff  — 
°  x 

ist  für  alle  Wertverbindungen  mit  Ausnahme  von  0/0  definiert. 
Mit  Ausschluß  dieser  Stelle  hat  man 

0  z  x^  y  dz  X  X 


dx       1,2^  x^-\-y^'     dy       j    i   ?^       ^* + 

""  a;*  x^ 
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weiter 


d'z 

2xy             d^z 

Ixy 

und 

ex-       (x 

^+2/T'       dy^-~ 

(a^^+2/y' 

d'2 

x'+y'--'iy^ 

y^-x'' 

dxdy 

{x'+yr 

ix^-^y^ 

d'z 

x^-\-  y^—  2*2 

y^—  x"^ 

dydx 

{x^+yr 

(a;^  +  2/V' 

also 

tatsächlich    „— ^ 

V       dydx 

3)  Es 

!  ist  zu  zei 

gen,  daß  die  Gleichung 

durc 

h  die 

Funktion 

d^z       2       y' 

ox^       ^           x^ 

d^z 
dy^ 

^_^,y.^-+., 

1 

befriedigt  wird. 

54.  Totale  Differentialquotienten  und  Differen- 
tiale höherer  Ordnung.  In  47  ist  für  den  totalen  Differential- 
quotienten in  der  Richtung  S{(p,ip)  einer  Funktion  s  =  f{x,y) 
welche  an  der  Stelle  x  y  die  dort  angeführten  Bedingungen 
erfüllt;  der  Ausdruck 

dz       dz  dz 

-r^  =  w-  cos  OD  +  .r-  cos  i? 

ds        (^  X  dy 

gefunden  worden;  seine  Bildungsweise  spricht  sich  darin  aus^ 
daß  man  die  partiellen  Differentialquotienten  mit  den  zugeord- 
neten Richtungskosinus  zu  multiplizieren  und  die  Produkte  zu 
addieren  hat. 

Sofern  nun  die  Funktion  z  an  der  Stelle  xjy  auch  alle 
partiellen  Differentialquotienten  2.,  3.,  .  .  .  w-ter  Ordnung  zu- 
läßt, und  sofern  diese  stetig  sind,  besitzt  sie  auch  höhere 
totale  Differentialquotienten  in  der  Richtung  S]  der  zweite 
totale  Differentialquotient  ist: 

^dz  ^dz 

d^z  ds  ,      ds  , 

T-j  =  -^ —  cos  CD  +  -^ —  cos  t : 
ds*        dx         ^        dy  ' 

führt  man  aber  die  rechts  angedeuteten  Differentiationen  aus, 
wobei  zu  beachten  ist,  daß  cos  qp,  cos  ip  konstant  sind,  so 
findet  sich: 
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ds         d^z  ,     d^z 

-^ —  =    •^-,    cos  OD  +  .^-^-  COS  t^ 

^dz 

^ ds         d'z  ,     d'z 

-5 —  =  K-^o-  cos  w  +   ^-^  cos  il'; 
oy        oxdy        ^         oy^ 

trägt  man  dies  in  den  obigen  Ausdruck  ein,  so  ergibt  sieb 
mit  Rücksiebt  auf  52,  (4*): 

(5)       dl*  =  dx^  ^^'  9^  +  2  ^^^  cos  9.  cos  t/,  +  ^^,  COS^  1/- . 

Durcb  Multiplikation  dieses  Differentialquotienten  mit  ds^ 
erbält  man  das  ziveite  totale  Differential,  welcbes  mit  Rücksiebt 
darauf,  daß  laut  47 

ds  cos  (p  =  dx,         ds  cos  il)  =  dy 
ist,  folgendermaßen  sieb  gestaltet: 

Seine  Bildungsweise  bat  so  viel  Analogie  mit  dem  Quadrat 
eines  bestimmten  Binoms,  daß  man  sieb  zur  Abkürzung  der 
symboliscben  Scbreibweise 

(6*)  d'.  ~{l^dx  +  -^t  ayp 

bedienen  kann;  nacb  ausgefübrter  Quadrierung  lautet  beispiels- 
weise  das  erste  Glied  ^-^  dx^  und  gebt  bei  der  symboliscben 

Multiplikation  mit  0  in   „    ^  dx^,  d.  b.  tatsäcblicb  in  das  erste 

Glied  von  (6)  über  usw. 

Aus  (5)  ergibt  sieb  zunäcbst  wieder: 

d^z       ^  ds^  ,ds^ 

-7  T  =  -^ —  cos  w  +  -„ —  cos  t^; 

ds^        dx  oy  ' 

ferner  ist 

ds^       d^z        9       ,    i^      d^z  ,    ,      d^z  »  / 

-„ =  -^-3  cos''  Ol  -f  2  V,     „     „      cos  OD  cos  J^  +  cTYcT  C^S^  ^ 

dx         dx^  ^  öxdydx        ^         ^       oy  dx 


ds*  d'z  2,0     ^'2  ,    1    ^'^        2  , 

-^ —  =  o   80    COS-* OD  +  2 ^ -^— s  cos  cp  cos  1^  4-  ^—3  cos^  1p, 

dy        dx'dy  ^  dxdy^         ^  oy^  ' 


I 
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mithin  auf  Grund  der  Ergebnisse  in  52: 

+  o  „ — .— „  cos  cp  cos''  tZ;  +  -„— ^  COS*^  iL'- 

Durch   Multiplikation    mit    ds^    entsteht    das    dritte   totale 
Differential: 

(8)    d'z=^^,dx'-^?>^^-dxHy+?>^,dxdtf+^^,df, 

wofür  wieder  symbolisch  geschrieben  werden  kann: 


(8*) 


d^ 


'—{.L^'^+jy'^yf' 


Die  Richtung,  für  welche  das  totale  Differential  gilt,  ist  jedes- 
mal bestimmt  durch 


dx 


\ydx^  -\-  dy^ 


=  cos  (f) , 


dy 


ydx^-\-  dy^ 


=  cos  rl' 


Durch  vollständige  Induktion  kann  das  Bildungsgesetz  des 
w-ten  totalen  Differentialquotienten  und  des  w-ten  totalen  Dif- 
ferentials erschlossen  werden.     Wäre  nämlich  erwiesen,  daß 


d^z 


— ^  =      «  cos"  OD  -f  L, 


z —  cos"    ^  qp  cos  ih 

x       cy 


+       2  )  .    n-2o    2  COS"    'cp  C0S\'  +  ■•  •  +  ~  COS"  ^•, 

^  ^  ^  dx       dy  dy 


so  folgte  aus  dem  eben  entwickelten  Vorgange 


d"^[z^ 
ds"  +  ' 


a^  +  l, 


—7  cos"  qp 


,    /n\  r^'^z        „1  ,    ,    (n\     a"  +  ^-?  „   o 


ax^-'at/^' 


-cos"  lb 


cos  qp 


+ 


s»  +  i- 


Laa;"^!/ 


cos"  qp 


dxcy'' 


H ^^ri  COS"  1^' 


cos  i' 
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und  mit  Rücksicht  auf  die  Eigenschaft  (,.  __  j)  +  (  ^  )  =  (    ^   ) 
der  Binom ialkoeffizienten 

= VT  cos"  +  ^  qp  +        '       — - —  cos"  qp  cos  ^ 


+  (   2   )^^^rzT^2cos"->cosH.  +  ...-^-^,cos«+W; 

d.  h.  es  bestünde  dasselbe  Bildungsgesetz  auch  für  — —r-'  da 

dx  "^ 

es  nun  für  n  =  2,  3  direkt  bewiesen  worden,  so  gilt  allgemein 

für  den  7i-ten  totalen  Differentialquotienten  der  Ausdruck: 

d"z      (d  ,    a_ 

'2/ 


und  für  das  «-te  totale  Diiferential  der  Aus 

(10)  ''"^ = (Ä  '^^ + h  '^y)'- 


und  für  das  «-te  totale  Diiferential  der  Ausdruck: 

ax  -^  >, 

Die  Ausdehnung  auf  Funktionen  von  mehr  als  zwei  Va- 
riablen  unterliegt  nach  dem  Vorgeführten  keiner  Schwierigkeit 
und  ergibt  ein  analoges  Resultat,  so  für  ii  =  f{x,  y,  d): 

dN*     (d  ,   a  ,  a 

d     -,      ,     dj      ,     d 
'2/ 


'u       /  d  ,     d  ,    ,    d  Y 


Auf  Grund  der  in  53  gefundenen  Resultate  hat  beispiels- 
weise die  Funktion 

z  =  ax^  +  Sßx^y  -f  3  yxy^  -\-  öy^ 

das  zweite  und  dritte  totale  Differential: 

d^z  =  6{ax  +  ßy)dx^+  12{ßx  +  yy)dx(ly  i-  6 (yx  -\-  dy)di/ 

d^z  =  6  [adx^+  ?>ßdx^dy  +  ^ydxdy^  +  ddi/}, 

und  die  Funktion 

z  =  arc  tg  -- 
°   X 

das  zweite  totale  Differential: 

^2 «,  _  9  xyi^x^  —  dy^)  —  {x*  —  y^dxdy 
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§  3.     Differentiation  zusammengesetzter  und  impliziter 
Funktionen. 

55.  Zusammengesetzte  Funktionen  einer  Variablen. 
Es  seien  u,  v,  .  .  .  eindeutige  und  stetige  Funktionen  von  X] 
y  =  f{u,  V,  .  .  .)  eine  eindeutige  stetige  Funktion  von  m,  v,  .  .  . ; 
dann  ist  y  auch  eindeutige  stetige  Funktion  von  x  und  wird 
eine  zusammengesetzte  Funktion  von  a;  genannt. 

Um  ihren  Differentialquotienten  in  bezug  auf  x  zu  be- 
stimmen, gehe  man  von  einem  Werte  x  aus  und  erteile  dem- 
selben eine  Änderung  zJx-,  dadurch  ändern  sich  auch  die  zu 
X  gehörigen  Werte  von  u,  v,  .  .  .  um  z/m,  /Jv,  .  .  .  und  der  zu 
diesen  Werten  u,  v,  .  .  .  gehörige  Wert  von  y  um  z/?/;  auf  Grund 
der  gemachten  Voraussetzungen  konvergieren  mit  z/a:  zugleich 
auch  ^u,  zJv,  ...  und  zly  gegen  den  Grenzwert  Null.  Nun 
besteht  zwischen  z/m,  z/v,  .  .  .  und  z/«/  die  Beziehung 

^y  =  f(u  +  ^w,  V  +  z/v,  .  .  .)  —  fiu,  V,  .  .  .); 
die  rechtsstehende  totale  Differenz  unterscheidet  sich  von  dem 
totalen  Differential  —  und  ein  solches  ist  vorhanden,  wenn 
f(ii,  V,  .  .  .)  an  der  betrachteten  Stelle  partielle  Differential- 
quotienten nach  u,  v,  .  .  .  besitzt  und  diese  stetig  sind  au  der 
betrachteten  Stelle  (47)  —  um  Größen  höherer  Kleinheitsord- 
nung  als  z/i6,  z/v,  .  .  . ,  so  daß 

zly  =  7^zJu-{--~  z/v  +  •  •  •  -f-  fi  ^M  -f  £.,  z/v  +  ■  ■  • , 
^       du  ov  ^  -  ' 

wobei   £^,  f^,,  ...    Größen    bedeuten,    welche   mit  zJu,  z/v,  .  .  . 

zugleich  gegen  Null  konvergieren.    Die  Änderungen  z/m,  z/v,  .  .  . 

von  u,  V,  .  .  .  ihrerseits  unterscheiden  sich  von  den  betreffenden 

Differentialen  —    und   solche   sind   vorhanden,   wenn  u,  v,  .  .  . 

an    der    Stelle  x   bestimmte   Differentialquotienten  besitzen  — 

um  Größen  höherer  Kleinheitsordnung  als  /Jx,  so  daß 

ZJU  =  -r-  z/.r  4-  ri.  zfx 

A  ^'^      A  ,  4 

z7V  =    ,     Ax  +  ■)}<,  Ax, 
dx  '^         ' 


wenn  unter  'i]i,  t]2,  ■  •  ■  mit  z/a;  gleichzeitig  gegen  Null  konver- 
gierende Größen  verstanden  werden.  Wird  dies  in  die  voran- 
gehende Gleichung  eingetragen,  so  kommt 
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(df  du  ,    df  dv    ,        \    ,       ,    /      df    ,         df    ,        \    . 

^       \du  dx  dv  dx           }               \'^d\i    '     '^  dv           ) 

und 


±y  ^df_äi±   ,df_dv ^  (^    dl  ^  ^    df 

dx        du  dx       dv  dx 


+  fi  ^n  -f  «2  ^^  +  •  •  • 
,    (     df  ,        df   ,        \ 

I     Au  Jv     .         \ 


konvergiert  nun  z/a;  gegen  den  Grenzwert  Null,  so  nähern  sich 
die  in  Klammern  eingeschlossenen  Teile  der  rechten  Seite  auch 
dieser  Grenze,  infolgedessen  ist 

,^s  dy df  du       df  dv 

^    '  dx       dii  dx        dv  dx 

Durch  Multiplikation  mit  dx  ergibt  sich   daraus  das  Differen- 
tial von  y,  nämlich 
(2)  dy-lUu  +  lU.  +  .... 

Der  Differentialquotient  der  zusammengesetzten  Funktion  wird 
also  gefunden,  indem  man  ihre  partiellen  Differentialquotienten  in 
hezug  auf  u,  v,  ...  7nit  den  entsprechenden  Differentialquotienten 
von  u,  V,  .  .  .  in  hezug  auf  x  midtipli ziert  und  die  Produkte 
addiert;  das  Differential  gestaltet  sich  ebenso,  als  oh  u,  v,  ... 
unabhängige  Variable  wären. 

Bevor  wir  zu  weiteren  Ausführungen  schreiten,  sei  be- 
merkt, daß  die  Formel  (1)  bereits  anderweitig  abgeleitete 
Resultate  als  spezielle  Fälle  enthält.  So  fällt  ihr  Inhalt  bei 
Beschränkung  auf  das  erste  Glied  der  rechten  Seite  mit  dem 
Satze  28,  (15)  zusammen.  Ist  ferner  x  =  f(ti,  v,  iv,  .  .  .) 
=  uvtv  ....  also 


df 

—  =  viv  ■  ■  • 
du 

df 

dv 

df 

—L-  =  111)   ... 

dw                   ' 

so  gibt  (1) 

d(uvw  •  ■  ■)        du                 ,       dv 
dx               dx                         dx 

1          div 

eine  in  25  bereits  abj 

geleitete  Formel. 
y  =  f(u,  v)  =  u" 

Wenn  weiter 
> 

so  ist 

df 
du 

'       cv 

u^lu, 

1 
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daher 

dy  n    1  du    ,      „j     dv 

ax  ax  dx 


[  u 


V  du        j     dv \ 
dx  dx] 


diese  Formel  ist  am  Schlüsse  von  31  bereits  entwickelt. 

um  zu  den  höheren  Difierentialquotienten  und  Differen- 
tialen von  y  zu  gelangen,  hat  man  die  Formel  (1)  neuerdings 
in  bezug  auf  x  zu  differentiieren  und  dabei  zu  beachten,  daß 

-TT-  ,  -K- ,  •  ■  ■   wieder  zusammengesetzte  Funktionen    und    daher 

in  derselben  Weise  zu  behandeln  sind  wie  /"  selbst;  es  ist 
daher: 

d^y  _/d^f  du        aY  dv  \  dt<      /  c^f  du  o^fdv  \^   i 

dx-      \du^dx     cucvdx  /  dx      \dvcu  dx  dv*  dx  /  dx 

,dfd^dfdH 

^  du  dx*  ^  cv  dx*  '^  ' 

der  in  der  ersten  Zeile  angesetzte  Teil  rührt  von  der  Diffe- 
rentiation der  ersten  Faktoren  der  rechten  Seite  in  (1)  her, 
der  in  der  zweiten  Zeile  von  der  Differentiation  der  zweiten 
Faktoren.     Nach  vollzogener  Reduktion  (52)  ergibt  sich: 

C3)        ^y  =  11/^  /^y    :    2  —^~  dud9^       d*f  (dv\^, 
^   ^        dx*        du*  \dx)         "^  dudv  dx  dx       dv*  \dxj 

df  d*u        df  d*v 
"•"  dudx*  '^  dv  dx*  '^  "  ' 

und  daraus  durch  Multiplikation  mit  dx^  das  zweite  Differential 

(4)  d'-ij  =  ^  du^+  2  Z*^  dudv  +  ^  dv^+  ■  •  • 

^  ■'  "^       cu*  ducv  dv* 

du  cv 

Der  erste  Hauptteil  würde  das  zweite  totale  Differential  in 
dem  Falle  darstellen,  wenn  u,  v,  ...  unabhängige  Variable 
wären  (54,  (5));  der  zweite  Hauptteil  verdankt  also  seine  Ent- 
stehung dem  Umstände,  daß  u,  v  Funktionen  einer  weiteren 
Variablen  sind. 

Das  Aufsteigen  zu  höheren  Differentialquotienten  bedarf 
keiner  Erläuterung  mehr. 

56.  Eulers  Satz  über  homogene  Funktionen.  Die 
Formel  (1)  soll  dazu  benutzt  werden,  um  einen  wichtigen  Satz 
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der   Analysis    zu    erweisen,    der    eine    besondere    Gattung   von 
Funktionen  betrift't  und  Eulers  Namen  führt. 

Man  versteht  luiter  einer  homogenen  Funldion  n-ten  Grades 
mehrerer  Variablen  x,y,z ...  eine  solche  Funktion  f=f{x,  y,z,.. .), 
welche  die  Eigenschaft  besitzt,  daß 

(5)  fitx,  ty,  tz,  ..)  =  t'^fix,  y,z,.. .), 

wobei   t  jede   beliebige   von   Null   verschiedene    endliche  Zahl 
bedeuten  kann. 

Solcher  Art  sind  beispielsweise  die  Funktionen 

«1,^2^  2a^._xy  +  rt22r 

■y''x  +  Yy 

L    y 
arc  tg  -  , 

und  zwar  die  erste  vom  Grade  2,  die  zweite  vom  Grade   -  ,  die 
dritte  vom  Grade  0. 

Betrachtet  man  in  der  Gleichung  (5)  t  allein  als  variabel, 
setzt  vorübergehend 

tx  =  w,     ty  ^  V,     tz  =  IV,  .  .  . 

und  differentiiert  beide  Teile  in  bezug  auf  t,  so  hat  man  links 
die  Formel  (1)  zur  Anwendung  zu  bringen  und  erhält  so: 

df{u,  v,w,..  .)du       df(u,v,w,  . .  .)dv       df{u,v,w,  . .  .)dw 

du  'dt  ~^  dv  11  "■  Ww  'dt  "^  '" 

.  .     y        du  dv  dw  III  1 

nun  ist  aber  -^  =  x,  ~tv  =  V,  —rr  =^  z,  . ..  und  setzt  man,  nacn- 

dt         '  dt       ^'    dt  '  ' 

dem   dies   eingetragen   worden,    t  =  1,    wodurch  u  =  x,  v  =  y, 
w  =  z,  .  .  .  wird,  so  kommt 

(6)  ^fx+l^-y  +  ^^z  +  -..  =  nf. 

Multipliziert  man  also  die  partiellen  Differentialquotienten 
einer  homogenen  Funldion  nach  den  einzelnen  Variablen  mit 
diesen  Variablen  seihst,  so  ist  die  Summe  der  so  gebildeten  Pro- 
dukte die  mit  dem  Homogenitätsgrade  vervielfachte  Funktion. 
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lu   den   oben  zusammengestellten  Beispielen  hat  nnm  der 
Reihe  nach 


dann 


1^  ^  +  F^  ^  ^  '-^^n^'  +  4ai2A'?/  +  2«,.,/r  =  '2f: 


endlich  (53,  2)) 

iL  = y^     K=.     ^    .    i^.^  +  :^„  =  o  =  o./-. 

57.  Implizite  Funktionen  einer  Variablen.  Die 
Hilfsmittel  zur  Diiferentiation  von  Funktionen  einer  und  mehrerer 
Variablen j  soweit  sie  bisher  entwickelt  worden  sind,  bedürfen 
noch  einer  wichtigen  Ergänzimg.  Sie  reichen  zunächst  nur 
dann  aus,  wenn  die  betreffende  Funktion  durch  einen  Ausdruck 
dargestellt  ist,  in  welchem  die  Variablen  untereinander  und 
mit  konstanten  Größen  durch  eine  endliche  Folge  der  bekann- 
ten elementaren,  algebraischen  oder  transzendenten,  Oi^erationen 
verbunden  sind;  man  sagt  in  solchem  Falle,  die  Funktion  sei 
explizite  und  in  endlicher  Form  gegeben.  Es  wird  sich  nun 
darum  handeln,  die  Differentiation  auch  dann  zu  vollziehen, 
wenn  die  Funktion  mit  den  Variablen  durch  eine  Gleichung 
verbunden  erscheint,  welche  nicht  die  eben  gedachte  Form 
hat,  mit  anderen  Worten,  wenn  die  Funktion  implizite  gegeben 
ist  (17). 

Es  gibt  allerdings  Fälle,  wo  man  die  zweite  Form  auf 
die  erste  durch  Auflösung  der  Gleichung  zurückführen  kann; 
aber  selbst  da  ist  es  nicht  immer  vorteilhaft,  diesen  Weg  ein- 
zuschlagen. 

Angenommen,  f(x,  y)  sei  eine  in  dem  Gebiete  P  stetige 
l'unktioii  und  besitze  dort  stetige  partielle  Differentialquotienten 
in  bezug  auf  x  und  ?/,  von  welchen  der  letztere  an  keiner 
Stelle  verschwindet;  ferner  erlange  f(x,  y)  im  Gebiete  P  den 
Wert  c,  jedoch  nicht  an  einer  oder  mehreren  einzelnen  Stellen, 
sondern   für  alle  Wertverbindungen  xjy,   welche   den  Punkten 

Czuber:  Vorlesungen:   I.     3.  Aufl.  9 
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einer  das  Gebiet  durchziehenden  Kurve  entsprechen;  dann  ist 
durch  die  Gh^ichung 

i<)  tV-,  y)  =  ^ 

V  implizite  als  stetige  Funktion  von  x  definiert,  und  zwar  für 
ein  gewisses  Intervall  (a,  ß)  von  .r.  Wäre  y  =  (fix)  diese 
Funktion  in  expliziter  Form,  so  müßte  die  Einsetzung  von 
(fi^x)  an  die  Stelle  von  y  die  Gleichung  (7)  identisch,  d.  i.  für 
jeden  Wert  von  x  aus  (a,  ß)  erfüUen. 

In  diesem  Sinne  ist  die  linke  Seite  von  (7)  als  zusammen- 
gesetzte Funktion  von  x  anzusehen,  und  ihr  Differentialquotient 
ist  einerseits  nach  55,  (1): 

Sf  dx   ,    df  dy 

ex  dx       cy  dx^ 

andererseits  hat  er  den  Wert  Xull,  weil  die  Funktion  konstant 
ist;    mithin  ist,  da    ,—  ==  1, 

und  daraus  ergibt  sich 


ex         Cif  dx 


(9) 


ciy 

dx 


dx 


was    nach    den    gemachten  Voraussetzungen    immer    einen   be- 
stimmten Wert  darstellt:    die  Voraussetzung,  daß  der  partielle 

Differentialquotient  ^  ={=  0,  ist  nur  von  solchen  Wertverbin- 
dungen einzuhalten,  welche  der  Glei- 
chung (7~)  genügen. 

Auch  aus  dem  Begriffe  des  to- 
talen Differentialquotienten  einer  Funk- 
tion zweier  Variablen  läßt  sich  das 
obige  Resultat  ableiten.  Ist  KL  (Fig. 
15)  die  Kurve,  längs  welcher  die 
Gleichung  (7)  gilt,  M  ein  Punkt 
derselben,  zur  Wertverbindung  x'y 
gehörig,      JI^      ein     anderer     Punkt 

X  -f  h/y  -\-  fy',  so  ist  der  Differenzenquotient 
f{x  +  h,y-\-k)-t\x,y) 


I 
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gleich  Null  und  bleibt  es,  wenn  sich  Jfj  statt  in  der  Richtung 
JI(S)  längs  KL  dem  Punkte  31  nähert;  dabei  nähert  sich 
die  Richtung  3I{S)  der  Richtung  ili(T)  der  Tangente  an  KL 
im  Punkte  M,  folglich  ist  auch 

-:7-  =  r:    COS  CD  -\-  w    cos  1^'  =  0, 
äs       ex  oy  ' 

wo  (p,  ^  die  Winkel  der  Tangente  mit  M{X)  und  M{Y}  be- 
zeichnen; da  nun 

cos  ib       ,.       k        dy 
—  ^  =  hm    ,    =  /  , 
^^^  ^      /,  =  +  0  '*        "^ 

SO  fällt  die  voranstehende  Gleichung  mit  der  Gleichung  (8) 
zusammen. 

Die  Gleichung  (8)  bezeichnet  man  als  das  Ergebnis  der 
Differentiation  der  Gleichung  (7)  in  bezug  auf  x-,  sie  wird  ge- 
bildet, indem  mau  die  linke  Seite  von  (7)  zuerst  partiell  nach 
X  differentiiert,  dann  den  partiellen  Differentialquotienten  nach 
y  mit  dem  Differentialquotienten  von  y  nach  x  multipliziert 
und  die  Summe  beider  Ausdrücke  gleich  Null  setzt. 

Wendet  man  die  gleiche  Regel  auf  die  Gleichung  (8)  an, 
so  ergibt  sich  unter  Voraussetzung  der  Existenz  der  zweiten 
partiellen  Differentialquotienten  von  f{Xj  y): 

^-^  _1_  ^L  ^2/    I    ^  ^J    I    r  d-f  d^'  dyl  dij  ^ 

dx^       dxdy  dx       cy  dx^  "^  Ldxdy       8y^  dxj  dx 

oder,  wenn  man  reduziert: 

^  ^^  dx^  ^      dxdy  dx  "^  dy^  \dj.)  "^  dy  dx^  ' 

d^y 
aus   welcher  Gleichung  sich   eine  Bestimmung  für  -^  ^    ergibt, 

nachdem  man  für    ,  -  den  Wert  aus  (9)  eingesetzt  hat. 

d^y 
Behufs  Ermittelung  des  dritten  Differentialquotienten    ,-  ^ 

müßte  die  Gleichung  (10)  abermals  in  bezug  auf  x  differentiiert 
werden,  usw. 

Ist  durch  die  Gleichung  (1)  y  als  mehrdeutige  Funktion 
definiert,  so  setzen  wir  voraus,  daß  die  Werte  von  y  nach  dem 
Prinzip  der  Stetigkeit  in  Zweige  gesondert  sind,  d.  h.  so,  daß 
y  mit  X  stetig  sich  ändert  (10).  Die  obige  Rechnung  erledigt 
die  Frage  nach  den  Differentialquotienten  von  y  für  alle  Zweige 
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zugleich;  die  Trennung  der  Zweige  erfolgt  erst  dann,  wenn 
eine  bestimmte  Stelle  ins  Auge  gefaßt  wird,  insofern  dieselbe 
dann  auch  einem  bestimmten  Zweige  angehören  muß. 

58.  Beispiele.  Die  folgenden  Beispiele  dienen  zur  Er- 
läuterung des  Vorgeführten. 

1)  Durch  die  Gleichung 

—  +^'--1  =  0 
a'  ^  b'  ^ 

ist  y  als  zweideutige  stetige  Funktion  von  x  in  dem  Intervalle 
(—er,  +  (^)  gegeben;  die  explizite  Darstellung  lautet: 

•'        —   a   ' 

und  läßt  zwischen  einem  positiven  und  einem  negativen  Zweige 
unterscheiden.     In  dieser  Form  ergibt  sich 

|/a- — X'  -\- 


—         bx  „       _   b  l/a* — a;*       _^         ab 

wobei  das   obere  Zeichen  jedesmal   dem  positiven,   das  untere 
dem  negativen  Zweige  entspricht. 

Bewirkt   man   die   Differentiation  in  impliziter   Form,   so 
ist  zuerst 

und  nach  nochmaliger  Differentiation 

aus  der  ersten  Gleichung  folgt: 

,  b-x 

aus   der   zweiten   nach   Einsetzung   dieses  Wertes    bei    Berück- 
sichtigung der  gegebenen  Gleichung: 

„_  _   J/ 

Die  Wertverbindungen  +  o/O   soUten  ausgeschlossen  wer- 
den, weil  für  sie   der  partielle  Differentialquotient   der  linken 

Seite  der  vorgelegten  Gleichung  nach  y,  d.  i.  ^ ,  verschwindet: 


1 
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inclessen   zeigen   beide   Formen   der  Rechnung,    daß    für   lim  x 
=  +  «  und  limy  =  0  sowohl  y'  als  y"  unendlich  wird. 
2)  Die  Gleichung 

x^—  Saxy  -\-  y^  =  0       (a  >  0) 
bestimmt  y  im    allgemeinen   als   dreideutige  Funktion  von  x: 

3  / z^:r~::zzzzz:        s 


V-  ^  +  V  4-  (^'  -  4«^)  +  ]/-  y  -  y^^  {x^  -  4«^) ; 


iC" 


aber    nur,    wenn   die  Diskriminante        (x^ — Aa^^   negativ   ist, 

sind  alle  drei  Bestimmungen  reell,  und  dies  findet  in  dem 
Intervall  (O,  + «  1/4)  statt;  außerhalb  desselben,  d.  i.  in  den 
Intervallen  (—  cs^,  0)  und  (a"i/4,  +  <x>),  ist  nur  einer  von  den 
drei  Werten  reell,  verhält  sich  die  Funktion  also  wie  eine 
eindeutige. 

Einmalige  Differentiation  der  vorgelegten  Gleichung  gibt: 
x^  —  ay  —  {ax  —  y^)  y  =  0, 
ZAveimalige  Dijfferentiation : 

2x  —  ay  —  {a  -  2yy)y'  -  {ax  -  y'-)y"=0-^ 
aus  der  ersten  Gleichung  folgt 

,      x^  —  ay 

y  = ^? 

•^         ax  —  y^^ 
aus   der  zweiten,  wenn   man   diesen  Wert  für  y    einsetzt  und 
die  gegebene  Gleichung  berücksichtigt, 

„  la^xy 

•^         (ax  —  y^)^ 

Hier  muß  jedoch  ein  Wertepaar  von  x,  y,  nämlich  a:  =  0, 
y  =  0,  ausgeschlossen  werden,  weil  für  dasselbe  der  partielle 
Differentialquotient  der  linken  Seite  der  vorgelegten  Gleichung 
in  bezug  auf  y:  —  'dax  +  ?>y^,  verschwindet;  dieses  Wertepaar 
macht  sich  auch  schon  durch  den  Umstand  bemerkbar,  daß 
bei  demselben  die  Scheidung  der  eindeutigen  Funktion  von 
der  dreideutigen  eintritt. 

3)  Durch  die  Gleichung 

a  cos^  X  -^-h  cos^  y  ==  0 

ist  y  als  unendlich  vieldeutige  Funktion  von  x  definiert.  Mit 
Ausschluß     aUer     Stellen    x/y,     an    welchen    —  2&cosi/siny 
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=  —  6  sin  2y,  d.  i.  der  partielle  üifferentialquotieut  der  linken 
Seite  nach  //,  verschwindet,  gilt 

a  sin  2x  +  h  sin  2»  •  ^,^  =  0,  * 

dx         ' 

2a  cos  '2x-\-2b  cos  2>,  ■  0'  +  h  sin  2;/  ■  0  =  0, 

und   daraus   berechnet  sich,    wieder   mit   Rücksichtnahme    auf 
die  vorgelegte  Gleichung: 

dy  a  sin  2  x 

dx  b  sm2y 

d'y 8o(a  +  6)cos*a;co8*2/ 

dx*  b^sin^iy 

4)  Aus  x^-^y^  =  ar    die  Differentialquotienten  t^^,  -^-^  zu 
bestimmen. 

5)  Zu  zeigen,  daß  sich  aus 


Yax^ -{-2bx+c-  Yay^'  +  2bi/  +  c  =  C{x-y) 

ergibt: 

djl  ^  _  lAz/'  +  ^i^y +  c. 
dx  V  ax*-\-2bx-{-  c 

59.  Zusammengesetzte  Funktionen  zweier  Variablen. 
Wir  nehmen  den  in  55  behandelten  Fall  einer  zusammen- 
gesetzten Funktion  mit  folgender  Abänderung  wieder  auf:  Es 
seien  u,  v,  .  .  .  gegebene  eindeutige  und  stetige  Funktionen  der 
unabhängigen  Variablen  x,  y]  z  =  f{ii,  v,  .  .  .)  eine  gegebene 
eindeutige  und  stetige  Funktion  von  n,  v,  .  .  .]  dann  heißt  2 
eine  zusammengesetzte  Funktion  von  x,  y  und  ist  auf  dem- 
selben Gebiete  dieser  Variablen  eindeutig  und  stetig,  auf  welchem 
dies  von  u,  v,  .  .  .  gilt. 

Wenn  man,  von  einer  Stelle  x,  y  dieses  Gebietes  aus- 
gehend, X  allein  ändert,  so  können  die  in  55  durchgeführten 
Betrachtungen  Wort  für  Wort  auf  den  gegenwärtigen  Fall 
übertragen  werden  und  besteht  der  einzige  Unterschied  darin, 
daß  an  die  Stelle  der  gewöhnlichen  Differentialquotienten  durch- 
gehends  partielle  treten;  mithin  ergibt  sich  für  den  partiellen 
DiflFerentialquotienten  von  z  nach  x  der  Ausdruck  (55,  (1)): 

ni")  gg  ^  df  du       df  dv 

'  dx       dudxdvdoc 
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In  gleicher  Weise  erhält  man 
(12) 


?i(  dy        dv  dy 


Daraus   leitet   sich   der  Differentialquotient  für  eine  Rich- 
tung S{(f,  il')  und  das  totale  Differential  ah: 

dz       dz  .dz  df  icu  .du  ,\    , 

-r  =  ^r-  cos  qr  +  3—  cos  «/'  =  ^r-  {  5—  cos  cp  +  ^5-  cos  tb    4- 
ds       dx        ^        dy  Ott  (dx        ^        dy        "^j    1 

(13)      1  +^{^C0S(p+^C08^[    +••• 

df  du       cf  dv 

du  ds        dv  ds 

^^^  duXdx^^^^  dy^y\   +  cv  \dx^^^  dy^^^'\^' 


(1^) 


^f  1      \    df  j 
=  7^—  du  +  ^  dv 
du  cv 


Diese  Formeln  zeigen,  daß  mit  11,  v,  .  .  .  genau  so  zu  operieren 
ist,  als  ob  es  unabhängige  Variable  wären. 

Sollen   die   zweiten  Differentialquotienten  von  2  bestimmt 
werden,   so  ist  zu  beachten,   daß   die  rechten  Seiten   der  Glei- 

wieder   zusammengesetzte 

du      dv  du     dv 

dx'   dx'  '  '  ''  dy'  dy  '  ' 
von  X  und  y  aufweisen;  demzufolge  ist 

a*z  _  1  d^f  du         d'f    dv \d_u 

dx*       \  du-  dx       cudv  dx  J  ex 

j  aY  du     d'f  cv 

\dudv  dx       dv^  dx 


chungen  (11),   (12)   in   ^,  |{, 


Funktionen  sind  und  in 


Funktionen 


(15) 


cv 
dx 


+ 

df 

du 

d^u 
dx* 

+ 

df  cH 
dv  dx 

.+ 

+^ä 

av 

du 

dv 

av 

udv 

U 

dx  ■•" 

cv* 

4- 

du 

d*u 

dx* 

+ 

df  d*i 

dv  dx 

+ 

in  gleicherweise  ergibt  sich  aus  (12): 

-2  _  d*f  /a«\2 ,   2    ^V  ^  if   ,    ^V  /i^\'_L 
y*       du*\dy)  dudv  dy  dy       dv*  \dyl 


(l«)^ 


d-z 

d-> 


dl  d*u       dl  d*v 
"•"  du  dy*  '^  dv  dy*  "^ 
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ebensowohl  aus  (11)  wie  aus  (12)  erhält  man: 

\dxdy      du*  C.V  dif      dudv  \Sx  dy       dx  dy  i       dv- dx  dy  ' 

^  ^M  dxdy       dv  dxcy 

Die  Aufstellung  des  zweiten  totalen  Differentialquotienten 
und  Ditierentials  unterlassen  wir;  sie  würde  das  unter  (14) 
bemerkte  bestätigen.  Auch  die  Ausdehnung  auf  mehr  als  zwei 
unabhängige  Variable  unterliegt  keiner  Schwierigkeit. 

Es  sei  beispielsweise  ^  =  /"(—];  setzt  man        = //,  so  ist: 

du  y      du        l       d- u 2?/     c*m  /^       d^u    1 

dx  x-^   dy       a;  '    dx^  ~  x^ '  dy'  '   dxdy  x'^ ' 

infolgedessen  hat  man  auf  Grund  von  (11),  (12),  (15)  —  (17): 

dz  _        df   y         dz df     1  _ 

dx  du  x^  '       dy       du     x  ' 

B^J  ^  d^f  yi_,c£    2y        d*z  _  b^f    _i_ 
dx^       d u^  X*       du     x^  '      dy'        cu^    x-  ' 

d*z   _  _  B-f  JL  _  ^  J_, 
dxdy  du^  x^       du  x^ 

Aus   z=f{ax-\-hyj    ccx  —  ßy)    ergibt    sich,    wenn    man 

ax  -{-hy  =  Uj  ax  —  ßy  =  v  setzt: 

dz  cf    ,        df 

dx  cu  cv 

|f    =.h^-ß^ 
cy  du       "^  dv 

>-.  =  a^  ^^  +  2au  ^    '    +  a%  , 
c  x^  du  ducv  dv 

^'J    =6^^-26/3.^-^  4-^2lY 
^y*  ^M*  "c'M^v       "    dv^ 

öajöy  3«        ^  '  ■^  dudv         '    dv* 

60.  Implizite  Funktionen  zweier  Variablen.  Es 
sei  fix,  y,  z)  eine  in  dem  Gebiete  i?  eindeutige  und  stetige 
Funktion  der  Variablen  x,  y,  z  mit  stetigen  partiellen  Diffe- 
rentialquotienten. Die  Funktion  nehme  ferner  innerhalb  des 
Gebietes  den  Wert  c  an,  aber  nicht  an  vereinzelten  Stellen, 
sondern  an  einer  unendlichen  Menge  von  Stellen  xjyjz  derart, 
daß  die  z  dieser  Stellen  eine   eindeutige   stetige  Funktion   der 


1 
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X,  y  bilden,  in  geometrischer  Ausdrucks  weise :  sie  nehme  den 
Wert  V  längs  einer  das  Gebiet  li  durchsetzenden  Fläche  an. 
Dann  ist  durch  die  Gleichung 

(18)  fix,  y,  z)  =  c 

z  implizit  als  eindeutige  stetige  Funktion  von  x,  y  definiert; 
wäre  z  =  (p{x,  y)  die  explizite  Darstellung  dieser  Funktion,  so 
müßte  die  Einsetzung  von  (p{x,  y)  an  Stelle  von  z  die  Gleichung 
(18)  identisch  befriedigen,  d.  h.  für  jede  Wert  Verbindung  x/y 
des  betreifenden  Gebietes  P. 

Sonach  erscheint  die  linke  Seite  von  (18)  als  zusammen- 
gesetzte Funktion  der  Variablen  x,  y  und  hat  zufolge  (11)  den 
partiellen  Diiiereutialquotienten 

d X  d X       dy  dx        dz  d x 
in  bezug  auf  x,  und  dieser  muß,  da  es  sich  um  eine  konstante 

Funktion  handelt,  Null  sein:    beachtet  man  noch,  daß  7;—  =  1 

'  '  ^  dx 

und  TT^  =  0   (weil  y  von  x   unabhängig   ist),    so    entsteht    die 

Gleichung: 

^     ^  dx       dz  dx  ' 

aus  Avelcher,  wenn  -:—  =t=  0  ist,  folgt: 


(20) 


dz  dx  ^ 

dx  df 

Tz 


in  gleicher  Weise  ergibt  sich,  wenn  man  nach  y  differentiiert, 

(21)  1^  +  1^1^  =  0, 

^     -'  dy       dz  dy  ' 

und  daraus  unter  der  gleichen  Bedingung: 

df 

■     ''  dy  dl 

dz 

df 
[Die  Voraussetzung,  daß  -^-  nicht    verschwindet,    braucht   nur 

für  solche  Wertverbindungen  x  ylz  erfüllt  zu  sein,  welche  der 
Gleichung  (18)  genügen.] 
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Die  Gleichungen  (19),  (21)  sind  das  Resultat  der  par- 
tiellen Differentiation  von  (18)  in  bezug  auf  .r,  respektive  y. 
Differeutiiert  man  sie,  von  denselben  Grundsätzen  Gebrauch 
machend,  die  erste  wieder  nach  x,  die  zweite  nach  y,  endlich 
die  erste  nach  y  oder  die  zweite  nach  x,  so  kommt  mau.  zu 
den  Gleichungen: 

ox*    '       dxcz  dx       dz*  \dxj  "*"  dz  dx* 


(23) 


dy*,         dydzdy       cz*  \cyl        dz  dy* 
d'f         d'f   dz        d'f  dz      d^f  d^dz      dlJlz^  _Q 
dxdy      dxdz  dy      cydz  dx~^  dz*  dxdy      dzdxcy         ' 


die  wieder  unter  der  Bedingung  -^7=4=0  und  in  Verbindung  mit 

d*  z 
(20)  und  (22)  die  Differentialquotienten  zweiter  Ordnung  ^5, 

■75—1,  o   o     zu  berechnen  gestatten. 
3t/* '  0x91/  ° 

Die  Werte  x,  y,  z,  die  in  den  Gleichungen  (20),  (22),  (23) 

auftreten,  haben  der  Gleichung  (18)  zu  genügen. 

61.  Beispiele.     Die  Durchführung  des  eben  entwickelten 
Verfahrens  soll  an  den  folgenden  Beispielen  erklärt  werden. 
1)  Die  Gleichung 

ax'^  +  ^y"'  +  cz^  =  li 

bestimmt  z  als  zweideutige  Funktion  von  x  und  y,  die  ohne 
weiteres  auch  in  expliziter  Form  gegeben  werden  könnte;  die 
Differentiation  gestaltet  sich  jedoch  in  impliziter  Form  ein- 
facher und  übersichtlicher.  Es  lauten  die  Gleichungen  (19), 
(21),  (23)  im  vorliegenden  FaUe  wie  folgt: 

ax  -{-  cz  ^—  =  yj 
ex 

dz 


•^  dy 

« +  nä^)  +  ^'^  a^ = ^ 

,    ,       (dzV-  ,         d*z       .. 

\dy}  dy* 

dz  dz    .  d*z         ^. 

c  5-  7 \-  cz  ^'^    =0 

dx  cy  dxdy 
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und  geben  durch  sukzessive  Auflösung  unter  Berücksichtigung 
der  vorgelegten  Gleichung: 

dz a.T         dz hy 

dx'~'        cz  ^      dy  ~        ez  ' 

'-z_       a{k  —  by^        d'Z  _       b{k  —  ax^)         c^z^ ahxy 

I  X-  ~~  c*r'       '      dy*  ~  c^z*       '     dxcij  c^z^ 

2)  Durch  die  Gleichung 

ist  z  als  zweideutige  Funktion  von  x,  y  definiert.     Setzt    mau 
zur  Abkürzung: 

a^x  -\-  h^y  +  c^z  =  Ml 

a^x  +  h.^y  +  c^z  =  u^ 

«3^'  +  hy  +  ^'3^  =  "3 

und  bedient  sich  der  Summenbezeichnung 

Wi  +  m^  +  ^3  =  [m] , 

so    lauten    die    Gleichungen    (19),    (21),    (23)    hier   folgender- 
maßen: 

[hu]  +  [eu]  1^  =0 
[aa]  +  2M|i  +  [ec](||)%M|^=0 
[hb]  +  2  [bc]  ^  +  [cc]  (|^)%  [cic]   ^,  =  0 

und  ihre  sukzessive  Auflösunsr  liefert  die  Werte: 


cz 
ex 

[au] 
[cu] 

dz 

dy 

[CHj 

d^z 

[aa]  [cm]*— 

-  2[ac]  [au]  [cu\  +  [cc]  [au] 

X* 

[cu]'^ 

d-z 

[bb][cuy- 

-2[bc][bu][cu]-\-[cc][buy 

dy* 

[cuy 

d*z 

_        [ab][cuy- 

-  {[ac][bu]  -^[bc][au]}  [cu] 

dxcy  [c«]' 
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3)  Man  bestimme  aus  der  Gleichung 

^'  +  ir  +  z-  -\-  y 3  -\-  z X  -\-  xy  =  2a^ 

die  ersten  und  zweiten  Ableitungen  von  z. 

62.  Implizite  Funktionen,  gegeben  durch  simul- 
tane Gleichungen.  Im  Bereiche  B,  seien  (p{x,  y,  z^  und 
t'{x,  y,  z)  als  eindeutige  stetige  Funktionen  von  x,y,z  gegeben; 
qp  besitze  längs  einer  das  Gebiet  B,  durchsetzenden  Fläche  den 
Wert  a,  il>  längs  einer  anderen  Fläche  durchwegs  den  Wert  /3; 
beide  Flächen  mögen  sicli  nach  einer  ebenfalls  It  durchsetzen- 
den Linie  schneiden;  dann  entspricht  jedem  Punkte  dieser  Linie 
eine  Wertverbindung  xjyjz,  für  welche  g?  =  a,  ^  =  /3  ist;  die 
y  dieser  Wertverbindungen  konstituieren  eine  Funktion  von  x 
und  ebenso  bilden  die  z  dieser  Wertverbiudungen  eine  Funktion 
von  X  für  ein  gewisses  Intervall  dieser  letzten  Variablen.  AVir 
drücken  diesen  Sachverhalt  dadurch  aus,  daß  wir  sagen,  durch 
die  simultanen  Gleichungen 

seien  y,  z  implizite  als  Funktionen  von  x  gegeben.  Um  die 
DiflFerentialquotienten  dieser  Funktionen  zu  bestimmen,  difie- 
rentiiere  man  die  linken  Seiten  als  zusammengesetzte  Funk- 
tionen von  X  und  setze  die  Resultate  der  Null  gleich,  weil  es 
sich  um   konstante  Funktionen  handelt;    dadurch  erhält    man 

die  Gleichungen: 

,  8qp       gqp  dy       d(p  dz  _  ^ 


(25) 


ex       dy  dx       dz  dx 
dij}    .    dip  dy        crp  dz  _  . 
dx        dy  dx        dz  dx 


zur  Bestimmung  von  V^ ,  -i— ;  die  Lösbarkeit  setzt  aber  voraus, 

^  dx'  dx^  ' 


daß  die  Determinante 


d^ 

dcp 

dy 

dz 

dip  dip 

\dy 

dz  1 

=  x 


von  Null  verschieden   sei;    ist    dies    der   Fall   und    setzt   man 
weiter  zur  Abkürzung 
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d(p  dtp 
dz   dx 

dip  dip 
dz   dx 

=  y, 

1   dtp  dtp  1 
dx   cy 

dip  d'tp     ~ 

\  dx   dy   \ 

so  lautet 

die  Lösung 

(26) 

dy       r 
dx       X ' 

dz        Z 
dx  ~  X  ' 

Für    die 

Differentiale    von    y, 

z    ergibt    sich 

gebenem 

dx  die  Darstellung 

dy  ^ 

X  ^^'' 

dz  =    '  dx, 

^, 


daraus    bei    se- 


so  daß 

{^^''^  dx:dij:dz  =  X'.Y:Z. 

Sind  auch  die  zweiten  Differentialquotienten  erforderlich, 
so  hat  man  die  Gleichungen  (25)  nochmals  unter  Rücksicht- 
nahme darauf  zu  differentiieren,  daß  -^^ ,  ~,  -7^,  ~   abermals 

'  dx'  dy'  dx'  dy 

zusammengesetzte  Funktionen  von  derselben  Art  sind  wie  q),  p 
selbst;  als  Resultat  ergibt  sich  das  Gleichungspaar: 

f  *qp  _,_  n    c\_  dy       t^    d^tp    dz        ^    d'cp    dy  dz 
ex-  cxcydx  dxdz  dx  cydzdxdx 

,    r^J>  (^VV A_  ^'^  (^^\^A.  ^  ^^y    I    dtp  d-z 
"^  cy^  \dx)  "^  cz-  [dxj  "*■  dy  dx'-  "^  dz  dx^ 

d^y  ,  2   ^'^  ^y  -L  9  -^^  —  A-2  J^^  ^ 
dx^  rxdy  dx  dxdz dx  dydz  dx  dx 

d^ip  (dy\^  ,    d-ip  /dz\^ 


(27) 


=  0 


dtp  d^y       dip  d^z  ^ 

dy  dx*       dz  dx^  ' 


.  rp  (dyy    d^  /^r. 

'^  cy-  \dx)  '^  dz^  \dx)  "^ 
das  wieder  nur  unter  der  Bedincrunsr 

X  +  0 

zu  einer  Bestimmung  von    ,  ^,  -^-^  führt,  nachdem  die  Werte 
(26)  in  (27)  eingetragen  Avorden  sind. 

Die  eben  behandelte  Aufgabe  ist  ein  spezieller  Fall  des 
folgenden  allgemeinen  Problems  der  Differentialrechnung:  Es 
sind  )■  simultane  Gleichungen  zwischen  n  -\-  r  Variablen  Xy, 
x^, .  .  .  x^^,  u^,  U2,  .  .  .  u^  gegeben;  dadurch  sind  im  allgemeinen 
r  von  den  Variablen,  z.  B  u^,  u^,  ■  -  .  n^,  als  Funktionen  der  )i 
Xg,  .  .  .  x„,    die    voneinander    unabhängig  sind,    be- 


übrigen X. 
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stimmt;    es   sollen   die   Differentialquotienten   der  Wj,  Hg,  .  .  .  »,. 
uaeh  deu  einzelnen  Variablen  ermittelt  werden. 

Die  Lösung  besteht  darin,  daß  man  sämtliche  Gleichungen 
in  bezug  auf  die  betreuende  Variable,  z.  B.  x^,  differentiiert, 
die  linke  Seite  —  die  reclite  wird  als  konstant  vorausgesetzt  — 
als  zusammengesetzte  Funktion  behandelnd;  dadurch  entstehen 

;•  Gleichungen,   welche   in  bezug  auf  „   S  >i  *  >  •  •  •  ^-  '"    linear 
°     '  ^  ox^'  dx^'         ox^ 

sind  und   eine  Bestimmung  dieser   Größen  nur  dann  zulassen, 

wenn   die  Determinante  r-ten   Grades  aus   deren   Koeffizienten 

nicht  Null  ist. 

Es  bedarf  kaum  der  Bemerkung,  daß  im  allgemeinen  die 
Auswahl  der  r  unter  den  n  +  r  Variablen,  die  man  als  Funk- 
tionen der  n  anderen  auffassen  wiU,  freigestellt  ist;  erst  nach 
erfolgter  Wahl  hat  die  Aufgabe  einen  bestimmten  Sinn. 

63.    Beispiele.     1)  Durch  die  Gleichungen 
x^  -\-  y^  -\-  '2'"=  4a^ 
x^+tf-2ax  =  0 
sind  y  und  z  als  stetige  Funktionen  von  x  in   dem  Intervalle 
(0,  2a)  bestimmt.     Durch  ein-  und  zweimalige  Differentiation 

erhält  man  die  Gleichungen: 

,       dy    .       dz       f. 

,        dy  ^ 

und  durch  Auflösung  derselben: 

dy  a  —  X  dz  a 

dx  II     '  dx  z 

d^y  a^  d^z  a* 

dx^  y^'  dx^  Ä* 

2)  Die  Gleichungen 

x-\-y-\-z-{-u=a 
x^  -\-  y"^  ■\-  z^  -{-  u^  =  V^ 

^3  _|_  j^3  _j_  ^3  _|_  j^a  ^  g3 
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bestimmen  x,  y,  z  als  Funktionen  von  u  in  dem  Intervalle 
(—  h,  +  h).  Zur  Bestimmung  der  ersten  Ditferentialquotienten 
ergeben  sieb  die  Gleicbungen: 


dx            dy            dz        ^ 
du            dtc           du 

=  0 

dx    ,        dy    .        dz    . 
du       ^    du           du 

=  0 

dx    ,      s<^V    ,      »dz    ,      0 
du       ^    du    '        du    ' 

=  0 

die  Determinante  der  Koeffizienten  ist 
111 

^   y   ^  .  =  {y-^){2-x){^-y) 

x^   y   z-  I 

und  verschwindet  nur  dann,  wenn  sich  unter  den  drei  Werten 
a;,  y,  z  gleiche  befinden;  die  Determinanten,  welche  die  Zähler 
der  Unbekannten  bilden,  sind  der  Reihe  nach 

-{z-y)  in  -  ij)  {ii  —  z),       {u  -z)(x-  z)  {x  -  u), 
-  {x  -  ii)  {y  —  u)  (y  -x); 


daraus  folgt: 

dx 

(u  —  y)  {u  —  z)           dy            (u  —  z)  (u  —  x) 

du 

{x  —  y){x  —  z)'        du            {y  —  z){y  —  x) 

dz            (u  —  x){u  —  y) 

du             {z  —  x){z  —  y) 

§  4.     Transformation  der  Variablen. 

64.  Simultane  Transformation  zweier  voneinander 
abhängigen  Variablen.  Nachdem  in  43  der  einfachste  Fall 
der  Transformation  behandelt  worden  ist,  sind  wir  jetzt  in  der 
Lage,  auch  die  übrigen  Fälle  zu  erledigen.  Wir  beginnen  mit 
dem  folgenden  Problem: 

Zivischen  den  beiden  Variablen  x,  y  besteht  ein  funktionaler 
Zusammenhang,  in  welchem  x  als  unabhängige  Variable  an- 
gesehen wird;  an  die  Stelle  von  x,  y  werden  zwei  neue  Variable 
u,  V  mittels  der  Trans formationsgleichungen 

X  =  (p{u,  v) 


*  y  =  t[u,  V) 
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eingeführt:  es  sind  die  urspriingliclien  Diff'erentialquotienten 


dy 
dx 


dx* 


durch  die  aus  dem  neuen  Zusammenhange  zwischen  u 
dv     d^v 


durzustellen. 


und  V  hervorgehenden    ,    ,,,,.. 

Da  iu  dem  neuen  Zusammenhange  n  als  unabhängige 
Variable  auftreten  soll,  so  differentiiere  man  die  Gleichungen 
(1)  in  bezug  auf  w;  ein-  und  zweimalige  Ausführung  dieses 
Prozesses  liefert: 


dx         ccp    1^  d(p  dv 
du         du 


(2) 


dy  ^cj>^ 
du        d  u 


d'-x 
Tu* 
d'y 
du* 


dv  du 
dtp  dv 
d  V  du 

du' 

c  u* 


dv        C 
dudv  du        di 


d<j>  d*v 
V  du^ 


v*  \du)  "^  d 

.    f)    c*'*p    dv        d*'(p  /^^\^i    ^"^  ^^^'  . 
dudv  du        dv*  \du/         dv  du*  ' 


setzt  man  diese  Ausdrücke  in  die  Gleichungen  43,  (6)  oder  die 
daraus  resultierenden 


(3) 


du  / 

ein,  so  ist  die  gestellte  Aufgabe  gelöst. 

Von  den  Transformationsgleichungen  (1)  wird  vorausgesetzt, 
daß  sie  umkehrbar  eindeutig  sind;  das  bedeutet  so  viel,  daß 
nicht  allein  cp,  ^  eindeutige  Funktionen  der  Argumente  u,  i\ 
sondern  daß  auch  u,  v  als  eindeutige  Funktionen  von  x,  y  be- 
stimmt sind;  wäre 


dy 
dy         du 

dx        dx 

du 

dx 
d*y       du 

d*y 
du^ 

d*x 
du* 

dy 
du 

dx-  ~~ 

/dx 

V  ~ 

(1*) 


I  V  =  ti  {x, 


u  =  cp,  (x,  y) 

y) 


diese   Bestimmung,   so   heißt   (1*)   die   inverse  Transformation 
zu  (1> 
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Bei  geometrischer  Interpretation  lassen  die  Gleichungen 
(1)  und  (1*)  zwei  wesentlich  verschiedene  Deutungen  zu, 
welche  kurz  auseinandergesetzt  werden  sollen. 

I.  Sind  X,  y  die  Koordinaten  eines  Punktes  M  der  Ebene 
in  bezug  auf  ein  bestimmtes,  z.  B.  rechtwinkliges  Koordinaten- 
system und  u,  V  die  Koordinaten  desselben  Punktes  in  bezug 
auf  ein  zweites  System,  so  bestimmen  die  Gleichungen  (1)  und 
(1*)  eine  Koordinatentransformation  und  vermitteln  insbesondere 
die  Gleichungen  (1)  den  Übergang  vom  ersten  System  zum 
zweiten,  die  (1*)  den  Übergang  vom  zweiten  zum  ersten.    Geht 

durch  den  Punkt  31  eine  Kurve,  so  bestimmt  -~-  die  Richtung 

dl- 
der  Tangente  an  dieselbe  (22,  (2))  und  ist    ,     für  die  nämliche 

Richtung    bestimmend,    jedesmal    in    einer    dem    Koordinaten- 
system entsprechenden  Weise. 

Einen  der  wichtigsten  Fälle  dieser  Art 
bildet  die  Transformation  rechtwinkliger  Ko- 
ordinaten in  Polarkoordinaten,  wobei  der  Ur- 
sprung und  die  positive  Abszissenachse  des 
ersten  Systems  als  Pol,  beziehungsweise 
Polarachse  verwendet  werden  (Fig.  16).  Dann 
ist  v=r  der  RadiusveJäor  und  m  =  g?  die  Anomalie  des  Punktes  M] 
die  Gleichungen  (1)  lauten: 


Fig.  16. 


(4) 

und  jene  (1*) 

(4*) 


X  =  r  cos  (p 
y  =  r  sin  (p 


r  =    Yx^  +  y^ 


^  =  arc  tg^, 


wobei  die  Eindeutigkeit  der  letzten  Gleichung  dadurch  herbei- 
geführt wird,  daß  man  festsetzt,  (p  sei  jener  Bogen  aus  dem 
Intervall  (0,  2;t),  dessen  Sinus  das  Vorzeichen  von  y,  dessen 
Kosinus  das  Vorzeichen  von  x  hat.  An  die  SteUe  der  Glei- 
chungen (2)  treten  die  folgenden: 

Czuber:  Vorlesungea.     I.     3.  Aufl.  10 
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(5) 


d.r  .  ,    dr 

■j     =  —  r  sin  (P  +    ,     cos  w 
rfqp  ^  a  q>  ^ 

dy 
dcp 


dr 


•  COS  w  -\-   j     sin  w 
d(f  ^ 


d^  >x 
\  —  —  r  cos  (p 


dcp 
d-  if 


c  dr     .  ,     d-r 

z    ,     sin  qp  +   ,    „  cos  od 

dcp  ^        (I  cp^  ^ 


=  -  r  Sin  ^  +  2  ^^  cos  cp  -\-  ^^^,  sin  (p. 


Es  drücken  sich   dann  beispielsweise  ^-. ,  ~i  in  den  neuen 


dx'  dx 

Koordinaten,     wenn     mau     von     den     Abkürzungen 
d'r 


dr 
dcp 


dcp' 


=  r"  Gebrauch  macht,  wie  folgt  aus: 
r  cos  cp  -{•  r  sin  cp 


dy 
dx 

d^ 
dx^ 


—  r  sin  qp  -|-  r'  cos  cp 
r*-|-  2/  * —  rr" 


(6) 


(6*) 


( —  r  sin  qp  +  *■'  cos  qp)' 

IT.  Bedeuten  wieder  x,  y  die  Koordinaten  eines  Punktes 
M  der  Ebene  in  bezug  auf  ein  (rechtwinkliges)  Koordinaten- 
system, u  =  x.^^,  ^  =  ^1  <ii^  Koordinaten  eines  anderen  Punktes 
M^  derselben  Ebene  in  bezug  auf  dasselbe  Koordinatensystem, 
so  vermitteln  die  Gleichungen  (1*)  oder 

'^i=9i(«,  2/) 
jj,  =  4\(x,  y) 

den  Übergang  von  M  zw  M^,  die  inversen  Gleichungen  (1)  oder 

x  =  (p(x,,  yj) 

jj  =  t{oCi,  Vi) 

den  Übergang  von  M^  zu  iüf,  und  beide  bestimmen  eine  Trans- 
formation der  Ebene  in  sich.  Die  Ebene  erscheint  nun  als 
Trägerin  zweier  Punktsysteme  8  und  >S^^,  die  Gleichungen  (6) 
ordnen  jedem  Punkte  aus  S  einen  und  nur  einen  Punkt  aus  S^, 
umgekehrt  die  Gleichungen  (6*)  jedem  Punkte  aus  S^  einen 
und  nur  einen  Punkt  aus  S  zu;  aus  diesem  Grunde  wird  die 
Transformation  auch  eine  ein-eindeutige  Punkttransformation  ge- 
nannt. Weil  wir  von  den  Funktionen  ^i,  ^i*,  ^,  tp  voraus- 
setzen, daß  sie  stetig  sind  und  bestimmte  Dififerentialquotienten 
besitzen,  so  werden  hinreichend  kleinen  Änderungen  von  x,  y 


1 
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beliebig  kleine  Änderungen  von  x^,  y^  und  umgekehrt  ent- 
sprechen; infolgedessen  wird  bei  stetiger  Bewegung  des  Punktes 
M  im  allgemeinen  auch  der  transformierte  Punkt  31^  eine 
stetige  Bewegung  ausführen;  daher  nennt  man  die  Transformation 
eine  loniinuicrUche.     Geht  durch  den  Punkt  31  eine  Kurve,  so 

bestimmt    ,     die  Richtung    ihrer  Tangrente    daselbst,    ,      hin- 

dx  "  ^  '   axj 

gegen  die  Richtung  der  Tangente  an  die  transformierte  Kurve 
im  Punkte  31^. 

Unter  den  ein- eindeutigen  Punkttransformationen  spielt 
die  projeliive  Transformation  eine  besonders  wichtige  Rolle; 
sie  ist  durch  die  Gleichungen 

\  J^  a.,x-\-h^y-\-c^ 
bestimmt,  in  welchen  alle  a,  h,  c  gegebene  Konstanten  be- 
deuten. Allen  (reellen)  Wertverbindungen  dieser  Konstanten, 
deren  Zahl  durch  Abkürzung  mit  einer,  z.  B.  c^,  auf  8  redu- 
ziert werden  kann,  entspricht  die  Gesamtheit  aller  projektiven 
Transformationen  der  Ebene. 

Bezeichnet  man  die  Transformation  (7),  durch  die  der 
Punkt  x/y  in  den  Punkt  x^/y^  übergeführt  wird,  mit  T,  und 
läßt  man  auf  sie  eine  zweite  projektive  Transformation  T' 
folgen,  so  entsteht  aus  x^'y^  der  neue  Punkt 

^   ^  '_  «i'«i4:Vii-f;^'. 

ersetzt  man  hierin  x^,  y^  durch  ihre  Werte  aus  (7)  und  ver- 
einfacht die  Ausdrücke,  so  entstehen  Gleichungen  von  derselben 
Form  wie  (7): 

-^  '=  ^1  ^  +  ^1  y  +  yi 

'^   <='iX -\- ß,^y  +  Yi 

d.  h.  die  Aufeinanderfolge  von  zwei  projektiven  Transforma- 
tionen ist  durch  eine  projektive  Transformation  ersetzbar.  Man 
sagt  von  Transformationen,   die   ein   solches  Verhalten  zeigen, 

10* 
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daß  die  Sukzession  zweier  durch  eine  Transformation  aus  der- 
selben Gesamtheit  ersetzt  werden  kann,  sie  bilden  eine  Trans- 
formations(fruppe  oder  Gruppe  schlechtweg.  Hiernach  bilden 
also  die  projektiven  Transformationen  eine  kontinuierliche 
Gruppe. 

Zu  den  projektiven  Transformationen  gehören  auch  die 
Beuccjnngcn  der  Ebene  in  sicJi;  an  diesen  ist  der  Gruppen- 
charakter am  leichtesten  erkennbar;  in  der  Tat,  hat  mau  ein 
ebenes  System  S  durch  die  Bewegung  B  in  die  Lage  S^  und 
aus  dieser  durch  eine  zweite  Bewegung  B'  in  die  Lage  S^'  ge- 
bracht, so  gibt  es  immer  auch  eine  Bewegung,  durch  die  S 
unmittelbar  in  die  Lage  S^'  versetzt  werden  kann. 

Um  die  inverse  Transformation  zu  (7)  zu  erhalten,  be- 
zeichne man  den  gemeinsamen  Nenner  von  x^  und  ?/j  mit  N 
und  bilde  aus  (7)  die  Gleichungen 

o^x  -i-  6ii/  -f  Cj  =  Nxi 

«3^  +  hy  +  ^3  =  ^""; 

werden  in  der  Determinante 

I  «1    ^1    ^1 

\    «3      ^3      ^3    i 

die  den  Elementen  a^,  h^,  .  .  .  adjungierten  Unterdeterminanten 
mit  «1,  ßi,  ■  •  ■  bezeichnet  und  multipliziert  man  die  obigen  drei 
Gleichungen  der  Reihe  nach  mit  a^,  a^,  a^  und  addiert  sie,  so 
folgt  wegen  a^a^  +  «2^2  +  ^3^3  =  -^>    ^i^i  +  ^2^2  "i"  ^3^3  "^  ^^ 

Bx  =  'Nia^x^  +  «2!/!  +  ^3); 
ebenso    erhält    man    nach    Multiplikation    mit    /3^,  ß^,  ß.^    und 
Addition: 

By  =  N{ß,x,^ß,y,+  ß,) 

und  nach  Multiplikation  mit  y^,  y^,  y^  und  darauffolgender 
Addition: 

B  =  ^{y^x^  +  72^1  +  ^^3); 
ist   nun   it  =4=  ^  —   und   nur   dann   lassen   die  Gleichungen  (7) 
Auflösung  nach  x,  y  zu  und  bestimmen  eine  eigentliche  Trans- 


II 
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formation  der  Ebene  in  sich  — ,  so  ergibt  paarweise  Division 
der  letzten  drei  Gleichungen: 

«1  ^l  +"22/1  +  «8 


' -^  ria^i  +  y^yi  H-ys' 
woraus  hervorgeht,  daß  die  inverse  Transformation  auch  der 
Gruppe  der  projektiven  Transformationen  angehört.  In  ihrer 
Aufeinanderfolge  heben  sich  die  Transformationen  (7)  und  (7*) 
auf  und  sind  äquivalent  der  identischen  Transformation,  welche 
die  Ebene  in  Ruhe  läßt. 

Eines  der  ivesentlichen  Merhnale  der  projeldiven  Trans- 
formation liegt  darin,  daß  sie  jede  Gerade  der  Ebene  tvieder  in 
eine  Gerade  transformiert.     Denn  beschreibt   der  Punkt  M  die 

Gerade 

Ax-^  By^C=  0, 

so  beschreibt  der  transformierte  Punkt  J/^  das  Gebilde 

7i  ^i  +  y^Vi  +  rs  7i  ^1  +  722/1  +  73  ' 

d.  i. 

{Acc,  +  Bi\  +  Cy,)x,  +  {Aa,  +  Bß,  +  Cr,)y, 
+  (^«3+5/33+  0^3)  =  0, 
also  wieder  eine  Gerade. 

Man  erkennt  ebenso  leicht:  Beschreibt  der  Punkt  M  einen 
Kegelschnitt,  so  beschreibt  der  zugeordnete  Punkt  il/^  wieder 
einen  Kegelschnitt.    Allgemein:  Beschreibt  M  eine  algebraische 
Kurve  K-ter  Ordnung,  so  beschreibt  auch  M^  eine  solche. 
An  die  Stelle  der  Gleichungen  (2)  treten  nun: 


dx^ 

= 

'."s  -^  -r  ''s  y  -r  '-s;'  J  "1 

'  ^  "^  dx) 

-  ^^wj  j.  -r  o<i  (/ 

-r 

«-i;  ^"s 

T 

''''dxJ 

dx 

(«8^  +  ^ 

.y-hc,r 

—  Yiy  +  ßi-\-{7^^- 

X  <^y 

-''^^dx 

^ 

(asa;  +  &32/  + 

c>y 

(^Vi 

= 

(ajx  +  bgy  +  c,)  (a, 

=+^:;!)- 

-{a^x-]-b^y 

+ 

c,)  («, 

+ 

^^s 

dx 

{a^x-i-bg 

y  +  c,r 

= 

7xy-?x—  (7i  X  —  • 

{a^x  +  \y  +  c. 

^r-     ' 
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SO  daß 

''"•      -.■,v  +  ß.  + In— ",)'£' 

dadurch    ist    die  llicJitunn    bestimmt,    in    welche    die   durch  — 

'  '  (Ix 

charakterisierte   Richtung   aus    dem    Punkte  ilf   im  Wege   der 
Transformation  (7)  übergeführt  wird. 

Eine  Unterart  der  projektiven  Transformation  ist  die 
lineare  Transformation,  bei  der  03  =  63  =  0,  c^  =  l;  sie  ist  also 
durch  die  Gleichungen 

lx,  =  a,x  +  h,y  +  c, 

bestimmt  und  nur  dann  eine  eigentliche  Transformation,  wenn 

«1      K 


setzt  man  ferner 

K      t-2  6'2      a^ 

so  lautet  die  inverse  Transformation: 

(9*)  '' 


^, 


r 

Die  durch  sie  herbeigeführte  Richtungstransformation   ist 
durch  die  Gleichung 

(10)  -7«  = p 

bestimmt.  Da  der  rechtseitige  Ausdruck  a:,  y  nicht  enthält, 
so  wird  jede  Richtung,  deren  Koeffizient  -7^  ist,  in  eine  Rich- 
tung vom  Koeffizienten  -3-^  transformiert,  mit  andern  Worten : 

die  lineare  Transformation  führt  parallele  Gerade  ivieder  in 
parallele  Gerade  über. 

Unterarten  der  linearen  Transformation  sind  beispielsweise 
die  Translation  Xy  =  x  -\-  c^,   yi  =  y  -i-  c.^,    die   zur  Gruppe   der 
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Bewegungen  gehört,  und  die  Perspektive  Transformation,  auch 
Ähnlichkeitstransformation,  x^^  ax,  yi  =  ay,  deren  Zentrum 
der  Ursprung  ist. 

65.    Beispiele.     1)  Der  Ausdruck 


bH2n 


für  rechtwinklige  Koordinaten  x,  y  ist  in  Polarkoordinaten  r,  (p 
zu  transformieren. 

Mit  Hilfe   der    am    Schlüsse   von  64,  I   gefundenen   Dar- 

d  XI  d  t/ 

Stellung  von  ^  und    ,—,  in  Polarkoordinateu  erhält  man  nach 

^  dx  dx- 

einfacher  Rechnung 


"         r*-|-  2  r'  - —  rr" 
2)  Für  die  projektive  Punkttransformation 


^1  y^ 


yi  = 


(dieselbe  geht  aus  der  allgemeinen  (7)  hervor,  wenn  a^  =  h^ 
=  ^2=^2=  «3  =  Cg  =  0,  Cj  =  c,  «2  =  ^}  ^h  "^  1  ^^^)  ^^^  Rich- 
tungstransformation  zu  bestimmen. 

Die  nicht  verschwindende  Determinante 


0 

0    c 

a 

0  0 

0 

1   0 

gibt  zur  ersten  und  zweiten  Zeile  die  ünterdeterminanten 

«1  =  0,         /3i  =  0,  y^  =  a- 

«2  =  c,  /52=0,  7.2=0; 

daher  ist  nach  (8) 


dVi 


ay 


dy 
dx 


dx 


d.  h.   geht  durch   den   Punkt  M(x/y)  eine  Kurve,   deren  Tan- 
gente den  Richtungskoeffizienten  -p  hat,  so  hat  die  Tangente 


152  Erster  Teil.     DiflFerential-Rechnung. 

der  transformierten  Kurve  im  homologen  Punkte  M^  den  Rich- 
tungskoeffizienten   ,  -• 

So  wird  beispielsweise  der  Kreis 

durch  die  vorliegende  projektive  Transformation  in 

also  in  die  Parabel 

cy^  —  'ia^rx^  -\-  a^c  =  0  ■ 

transformiert;    im  Punkte  x  =  0,  y  =  2r  des  Kreises  hat  die  I 

Tangente   den  Richtungskoeffizienten  ^  =  0,    in    dem    homo-  " 


lix 


logen  Punkte  a;^  =  ^.,    ^1  =  0    hat    die    Parabeltangente    den 
Richtungskoeffizienten    ^-  =  oo. 

66,  Transformation  der  Variablen  in  Funktionen 
von  mehr  als  einer  Veränderlichen.  Der  einfachste  Fall 
ist  der  folgende :  In  einem  funktionalen  Zusammenhange  zwischen 
drei  Variablen  x,  y,  z  werden  x,  y  als  die  unabhängigen  Verän- 
derlichen aufgefaßt;  an  ihre  Stelle  sollen  zwei  neue  unabhängige 
Variable  treten,  welche  mit  ihnen  in  einem  gegebenen  Zusammen- 
hange stehen. 

Wie  das  analoge  Problem  43  tritt  auch  dieses  in  zwei 
verschiedenen  Formen  auf,  je  nachdem  z  eine  beliebige  unbe- 
stimmt gelassene  oder  eine  gegebene  Funktion  von  a;,  y  ist. 
Hier  wie  dort  sind  die  in  beiden  Fällen  in  Kraft  tretenden 
Formeln  im  Wesen  die  gleichen. 

I.  Es  sei  z  eine  beliebige  Funktion  der  unabhängigen 
Variablen  x,  y,  an  deren  Stelle  die  neuen  Variablen  u,  v 
mittels  der  Transformationsgleichungen 

ix  =  w(u,  v) 

(li)  )    i 

\y  =  4^{u,  V) 
eingeführt  werden  sollen;  irgend  ein  Ausdruck  oder  eine  Rela- 
tion  zwischen  x,  y,  z,  ^r-,  ^^ ,  •  •  .   ist    in    den    u,  v,  z,    tt— , 
'  "^^     '  dx'    oy'  '     '     '    du' 

7^,  .  .  .  darzustellen. 
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Indem    man   z   als   zusammengesetzte   Funktion   von  w,  v 
auffaßt,  erhält  man,  von  den  Abkürzungen: 


du 


df(u,  v)  ^j.        dfju,  v)  ^  . 

luf  ^^  /vf 


tctJ 


dmu,jf)  _ 

cudv         '"' 


Gebrauch  machend,  zunächst  die  beiden  Gleichungen  (59,  (11),  (12)) 
(12) 


—  —        ds  dz 


dz 


dz    ,     ,     dz 
dx         "  cy 


und  aus  diesen  ergibt  sich  bei  allen  Wertverbindungen  w,  v,  für 
welche  die  Determinante 

'        TU         TU 

von  Null  verschieden  ist,  für  7^—,  -^r-  die  Bestimmung: 

'         dx'  dy  ° 

dz 


(13) 


1: 


dz  _  dz 
dx  '  dy 


TU  TU 

"Po      ^v 


du""- 

dz 


dv 


t. 


dz 

^^du 


CD 


Sind  auch  die  zweiten  Differentialquotienten 


dz 
"  dv 

d'z 


c^z 


a*5 

dx'^''  dxdy'  dy' 

in  der  betreffenden  Rechnung,   so   differentiiere  man   die  Glei- 
chung (12)  nochmals,  und  man  erhält  (59,  (15)  bis  (17)): 
d^z     ^  ^  _L    /       f^  _l_         (       1j1    1  g^'g  \ 

^u^  —  ^uuQ_^  -r  ^uu^y  -1-  ^uyPu  ^x^-r  V^j^j 
dy 


(14) 


d^z 
dv* 


dz 


d^z 

dud 


dz    ,     ,      dz    ,         I      d^z 


,     .      d^z^ 
dx^  '^^^dxdy 


dz  cz  (      0^    ^     ,      o^'z  \ 


—  dabei  ist  von  einer  Reduktion  der  Gleichungen  abgesehen 

worden:  nach  Einsetzung  der  Werte  für  ^ ,  ^—  aus  (13)  können 
^  ex'  dy  ^     '^ 
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hieraus    .   ,,  ^   ,,  ö^>,     bestimmt  werden  für  alle  Wertverbin- 
cx*'  oy*'  cxdy 

düngen  tt,  v,  für  welche 

I    9>c      ^v 


+  0; 


7)^ z       f)^ z       7)  z 
denn  die  Determinante  der  Koeffizienten  von  ^    ,,  ^    «    ,  ^-,  in 

^x*'  oxoy'  oy 

(14),  d.  i. 

qp  ^         2  a)  t'  ^  ^     I 

i 

stellt  sieb  als  negative  dritte  Potenz  der  obigen  Determinante 
zweiten  Grades  dar*)  und  ist  daher  zugleich  mit  dieser  ver- 
schieden von  Null. 

IL    Ist   z   eine   gegebene  Funktion   von  x,  y  :  z  =  fix,  y), 

dz 
so    lautet    die    Aufgabe    dahin,    die    Diiferentialquotienten  -^ , 

TT-,  -,^y,  .  .  .    oder   einen   aus  x,  y,  z  und    diesen  Differential-    1 
dy '  dx^^  '  -^^  a 

quotienten  gebildeten  Ausdruck  in  den  neuen  Variablen  m,  v 
darzustellen. 

Führt  man  die  Substitution  (11)  in  der  gegebenen  Funk- 
tion aus,  so  ergibt  sich 

(15)  z  =  f[(p(u,  v),     t^(m,  v)]  =  x('>^,  v) 

ebenfalls  als  bekannte  Funktion  von  m,  v  und  es  lassen  sich 
somit  die  Diäerentialquotienten 

dz__        d£  _        d^j  _  a*2  _  a'g  _ 

bestimmen;    setzt   man   ihre  Werte   in  (12)  und  (14)   ein,   so 

•    j     T         m  •  T-  ■        ,     dz     dz     d^z      d'z       d^z       i 

sind  diese  Gleichungen  geeignet,  ^,  ^,  g^„  ^-, ,  ^-^^  als 

Funktionen  von  u,  v  zu  bestimmen. 


*)  Man  löse,  um  dies  einzusehen,  die  Determinante  dritten  Grades 
in  die  Summe 

fu^v    'Pu^'v    '^«'^r    !  Vu^v    'Pv^u  ■'/'"■^r 

auf  und  entwickle  beide  Bestandteile  nach  der  ersten  oder  der  dritten 
Kolonne. 
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Die  Führung  der  Rechnung  im  Falle  von  mehr  als  zwei 
unabhängigen  Variablen  und  ihre  Ausdehnung  auf  höhere  Dif- 
ferentialquotienten bedarf  keiner  weiteren  Erklärung. 

67.  Beispiele.  1)  B^ür  eine  beliebige  Funktion  z  von 
X,  y  ist  der  Ausdruck 

der  Transformation 

X  =  r  cos  qp 

y  =  r  sin  ^ 
zu  unterwerfen  (64,  I). 

Die  Gleichungen  (12)  lauten  im  vorliegenden  Falle: 

dz  ■         dz    .  dz 

^s—  =  —  r  sm  Qp  „ \-  r  cos  w  yr- 

dq>  ^  ex  oy 

dz  dz    ,         .         dz 

-^5—  =  cos  qp  7^ h      sm  qp  -tt-  : 

ör  ^  öx  oy^ 

quadriert   man   sie,   nachdem    man   die   erste    durch  r  dividiert 
hat,  und  bildet  hierauf  ihre  Summe,  so  ergibt  sich: 

^  \d^)  ^  Vä7-)  ^  \Vl)  +  \dy)  ' 
mithin  ist 


R=  1 


■^  r^\d^)   '^\di) 


2)  Es  sei  V  eine  beliebige  Funktion  der  unabhängigen 
Variablen  x,  y,  z-  man  soll  die  mit  Hilfe  derselben  gebildeten 
Ausdrücke: 

'^         cx^   ~^   dy^  '^  dz^ 
einer  homogenen  linearen  Transformation  (64,  II) 

(16)  .V  =  «2^1  +  &2?/l  +  ^2^1 

\z=^a^x^-\-  \y^  +  c^Zy 

unterwerfen  von  solcher  Art,  daß  durch  sie  x-  -\-  y'^  -{-  z^  über- 
geführt wird  in  x^  -\-  y^^  -\-  z^-. 

Eine  lineare  Transformation  von  dieser  Beschaffenheit 
wird,  ohne  Rücksicht  auf  die  Anzahl  der  Variablen,  eine  ortho- 
gonale  Transformation    genannt.     Sie    bedeutet    bei    zwei   und 
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drei  Variablen  den  Übergang  von  einem  rechtwinkligen  Ko- 
ordinatensystem zu  einem  andern  ebensolchen  bei  Festhalten 
des  Ursprungs;  wird  auch  dieser  geändert,  so  tritt  in  den 
Gleichungen  rechts  noch  eine  additive  (beliebige)  Konstante 
hinzu. 

Um  zunächst  die  Eigenschaften  der  Koeffizienten  einer  solchen 
Transformation  zu  ermitteln,  bilde  man  die  Quadratsumme  der 
Transformationsgleichuntjen : 

^^  +  2/"  +  -^^  = 

W  +  <  +  «3')^i'  +  {K  +  h'  +  h')y.'  +  (^l'  +  c.^  +  C,')Z,^ 

+  2  {aj\  +  a^h  +  «3^3)^12/1; 
ersetzt  man  die  linke  Seite,  entsprechend  der  Definition,  durch 
Xy  -\-  y^^  -\-  z^,    so    führt    die   Vergleichung    beider    Seiten    zu 
folgenden  für  die  orthogonale  Transformation  charakteristischen 
Beziehungen*): 


(1^) 


c  2  +  c.^  +  r,^  =  1 


1,0^  +  &2C2  +  ^3^3  =  0 

Ci«!    +   C2Ö2    +   Cgag   =   0 
«1&1+  «2^2  +  «3^3  =  ^• 

Multipliziert  man  ferner  (16)  der  Reihe  nach  mit  a^,  a^,  «gj 
dann  mit  h^,  h^,  feg,  endlich  mit  Cj,  c^,  Cg  und  bildet  jedesmal 
die  Summe  mit  Rücksicht  auf  (17),  so  ergibt  sich  die  inverse 
Transformation 

IXj^  =  a^x  -{-  a^y  +  a^z 
y^  =  h^x  ^-  h^y  +  \z 
z^  =  c^x  +  c^y  +  c.^z 

*)  Mit  Hilfe    dieser  Relationen   ist   leicht   nachzuweisen,    daß   das 
Quadrat  der  Determinante  (des  „Moduls")  der  Transformation: 

I    "1     ^1     *^i 
a,     &,     Cj 

«3       ^3       C3 

gleich  der  Einheit,  die  Determinante  selbst  also  -|-  1  oder  —  1  und  da- 
her von  Null  verschieden  ist. 


Dritter  Abschnitt.  Differentiation  von  Funktionen  mehrerer  Variablen.    157 


und  zu  den  Relationen  (17)  treten  somit  noch  die  folf^enden: 


(17*) 


{ 


«2^  +  ^2^  +  ^2-  =   1 

a^Jl^-\-  &2^3  +  ^2^3  =  0 
%«1  +  ^3^1  +  ^^1   =  0 

Die  Ausführung  der  Gleichungen  (12)  gibt  nun: 
dV  _      cV  SV  dV 


(18) 


dx 

dv 


dv 

5  2/1 

-^^-^  ^  ^a;     '    "2  gy     I    ^3   g^ 

und  die  sinngemäße  Ausführung  von  (14): 

r^-r     /7      '^ _1_      n      ^ _1_      /TT      ^ 

dx^ 


+  ^2    gy    "T  <^3    7i: 


(19) 


ca;' 


9y  ^^; 


=  0,  — -y  +  6, 


(7  a; 


dz' 


-f-V^~.+2&2&3^f^ 


a*r  a-F 


=  c 


1        Q™«        I       ^3 


aa;ä 


a-F 
a^^ 


+  «3==^^^   +2C2C3 


dydz 


I    9  J'^     I    9  ^'^ 


xüy 


Bildet  man  die  Quadratsumme  der  Gleichungen  (18),  dann  die 
einfache  Summe  der  Gleichungen  (19),  beides  mit  Rücksicht 
auf  (17*),  so  ergibt  sich: 

/aF\2    /aF\2    /aF\2_  /aF\2    /aF\2     /ar\2 

laa-J   +  \dyj  +  \dzj  -  \dx)  +  Key)  +  \TJ)   ' 

d^v     d'v     d'v  _  a^     a^     a*F 
^a^i'     '^j/i*     2~-i*     ax*  +  a^/*  "^  dz' ' 

d.  h.  die  beiden  Ausdrücke  z/ F,  z/^F  erleiden  bei  einer  ortho- 
gonalen Transformation  der  Variablen  x,  y,  z  keine  Änderung. 
Man    nennt    Ausdrücke,    die,    aus    den  Ableitungen    einer 
Funktion  f  (von  zwei,  drei  Variablen)  gebildet,  die  Eigenschaft 
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besitzen,  einer  orthogonalen  Transformation  gegenüber  invariant 
zu  bleiben,  Differodialinvarianten  oder  Diff'erentialparameter 
der  betreflfenden  Funktion.  Insbesondere  bezeichnet  man  die 
Torhiu  aus  V  gebildeten  Ausdrücke  z/F,  z/^F  als  deren  Diffe- 
rentialparameter erster,  beziehungsweise  zweiter  Ordnung.  Die 
große  Bedeutung  solcher  Ausdrücke  für  Geometrie,  Physik, 
Mechanik  u.  a.  besteht  darin,  daß  sie  notwendig  Größen  dar- 
stellen, die  von  der  Wahl  des  (rechtwinkligen)  Koordinaten- 
systems unabhängig  sind,  also  selbständig  existieren. 

3)  Durch  die  Gleichung 

^  +  4  +  ^-1=0 
o.  0^         c- 

ist  2  als  zweideutige  Funktion  der  beiden  Variablen  x,  y  de- 
finiert auf  dem  Gebiete 

d.  h.  im  Innern  und  auf  dem  Umfange  einer  Ellipse   mit  den 

dz      dz 
Halbachsen  a,  h.     Es    siud    die    Differentialquotienten  -. — ,  -^ 

mittels  der  Transformation 

X  =  a  sin  u  oos  v 

y  =  h  sin  u  sin  v 

in  den  Variablen  w,  v  darzustellen. 

Mit  Hilfe  dieser  Substitution  ergibt  sich 

^  =  +  c  cos  u 

und  die  Gleichungen  (12)  gestalten  sich  wie  folgt: 

—       .  ^^    ,    7  .dz 

+  c  sm  w  =       a  cos  u  cos  v \-  b  cos  u  sm  v  ^- 

c  X  dy 

0  =  —  a  sin  u  sin  v  t-^  +  &  sin  u  cos  v  -^ : 
ex   '  dy^ 

ihre  Auflösung  liefert: 

dz        —  c  sin  u  cos  v         dz        _  c  sin  m  sin  «  _ 

dx  acosM     '       dy  beoäu      ' 

die  gleichgestellten  Vorzeichen  beziehen  sich  aufeinander. 

4)  Zu  zeigen,  daß  die  Transformation  x  =  u  -\-  v,  y  =  uv 
zu  den  Gleichungen  führt: 

dz         dz  dz      dz 

dz du         dv        dz dv      du 

dx  u  —  V       '      dy         u  —  v 
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5)  Zu  zeigen,  daß  infolge  der  Transfonnation 

X  =  i,  -\-  r]  cos  CO 

y  =  Vi  sin  co 

(Übergang  von  rechtwinkligen  Koordinaten  x,  y  zu  schief- 
winkligen ^,  )]  bei  derselben  Abszissenachse,  demselben  Ur- 
sprung und  dem  Koordinatenwinkel  a  )  die  folgenden  Relationen 
stattfinden: 

dx"  "^  dxf-  ~  Hin' CO  \  H^        'H  dn  ^^^  ^^'cn'-r 

dx^  cy^  \dxdy)  sin-oj  lc|*  3tj*  Xdidti)  J 
68.  Simultane  Transformation  dreier  voneinander 
abhängigen  Variablen.  Zwischen  den  drei  Variablen  x,  y,  z 
bestehe  ein  funktionaler  Zusammenhang,  in  ivelchem  x,  y  als  un- 
abhängige Veränderliche  gelten;  an  Stelle  von  x,  y,  z  sollen  neue 
Variable  u,  v,  w  mittels  der  Trans formationsgJeichungen 

IX  =  9?(m,  V,  w) 
(20)  \y  =  tl^{u,v,w) 

\z==x{u,v,  iv) 
eingeführt  werden.     Es  sind  die  Diff'erentialquotienten  -k- ,   -w- , 

„--j,  .  .  .  durch  die  aus  dem  neuen  Zusammenhange  hervorgehen- 

j       dw     cw     d^w  ,  ,  „ 

den  ^— ,  -TT— ,  ^~i ....  darzustellen, 
du  '  ov  '  ou^ ' 

Zur  Lösung  dieser  Aufgabe  sind  die  Gleichungen  66,  (12), 

(14)  heranzuziehen,  deren  erste  Gruppe  wir  zu  diesem  Zwecke 

in  der  Form  schreiben 

dz       c z  dx       dz  dy 

du       dx  du       dy  du 

^     ^  \dz_dzdxczcy^ 

V  dv       dx  dv       dy  cv'' 

nun  sind,  da  w  als  Funktion  von  u,  v  aufgefaßt  wird,  ver- 
möge (20)  a;,  y,  z  zusammengesetzte  Funktionen  von  u,  v;  in- 
folgedessen hat  man  mit  Benutzung  der  in  66  eingeführten 
Bezeichnung: 

idx  _  div     dy  _         .         dw^     dj:  _        .         du- 

\cu  ~  ^'^~^  '^»a«'  du  ~^"'^^'"'du'  dü~  '^"^  ^"'  du 

ydv~^'   '    ^'°Jv'  'dv~^'>~^^">'dv'  dv~  ^^^  ^•"Jv''' 
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nach  Eintragung  dieser  Werte  in  (21)  sind  diese  Gleichungen 
zur  Lösung  der  gestellten  Aufgabe  geeignet,  soweit  sie  die 
ersten  DitForentialquotienten  von  z  betrifft. 

Die  erste  der  Gleichungen  (14)  lautet  in  anderer  Schreibweise: 

du*       dx  du*        dy  du*       du  \dx*  du       dxdy  du] 
dy  1  d*z    rx       c''z  cy\  ^ 
du  \dxdy  du       dy*  du)  '' 

darin  sind   ^      und    „      durch    die  Werte  aus  (22)   und    ^--,-, 
du  du  ^     '  du* ' 

d*  %i     d*  z 

-   t)  5~s  durch  die  folgenden  zu  ersetzen,  die  aus  (22)  sich  ergeben: 

d*x  ,    ^-,         dw    ,  /div\-  ,         d*iv 

d*y  4_  9  /       3*'^  _i_         /5«'\2  ,    ,    d*w 

^^i       V^uu-r  -^n-'u,«  ^u  ^^'«'«[dul  '^'^'«du* 

d*z  _  2        ^  4_         (dwy  d*w^^ 

du*        ^""  "■       ^"'"'du       ^'""'  \cu)        ^"'  du*  ' 

in  ähnlicher  Weise  sind  die  beiden  noch   übrigen  Gleichungen 

der  Gruppe  (14)  zu  behandeln,  wodurch  sich  wieder  Gleichungen 

ergeben,  welche  im  Verein  mit  (21)  die  gestellte  Aufgabe  auch 

in  bezug  auf  die  zweiten  Differentialquotienten  lösen. 

Bei  geometrischer  Interpretation  dieses  Problems  sind 
wieder  zwei  Auffassungen  zu  unterscheiden,  welche  den  in  64 
unter  I,  II  erörterten  entsprechen. 

I.   Bedeuten  x,  y,  z  die  Koordinaten  eines  Punktes  M  im 

Räume   in   bezug  auf  ein  Koordinatensystem   und  u,  v,  iv   die 

Koordinaten  desselben  Punktes    in   bezug   auf 

Fig.  17.  *=• 

ein  anderes  Koordinatensystem,  so  spricht  man 
von  einer  räumlichen  Koordinatentransformation. 
Eine  der  wichtigsten  unter  diesen  bildet 
der  Übergang  von  rechtwinkligen  Koordinaten 
zu  räumlichen  Polarkoordinateu.  Dann  ist  ?r  =  r 
der  Radiusvektor,  u  =  (p  der  Neigungswinkel 
der  Ebene  MOZ  gegen  die  ^-aj-Ebene  und  v  =  B  der  Winkel 
ZOM  (Fig.  17)  und  die  Transformationsgleichungen  lauten: 

ix  ^  r  sin  $  cos  (p 
(23)  \y  =  r  sin  6  sin  tp 

z  =  r  cos  6 : 
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die  iuverse  Transformation  ist  durch 


(23*) 


(p  =  arc  tg    ; 
6  =  arc  cos 


bestimmt,  wobei  die  Eindeutigkeit  der  zweiten  Gleichung  da- 
durch herbeigeführt  wird,  daß  man  festsetzt,  qp  sei  derjenige 
Bogen  aus  dem  Intervalle  (0,  2:;t),  dessen  Sinus  das  Vorzeichen 
von  y  und  dessen  Kosinus  das  Vorzeichen  von  x  hat. 

In    diesem    Falle    lauten    die    Gleichungen  (21),    nachdem 
bereits  jene  {22)  berücksichtigt  worden  sind,  wie  folgt: 

0  =  (—  r  sin  6  sin  cp  +  >,     sin  6  cos  cp)  ^ 
+  (r  sin  9  cos  op  4-        sin  ö  sin  qp)  ^ 
—  r  sin  6  +  o^  cos  B  =  ir  cos  6  cos  cp  +  -öj  sin  ^  cos  qo)  ^ 


+  (>■  cos  ö  sin  g)  +  „  _  sin  d  sin  9)  -^" 


und  daraus  ergibt  sich: 

„.„  ^      ^^   ■   a  ■  ^^       n  dr  dr       ^   . 

r-smdcoaw  -f-r  ^—  sinösinqp — r>,-^cos0cosqp  —  7^—  ^^cos0  siuqp 
C  Z  (Jcp  00  0<p  00 

r-  cos  B  -\-  r  ^     sin  9 
cd 

d  T  d  T  .  d  T  d  T 

«  r-sin0sinqp  —  r„  -sinöcosqp  —  r -_-^ cos 0 sin qp -f-    —  ^- cos 0 cos 9 

oz  d<p  00  o(p  00 

dy  ^  c r    . 

r-  cos  6  -\-  r  „     sin  0 

CO 

Auf  die  zweiten  Ableitungen  soll  nicht  weiter  eingegangen 
werden. 

II.  Läßt  man  wieder  x,  y,  z  die  Koordinaten  eines 
Punktes  M  im  Räume  in  bezug  auf  ein  (rechtwinkliges)  Koor- 
dinatensystem, u  =  x^,  ^  =  ^i>  w  =  Zy  aber  die  Koordinaten 
eines  anderen  Punktes  M^  in  bezug  auf  dasselbe  Koordinaten- 
system vorstellen,  so  bestimmen  die  Gleichungen  (20)  und  ihre 

inversen,  d.  i.  ,  , 

(x,=  (p^{x,  y,z) 

Czuber:  Vorlesungen.     I.     3.  Aufl.  11 
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und 

(24*)  yj  -i'(x„y„z,) 

Z  =  Z(^n  ?/i;  ^i) 
eine  Transformation  des  MaiaHes  in  sich;  insbesondere  vermit- 
teln die  Gleichungen  (24)  den  Übergang  von  dem  Systeme  S, 
welchem  der  Punkt  31  augehört,  zu  dem  Systeme  S^,  in 
welchem  31^  liegt;  die  Gleichungen  (24*)  den  umgekehrten 
Prozeß.  Sind  q)^,  i^j,  x^  stetige  Funktionen  mit  bestimmten 
Differentialquotienten  und  ebenso  qp,  il',  j^y  ^^  i^^  ^^^  Trans- 
formation eine  kontinuierliche. 

Zu  den  wichtigsten  ein-eindeutigen  Puukttransformationen 
des  Raumes  gehört  die  projektive,  deren  allgemeinste  Gleichungen 
lauten: 

a^x-^b^y-lrc^z-j-d^  ' 
Mit  dem  Hinweise  auf  die  Ausführungen  in  64,  II  sei  nur  be- 
merkt, daß  der  Gesamtheit  der  projektiven  Raumtransformationen 
Gruppencharakter  zukommt,  daß  durch  eine  solche  Transfor- 
mation jede  Ebene  wieder  in  eine  Ebene  und  jede  Fläche 
zweiter  Ordnung  in  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  verwandelt 
Avird. 


(25) 


^1 


Vierter  Abschnitt. 
Reihen. 

§  1.     Reilien  mit  konstanten  Gliedern. 

G9.    Begriff  der  Konvergenz   und  Divergenz.     Eine 
unbegrenzt  fortsetzbare  Folge  reeller  Zahlen  sei  gegeben: 

(1)  «0^  «i;  «2.  •  • •; 

aus  ihr  läßt  sich  eine  zweite,  unbegrenzt  fortsetzbare  Zahlenfolge 

(J)  Sq,    Si,   Sg,   ... 

bilden,  indem   man   die    ersten   1,  2,  3,  .  .  .  «  +  1,  .  .  .  Zahlen 
der  Folge  (1)  durch  Addition  verbindet,  so  daß 

«1  =  ^0  +  «1 
iß)  )  «2  =  «0  +  «1  +  «2 


W  enu   nun   die   Zahlen   der  Folge  (2)   sich   einer  bestimmten, 
endlichen  Grenze  5  nähern,  wenn  also 

(4,*)  lim  s„=s, 

7i  =  +00 

SO    nennt    man    die    aus    den    Zahlen    der  Folge  (1)    gebildete 
unendliche  JReihe 

00 

(5)  ÜQ  +  «1  4-  «2  +  •  •  •  =  2'  a„ 

0 

konvergent  und  .s  ihren  Grenzwert  (auch  ihre  Summe;  vgl.  hierzu 

*)  Es  ist  kaum  nötig  zu  bemerken,  daß  bei  diesem  Grenzübergange 
'(  die  Reihe  der  positiven  ganzen  oder  der  nutürliclwn  Zahlen  zu  durch- 
laufen hat. 

11* 
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75).  Die  Zahlen  der  Folge  (2),  welche  endliche  Summen  von 
Gliedern  der  Reihe  (5)  darstellen,  bezeichnet  man  als  Partial- 
summen  dieser  Reihe. 

Zeigen  die  Partialsummen  ein  anderes  Verhalten,  als  es 
hier  beschrieben  worden,  so  wird  die  unendliche  Reihe  diver- 
gent genannt.  Welche  Erscheinungen  eine  divergente  Reihe 
aufweisen  kann,  werden  die  nachfolgenden  Betrachtungen  so- 
gleich lehren. 

Der  direkte,  allerdings  nur  selten  gangbare  Weg  zur 
Untersuchung  einer  Reihe  auf  ihre  Konvergenz  oder  Divergenz 
besteht  in  der  Bildung  der  allgemeinen  Partialsumme  s^  und 
ihrer  Prüfung  für  ein  unbegrenzt  wachsendes  n.  Zwei  Bei- 
spiele werden  dieses  Verfahren  erläutern  und  zugleich  die  ver- 
schiedenen Formen  der  Divergenz  kennen  lehren. 

1)  Es  sei  X  eine  reelle  Zahl  und  «,  =  x^'\  die  hieraus  ent- 
springende Reihe 

00 

(6)  2«,=  l^-x^x^'+--- 

0 

ist  die  unendliche  geometrische  Progression:  ihre  allgemeine 
Partialsumme 

1  — a;"+^ 

zeigt   nun   folgendes  Verhalten:    a)    Für   |  a:  |  <  1  konvergiert 

X"  ■•■  ^  mit  beständig  wachsendem  n  gegen  Null,  s^^  gegen  , 

die  Reihe  (6)  ist  konvergent  und  hat  den  Grenzwert 

1 

ß)  Für  a;  >  1  wächst  a:""*"^  und  auch  5„  über  jeden  positiven 
Betrag  hinaus,  der  Grenzwert  von  s^^  ist  -j-  oo  und  die  Reihe 
(6)  divergent,  y)  Ist  rr<  — 1,  so  wächst  a:""^^  und  damit 
auch  s^  dem  Betrage  nach  über  jede  positive  Zahl  hinaus, 
wechselt  aber  beständig  sein  Vorzeichen,  da  der  Exponent  ab- 
wechselnd gerad,  ungerad  ist;  die  Reihe  (6)  ist  divergent  und 
man  sagt,  sie  schwanJce  ziviscJien  —  oo  und  -\-  oc.  d)  Für 
a:=  1  verliert  der  Ausdruck  für  s^  seine  Bestimmtheit;  indessen 
läßt  die  Reihe  selbst,  welche  nun  lautet:  1  -|-  1  +  1  +  •  •  • , 
ihre  Divergenz  unmittelbar  erkennen,  und  zwar  ist  ihr  Grenz- 
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wert  -\-oo.  s)  Ähnlich  muß  für  x  =  —l  auf  die  Reihe  selbst, 
d.  i.  1  —  1  +  1  —  !  +  •••  gegriffen  werden,  deren  Partial- 
summen  die  Zahlenfolge  1,  0,  1,  0,  .  .  .  bilden;  die  Reihe  (6)  ist 
divergent  und  man  sagt,  sie  schtianJie  fleischen  0  und  1. 

Wie  dieses  Beispiel  zeigt,  tritt  die  Divergenz  entweder 
dadurch  zutage,  daß  die  Partialsummen  schließlich  mit  Bei- 
behaltung eines  bestimmten  Vorzeichens  dem  Betrage  nach 
größer  werden  und  bleiben  als  jede  positive  Zahl  —  der  Grenz- 
wert der  Reihe  ist  +  co  oder  —  oo  —  oder  daß  sie  bei 
numerischem  Wachsen  beständig  ihr  Vorzeichen  wechseln  — 
der  Grenzwert  ist  unbestimmt  unendlich  —  oder  daß  sie 
zwischen  zwei  endlichen  Zahlen  schwanken  —  der  Grenzwert 
ist  unbestimmt. 

2)  Aus  der  unbegrenzt  fortsetzbaren  Folge  reeller  Zahlen 

bilde  man  die  neue  Folge 

«0  =  «0  —  C(^,       ttj  =  «1  —  «2?      ^2  =  ^2  ~  ^f3>  •  •  •  5 
dann  gehört  zu  der  unendlichen  Reihe 

«0  +  a-i  -h  «2  +  •  •  • 
die  allgemeine  Partialsumme 

«n  =  K  -  «l)  +  K  -  (<2)  + h  («„  -  «„  +  i)  =  C^O  -  «n  +  1  ; 

die   Reihe   ist    demnach   konvei-gent,   wenn  cc^^i  mit  wachsen- 
dem n  gegen  eine  bestimmte  Grenze  konvergiert;    ist  a  diese 
Grenze,  so  hat  die  Reihe  den  Grenzwert  s  =  a^  —  a.    In  jedem 
anderen  Falle  ist  sie  divergent. 
Ist  beispielsweise 


a„  = 


also 

^      _ 1  /        ^         _         *        \ 

«..  -  Ci,       «,,  + 1  -  Q,  +  ^) . .  .  (p  +  3  +  ^^Ti)  i^^ITI  —  p-^q-^v) 

i±i 

{P  +  v—l){p-\-v)---{p-i-q-\-v)' 

so    ist    lim  «,.=  0,    die    Reihe    %-{-  a^-\-  a^-}-  •••    also    kon- 

r  =  +  30 

vergent    und    s  =  a^  =  -, -. ; — i- rr-  ihr  Grenzwert, 

so  daß 
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yr 


9  +  1 


(j)  +  v  —  1)  (;)  +  v) .  •  .  (jj  +  g  -f  r) 
0 

9  +  1  _j. 9  +  1  ^ 


Cp  —  1)^  . .  .  (l)  +  g)       _pQ,  4- 1)  . .  .  (j,  -I-  g  +  1) 
_  1 

ist  also  insbesondere  p  =  2,  q  =  0,  so  folgt 

so 

'■■>  +  2-3  "^  3-4  "T  -^^ 


^^  (r  +  l)(r  +  2^ 
0 

und  für  /)  =  2,  (?  =  1   ergibt  sich 


2 


2         ,         2        _^        2  _  1 


(v+l)(v  +  2)(r+3)         1.2-3    '2-3.4'3-4-5'  2 

0 

70.  Allgemeine  Konver gen z beding unor.  Aus  dem 
Begriffe  des  Grenzwertes  (15)  ergibt  sich  die  notwendige  Be- 
dingung für  die  Konvergenz  einer  unendlichen  Reihe.  Soll 
nämlich  die  Reihe  (5)  konvergent  sein  und  den  Grenzwert  s 
besitzen,  so  muß  der  Unterschied  zwischen  s  und  den  aufein- 
anderfolgenden Partialsummen  schließlich  dem  Betrage  nach 
kleiner  werden  und  bleiben  als  eine  beliebig  klein  festgesetzte 
positive  Zahl  £:  mit  anderen  Worten,  es  muß  sich  zu  dem  ge- 
gebenen s  eine  natürliche  Zahl  m  derart  bestimmen  lassen,  daß 

h„-s  I  <f 

für  alle  n  >  tn.     Infolgedessen  wird    es   auch   zu         eine  na- 
türliche Zahl  tn    geben  derart,  daß  sowohl 

wie  auch 

I  s,+p-  «  I  <-|-' 
wenn  nur  n  >  w/,  welche  der  Zahlen  1,2,3,...  auch  p  sein 
möge;  aus  diesen  beiden  Beziehungen  folgt  die  weitere 

oder,   da   .s^  =  a^,  +  «^  +  •  •  -  +  a„,   s„^^  =  «o  +  «i  +  "  •  •  +  «^ 
+  «;,  +  iH f-  «„+p> 

(7*)  I«„^l+«„  +  2+---  +  «n4-J<f- 
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Soll  eine  lieiite  loiwergent  sein,  so  muß  sich  ein  Glied  bestim- 
men lassen,  von  ivelchem  ab  jede  beliebig  umfangreiche  Glieder- 
gruppe eine  dem  Betrage  nach  beliebig  Meine  Summe  gibt. 

Diese  Bedinguug  ist  zur  Konvergenz  auch  hinreichend; 
denn  ist  sie  für  n  =  m'  erfüllt,  so  kann  der  absolute  Betrag 
keiner  Partialsumme  s^(ii  >  m')  größer  sein  als  |  s,,,'  |  +  f :  die 
absoluten  Beträge  aller  dieser  Partialsummen  sind  also  zwischen 
die  Grenzen  s'„  und  s,'„  +  s  eingeschlossen,  die  sich  durch 
Wahl  des  s  beliebig  eng  ziehen  lassen. 

Aus  der  für  eine  konvergente  Reihe  charakteristischen 
Eigenschaft  lassen  sich  wichtige  Folgerungen  ziehen. 

1)  Für  i?  =  1  lautet  (7*) 

('^)  U„+ii<^, 

dies    aber    ist    gleichbedeutend    mit    dem    Ansätze    lim  «^  =  0. 

n  =  +00 

Soll  also  eine  Beihe  Jconvergent  sein,  so  muß  ihr  allgemeines 
Glied  «„  mit  beständig  ivachsendem  n  der  Null  als  Grenze  sich 
nähern  oder  unendlich  Mein  werden.  Diese  Bedingung  ist  not- 
wendig, aber  nicht  hinreichend,  wie  mau  anfänglich,  ja  bis 
gegen  das  Ende  des  18.  Jahrhunderts,  geglaubt  hat,  weil  es 
auch  divergente  Reihen  gibt,  welche  sie  erfüUen,  wie  alsbald 
gezeigt  werden  wird. 

Man  kann  diesen  Ergebnissen  eine  kurze  Fassung  geben 
in  dem  Falle,  wo  die  Glieder  der  Reihe  rationale  Zahlen  sind, 
nämlich:  Die  Glieder  einer  unendlichen  Reihe  müssen,  soll  sie 
konvergent  sein,  eine  Elementarreihe  und  ihre  Partialsummen 
eine  Fundamentalreihe  bilden;  die  durch  diese  Fundamentalreihe 
definierte  Zahl  ist  der   Grenzwert   der   unendlichen  Reihe  (4). 

2)  Zerlegt  man  die  unendliche  Reihe  «o  +  *i  +  ^2  +  "  "  ' 
in  die  endlicJie  Summe 

^n-^o+Ci^ +  «« 

und  in  die  unendliche  Reihe 

so  ist  diese  mit  der  ursprünglichen  zugleich  konvergent;  denn 
ihre  aufeinanderfolgenden  Partialsummen  Si,  So, . . .  unterscheiden 
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sich  von  deu  Partialeummeu  s„  +  i,  «„  +  27  •  •  •  der  ursprünglichen 
Reihe  um  den  festen  Betrag  s,,,  indem 

^''„  +  i  =  S;,  +  Si,     5„^.,  =  s„  +  S2,  .  ..; 

nähern  sich  daher  die  Zahlen  Sq,  s^,  s^,,  .  .  .  einer  Grenze  s,  so 
nähern  sich  die  Zahlen  s'i,  s-j,  S3,  .  .  .  der  Grenze  s  —  s„.  Zu- 
folge des  Satzes  (7*)  ist  der  absolute  Betrag  des  Grenzwertes 
r,,  von  (9)  kleiner  als  £,  sobald  w  >  w'.  Man  nennt  r„  den 
lie^t  der  bei  dem  w  +  1  ten  Gliede  a„  abgebrochenen  Reihe  (5). 
Es  läßt  sich  also,  wenn  die  Reihe  konvergent  ist,  zu  einem 
beliebig  klein  festgesetzten  e  eine  natürliche  Zahl  m'  derart 
bestimmen,  daß 

wenn  n  >  in  ist.  Dadurch,  daß  man  statt  des  Grenzwertes  s 
die  Partialsumme  s,,,'  oder  eine  höhere  nimmt,  wird  ein  Fehler 
begangen,  dessen  Betrag  kleiner  als  s  ist. 

Auf  dieser  Eigenschaft  beruht  die  AnAvendung  der  kon- 
vergenten Reihen  in  der  Analysis  zur  Darstellung  von  Zahlen; 
ferner  ist  es  vermöge  derselben  bei  der  Untersuchung  einer 
Reihe  auf  Konvergenz  gestattet,  beliebig  viele  Anfangsglieder 
außer  acht  zu  lassen,  was  mitunter  vorteilhaft  sein  kann. 

3)  Besteht  die  Reihe  «„  -f-  a^  -|-  ö«  +  '  '  *  ^^^  lauter  posi- 
tiven Gliedern  und  ist  sie  konvergent,  so  ist  auch  jede  Reihe, 
welche  aus  ihr  durch  Unterdrückung  einer  endlichen  oder  un- 
endlichen Anzahl*)  von  Gliedern  oder  durch  beliebige  Zeichen- 
änderung an  den  Gliedern  entsteht,  konvergent.  Denn  die 
Relation  (7*j,  wenn  sie  für  die  ursprüngliche  Reihe  bestanden 
hat,  kann  durch  einen  solchen  Vorgang  nicht  aufgehoben 
werden,  sie  besteht  vielmehr  im  allgemeinen  für  die  abgeänderte 
Reihe  nur  noch  in  verstärktem  Maße. 

71.  Allgemeine  Sätze  über  Reihen.  Aus  dem  Begriffe 
der  Konvergenz  und  Divergenz  lassen  sich  die  folgenden  Sätze 

erweisen: 

00 

1)   Ist  die  Reihe  ^.'  a„  konvergent  und  s  ihr  Grenzwert, 


*)    Z.  B.   durch  Weglaseung   aller  Glieder  mit  geradem  oder  mit 
ungeradem  Zeiger  0.  dgl. 
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so    ist    auch    die    mit    Hilfe    eines    bestimmten    von   Null  ver- 

00 

schiedeueu  Je  gebildeten  Reihe    ^;7>ct,.  konvergent  und  ks  ihr 

0 

Grenzwert. 

Ist  nämlich  s„  die  Partialsumme  aus  den  7i  -\-  1  Anfangs- 
gliedern der  ersten  Reihe,  so  ist  /.s^  die  entsprechende  Partial- 
summe der  zvs^eiten,  und  konvergiert  s„  für  lim  m  =  -f  oo  gegen 
s,  so  konvergiert  ]cs,^  gleichzeitig  gegen  Jis. 

War  dagegen  die  erste  Reihe  divergent,  so  ist  es  die 
zweite  auch. 

Mit  Hilfe  dieses  Satzes  ergibt  sich  beispielsweise  aus  der 
letzten  Gleichung  in  60,  daß 


^'  (v-|-l)(v-l-2)(v+3)         1.2-3"^2.3.4'^3-4-5~^  4 

0 

oc  oo 

2)  Sind  die  Reihen    ^;'  et,,  und  ^'  &,,  konvergent  und  s,  f 

0  0 

ihre  Grenzwerte,  so  sind  auch  die  Reihen 

00  oo 

0  0 

konvergent  und  s  -\-  t,  s  —  /  beziehungsweise  ihre  Grenzwerte. 
Bezeichnet  man  nämlich  die  Partialsummen  aus  den  n-\-l 
ersten   Gliedern   der  vier  Reihen  folgeweise   mit  s„,  ^„,  (?^,  r„, 
so  ist 

<^«  =  ««  +   in>        ^n  =  S.  -  L 

und  daraus  ergibt  sich,  wenn  man  den  Grenzübergang 
lim  «  =  +  oo  ausführt,  die  Richtigkeit  der  obigen  Behaup- 
tungen. 

Ist  nur  eine  der  beiden  ersten  Reihen  divergent,  so  gilt 
das  Xämliche  für  die  beiden  letzten  Reihen. 

Der  Satz  läßt  sich  auf  eine  beliebige,  aber  beschränkte 
Anzahl  von  Reihen  ausdehnen. 

72.  Reihen  mit  positiven  Gliedern.  Wir  wenden  uns 
nun  der  speziellen  Betrachtung  von  unendlichen  Reihen  mit 
durchwegs  positiven  Gliedern  zu,  einesteils,  weil  diese  Reihen 
ausgezeichnete  Eigenschaften  besitzen,  andemteils,  weil  die  Be- 


170  Erster  Teil.     DiflFerential-Rechnung. 

trachtung  der  auilereu  Reihen  auf  sie  zurückleitet.  Zunächst 
sollen  Sätze  allgemeiner  Natur  vorgeführt  werden. 

1)  Eine  Reihe  mit  durchwegs  positiven  Gliedern  ist  ent- 
weder Iconvergcnt,  oder  divergent  mit  dem  Grenzivcrt  +  cjo. 

Denn  die  Partialsummen  Sq,  s^,  s^,  ■  ■  ■  einer  solchen  Reihe 
bilden  eine  steigende  Folge  von  Zahlen,  bei  vrelcher  nur 
zweierlei  eintreten  kann:  entweder  bleiben  alle  Glieder  unter 
einer  festen  positiven  Zahl  und  nähern  sich  dann  notwendig 
mit  beständig  wachsendem  Zeiger  einer  bestimmten  Grenze, 
welche  jener  Zahl  höchstens  gleichkommt  —  die  Reihe  ist 
dann  konvergent;  oder  sie  werden  schließlich  größer  als  jede 
beliebige  positive  Zahl  —  die  Reihe  hat  dann  den  Grenz- 
wert -j-  ^^■ 

Hieraus  folgt,  daß  die  Konvergenz  einer  Reihe  mit  posi- 
tiven Gliedern  erwiesen  ist,  sobald  es  gelingt  zu  zeigen,  daß  s^^ 
für  jedes  n  unter  einer  Zahl  Ä  verbleibt:  unter  dieser  Zahl 
bleibt  dann  auch  die  Summe  beliebig  vieler  aus  der  Reihe 
herauscregriffener  Glieder. 

2)  Ist  eine  Reihe  mit  durchwegs  positiven  Gliedern  Jwnver- 
gent,  so  bleibt  sie  es  auch,  zvenn  man  die  Glieder  anders  anordnet, 
und  behält  dabei  denselben  Grenzivert. 

Würde  sich  die  Änderung  der  Anordnung  blos  auf  einen 
endlichen  Abschnitt  der  Reihe  beziehen,  so  genügte  zum  Be- 
weise des  Satzes  der  Hinweis  darauf,  daß  die  über  den  Ab- 
schnitt hinausgehenden  Partialsummen  durch  die  Umordnung 
nicht  berührt  werden.  Die  Umordnung  soll  sich  aber  auf  die 
Reihe  in  ihrem  ganzen  Verlaufe  erstrecken,  d.  h.  ist 

(10)  «0  +  «1  +  «2  +  •  •  • 
die  ursprüngliche  und 

(11)  «ao +«,.,+  «a,  H 

die  transformierte  Reihe,  so  soll  zwischen  den  Zeigern  v  und 
«^  eine  ein-eindeutige  Beziehung  solcher  Art  bestehen,  daß  mit 
V  zugleich  auch  a,,  über  jeden  Betrag  wächst;  dann  enthält  die 
Reihe  (llj  alle  Glieder  von  (lOj  imd  nur  diese. 

Bezeichnet  s  den  Grenzwert  von  (10),  so  ist  jede  Partial- 
summe  von  (11)  kleiner  als  s,  weil  sie  aus  Gliedern  von  (10) 
besteht;    demnach  ist  (11)  tatsächlich  konvergent. 
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Es  seien  ferner 

5„  =  «0  +  «1  H +  «„ 

zwei  Partialsummen  von  (10)  und  (11)  von  solcher  Art,  daß 
in  (?,  die  Glieder  von  s,^  vorkommen;  die  darüber  hinausgehen- 
den Glieder  von  (?„  stammen  daher  aus  dem  zu  s„  gehörigen 
Reste  r„,  demzufolge  ist 

mit  wachsendem  n  nimmt  auch  v  beständig  zu  und  sinkt  r^ 
unter  jeden  noch  so  klein  festgesetzten  Betrag  s  hinab;  folg- 
lich ist 

lim  öj,  =  lim  s^  =  s . 

Daß  eine  divergente  Reihe  aus  positiven  Gliedern  diver- 
gent bleibt,  wenn  man  ihre  Glieder  anders  anordnet,  folgt 
daraus,  daß 

^..  >  s„, 
und  daß  s„  mit  wachsendem  n  größer  wird   als  jede  beliebige 
positive  Zahl. 

3)  Wenn  mati  in  einer  konvergenten  Beihe  aus  positiven 
Gliedern  die  Glieder  gruppenweise  zusammenfaßt  und  aus  den 
Su7nmen  dieser  Gruppen  eine  neue  Reihe  bildet,  so  ist  diese 
ebenfalls  konvergent  und  hat  denselben  Grenzwert  wie  die  ur- 
sprüngliche. 

Denn  die  Partialsummen  der  neuen  Reihe  kommen  unter 
den  Partialsummen  der  ursprünglichen  Reihe  vor  und  nähern 
sieh  daher  der  nämlichen  Grenze  wie  diese.  Diese  Schlußweise 
zeigt  übrigens,   daß   der  Satz  für  jede  konvergente  Reihe   gilt. 

Daß  aus  einer  divergenten  Reihe  mit  positiven  Gliedern 
durch  den  beschriebenen  Vorgang  wieder  eine  divergente  Reihe 
entsteht,  erkennt  man  auf  die  nämliche  Art. 

Umgekehrt  bleibt  eine  konvergente  Reihe  aus  positiven 
Gliedern  auch  dann  konvergent,  wenn  man  einzelne  oder  alle 
Glieder  in  Summen  positiver  Zahlen  auflöst. 

Die  Eigenschaften  2}  und  3)  begründen  eine  vollständige 
Analogie  zwischen  unendlichen  Reihen  mit  positiven  Gliedern 
einerseits  und  endlichen  Summen  andererseits;  sowie  der  Wert 
der  letzteren  unabhängig  ist  von  der  Anordnung  und  gruppen- 
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weisen  Zusammenfassung  der  Summanden,  ist  dort  der  Grenz- 
wert unabhängig  von  der  Anordnung  und  gruppenweise  Zu- 
sammenfassung der  Glieder;  aus  diesem  Grunde  bezeichnet  man 
hier  den  Grenzwert  auch  als  Summe  der  unendlichen  Ficihe. 

73.  Konvergenzkriterien  der  Reihen  mit  positiven 
Gliedern.  Zur  Entscheidung  der  Frage,  ob  eiue  vorgelegte 
Reihe  aus  positiven  Gliedern  —  selbstverständlich  eine  solche, 
deren  allgemeines  Glied  a^^  mit  wachsendem  n  der  Grenze  Null 
sich  nähert  —  konvergent  oder  divergent  sei,  gibt  es  ein  für 
alle  Fälle  anwendbares  Verfahren  nicht.  Die  Hilfsmittel,  deren 
man  sich  dabei  bedient,  stützen  sich  zumeist  auf  die  Ver- 
gleichung  mit  einer  Reihe  von  bereits  bekanntem  Verhalten, 
und  als  solche  dient  insbesondere  die  unendliche  geometrische 
Reihe.  Einige  der  hierher  gehörigen  Sätze  sind  nachstehend 
entwickelt. 

00 

1)  Ist  die  JRcihe  ^,' «,.  aus  positiven   Gliedern  Jconvergent, 

0 

oo 

5  ihre  Summe,  und  die  Beihe  ^j  6,,,    ebenfalls    aus  positiven 

0 

Gliedern,  so  heschaffen,  daß  ivenigstens  von  einem  Werte  n  -\-  \ 

00 

des  Zeigers  angefangen  beständig  &,,<«,,  ist,  so  ist  auch    y]  h^ 

0 

Ixonvergent*) 

Denn  die  Partialsurameu  der  Reihe 

sind  dann  kleiner  als  die  gleichstelligen  Partialsummen  der 
Reihe 

diese  aber  wieder  sämtlich  kleiner  als  .s  —  s-  infolgedessen  ist 


*)  Man  nennt  eine  Reihe  mit  positiven  Gliedern,  deren  Glieder 
wenigstens  von  einer  Stelle  angefangen  größer  sind  als  die  gleich- 
stelligen  Glieder  einer  anderen  ebenso  gearteten  Reihe,  eine  Majorante 
dieser  letzteren.  Mit  diesem  Terminus  kann  man  den  obigen  Satz  so 
aussprechen,  daß  eine  Reihe  mit  positiven  Gliedern  als  konvergent  er- 
wiesen ist,  sobald  sich  zu  ihr  eine  konvergente  Majorante  angeben  läßt. 
Übrigens  kann  der  Begriff  der  Majorante  auch  dann  noch  aufrecht 
bleiben,  wenn  teilweise  Gleichheit  der  Glieder  stattfindet. 
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die  erstangeschriebene  Reihe  konvergent  (72,  1)),  ihre  Summe 

CO 

kleiner  als  5  —  ö\,    daher  auch    ^;  b,    konvergent    und    ihre 

0 

n 

Summe  kleiner  als    J^;  b^  -{-  s  —  s„ . 

0 

Daraus    ergibt    sich    als    Folgerung:    Ist  ^J' a^,  divergent 

0 

und  von  einem  Werte  w  +  1  des  Zeigers  angefangen  beständig 

00 

&,,  >  rt,.,    so   ist  auch    die  Reihe  ^,  &,.  divergent.     Denn  wäre 

0 

00 

X,  &,    konvergent,   so  müßte  es  nach  dem  obigen  Satze  auch 

0 

00 

^  «,  sein,  gegen  die  Voraussetzung. 

0 

Von    dem    vorstehenden    Satze    kann    Gebrauch    sfemacht 
werden  bei  Beurteilung  der  Reihe 

(12)  T  +  k  +  l+T  +  --'-- 

welche  unter  dem  Namen  der  harmonischen  Reihe  als  Vergleichs- 
reihe  häufige  Anwendung  findet.  Faßt  man  die  Glieder  gruppen- 
weise wie  folgt  zusammen  (72,  3)): 

i  +  l+(l  +  l)  +  (i  +  l  +  Y  +  l)  +  (l  +  -  +  Ä)  +  -. 

so  sind  die  Glieder  dieser  neuen  Reihe  vom  dritten  angefangen 
größer  als  die  gleichgestellten  Glieder  der  Reihe 

i-  4-  JL  +  Jl  _!_  1  +  A     I     .  .  . 

oder 

-  +  -+-  +  -  +  ••• 

welche  divergent  ist;  folglich  ist  auch  die  Reihe  (12)  divergent. 
Auf   diesem   Wege    läßt    sich  ferner  die  Konvergenz   der 
Reihen 

1  +  _L  +  1  +  . . . 

12  -r  2«  ^  3^»  ^ 

1  +  1  ._L.... 
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erschließen;    deun  vom   ersten,   bzw.  den  zwei  ersten  Gliedern 
abgesehen  sind 

21     ^     3-2     ^     4-3     ~ 

3.21~4-8-2^6-4.3^ 

Majoranten  dieser  Reihen  und  als  konvergent  erkannt  (69,  2); 
71,  D). 

00 

2)   Wenn  in  der  1  leihe  ^^  a,   aus  jtositiven  Gliedern  der 

0 

Quotient  von  einem  Zeiger  n  an  Idciner  bleibt  als  ein  echter 

Brtich,  so  ist  die  Reihe  konvergent;  bleibt  dagegen  von  v  =  n  an- 


gefangen -^—  >  1,  so  ist  die  Reihe  divergent. 


a 
a. 

Denn  ist  /.•  <  1  und 

a 


"^    <k 


<h 


"n  +  l 


n  +  p 


"'n+p-1 

SO  ergibt  sich  durch  Multiplikation 

n+p  n        ' 

von  dem  Werte  n  +  1  des  Zeigers  angefangen  sind  also  die 
Glieder  der  vorgelegten  Reihe  kleiner  als  die  korrespondieren- 
den Glieder  einer  geometrischen  Reihe  mit  echtgebrochenem 
Quotienten,  die  konvergent  ist  (09,  1));  nach  dem  vorangehen- 

00 

den  Satze  ist  es  also  auch  die  Reihe  ^^  «, . 

0 

Aus  der  vorigen  Ungleichheit  folgt,  daß 

daß  also  der  Rest  der  Reihe,  wenn  man  sie  bei  dem  Gliede  a„ 

ajc 
abbricht,  kleiner  ist  als  t-zTv' 
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Der  Beweis  des  zweiten  Teiles  ist  einfach  zu  führen;  aus 
den  Relationen: 

<»«  +  l  =  .             «n  +  2  =  ,  ««  +  3  = 


a 


%  +  2 


schließt  man  auf 


folglich    nehmen    die   Glieder  von  a^^  an   nicht  mehr  ab    und 
kann  daher  lim  a,,  für  v  =  -\-  oo  nicht  Null  sein  (70,  1)). 

Es  mag  bemerkt  werden,  daß  die  Beziehung  <  1  für 

v  ^  n   zur  Konvergenz   nicht   ausreicht,  wie   das  Beispiel  der 

harmonischen  Reihe   erweist,   wo     '  ^     =  -  v  v  tatsächlich  be- 

'  a^,  1'  4-  1 

ständig   <  1    ist,   während   die  Reihe   doch   divergiert;   es  läßt 

sich  eben  keine  unter  1  liegende  Zahl  anheben,  unter  der  alle 

a ,.  ^  j 

gelegen  sind. 

(«,.      '^      ° 

Aus  dem  obigen  Satze  fließt  der  nachstehende  als  Folge- 
ruug:  Ist  lim =  ^7  so  '^st     >  a^,  konvergent,  wenn  /l  <  1, 

rt  =  +  00       ^n  ^^ 

lind  divergent,   wenn  A>  1;   itn  Falle,  daß  A  =  1,  kann  keine 
Enf.^cheidung  getroffen  tvei'den. 

Denn  ist  A  <  1  und  schaltet  man  zwischen  A  und  1  den 
echten  Bruch  /.■   ein,    so   läßt  sich  notwendig  ein  Wert  n  des 

Zeigers  bestimmen,  von  welchem  an  fortab     '"^    <  k.    Und  ist 

/.  >  1 ,   so   muß   notwendig  ein  n  sich  angeben  lassen   derart, 

daß  >  1  ist  für  v  >  n. 

Das  vorstehende  Kriterium,  von  Cauchy,  dem  Begründer 
der  allgemeinen  Reihentheorie,  stammend,  kommt  bei  Beur- 
teilung von  Reihen  am  häufigsten  zur  Anwendung. 

In  der  Reihe 

WO  a  >  0,  ist 

_        a"  rt""'"'^  rt«  +  i  a 

^''~1-2-.-m'        ^«  +  1  ~  T- 2  •■■(%+ 1)  '        ^"^"^n-l-l 
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daher  lim  =0,  wie  crroß  auch  die  Zahl  a  sein  maef;  die 

n  =  +  00        n 

angeschriebene  Reihe  ist  also  immer  konvergent,  auch  wenn  a 
negativ  ist  (70,  3)). 

Dagegen  ist  in  der  Reihe 

WO  wieder  a  >  0,  wenn  man  die  Bezeichnung  der  Glieder  mit 
«1  beginnt, 

_  a"  _  a"  +  ^  «„  +  1  _      n 

«,.  -    „   ,       ^n  +  i-  n-\-i>  a,^     ~  ''  +  1  ^ 

und  lim     "-    =  a:    diese  Reihe  ist  somit  konvergent,  wenn  a 

n  =  +oo      "n 

ein  positiver  echter  Bruch  ist;  sie  ist  es  aber  auch,  wenn  a 
ein  negativer  echter  Bruch  ist  (70,  3)).  Für  a  =  1,  wo  das 
Kriterium  unwirksam  wird,  ist  die  Reihe  als  divergent  bereits 
bekannt. 

Bezüglich  der  Reihe 

:^  +  ^  +  i?  +  ---      (P>0), 

von  der  die  Fälle  ;>  =  2,  3  bereits  erledigt  sind  (73,  1)),  trifft 
das  Kriterium  keine  Entscheidung;  denn  beginnt  man  mit  a^, 
so  ist 

i-  =     -  —        -ü-tl  =  i-^    \'' 


und  somit  lim =  1, 

a 

«  =  +  00        n 


3)  Js<  m  emer  JReihe  ^a,,  mit  positiven  Gliedern  lim  va^. 

»i/c/«i   iVwZ^,    wird   also   a^   im    Vergleiche   zu   —    hei   beständig 

icadisendem  v  unendlich  Idein  von  der  ersten  oder  einer  niedri- 
geren Ordnung,  so  ist  die  Reihe  divergent.*) 


*)  Im   Gegensatze   zu   dem    vorigen   operiert   dieses  Kriterium  und 
das  folgende   nur   mit  einem  Gliede;    man  unterscheidet  hiernach  Kon- 

vergenzkriterien  erster  und   zweiter  Art,  je   nachdem  a„  oder    —    -  in 
Betracht  gezogen  wird. 
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Welches  auch  der  genannte  Grenzwert  ist,  immer  läßt  sich 
eine  positive  unter  ihm  liegende  Zahl  a  angeben  derart,  daß 
von  einem  Werte  n  des  Zeigers  angefangen  das  Produkt  va^ 
größer  bleibt  als  «,  so  daß 

na„>a 

0^+  l)««  +  i>«; 


woraus 

der  Rest  r,,  der  vorgelegten  Reihe  ist  also  größer  als  der  mit 
u  multiplizierte  Rest  der  harmonischen  Reihe,  die  als  diver- 
gent erkannt  worden  ist;  folglich  ist  auch  Ea,  divergent. 

Daraus  ergibt  sich  beispielsweise  die  Divergenz  der  Reihe 

.^^    av  -\-h 
ü 

weil         ,   ,    in  bezu«:  auf         unendlich    klein    wird    von    der 
av  -\-  h  "  V 

ersten  Ordnung;   ebenso  folgt  daraus  die  Divergenz  der  Reihe 


2 


für  })  <  1 ,  weil  dann  -^  in  bezug  auf  —  unendlich  klein  von 

niederer  als   der    ersten   Ordnung    ist;    hiernach    ist    z.  B.    die 
Reihe 

'    +    '    +    '+••• 
yTi      }/2      y:i  ^ 

darin   sämtliche  Wurzeln    mit    demselben    Zeichen    genommen, 
divergent. 

4)    Wenn   in  einer   EeiJie    y]  o,    ans    imsitiven    Gliedern 

0 

Jim  v^+''a^,  hei  ^)  >  0  nicht  unendlich  ist,  tvenn  also  «,,  in  heziig 

auf       hei  heständig  wachsendem  v  unendlicJi  Mein  von  höherer 
als  der  ersten  Ordnung  wird,  so  ist  die  Beihe  lonvergent. 

Welches  auch  der  genannte  Grenzwert  ist,  so  läßt  sich  zu 
einer  über  ihm  liegenden  Zahl  ß  ein  Zeigerwert  n  bestimmen, 

Czuber:  Vorlesungen.    I.    y.  Aufl.  12 
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von  welchem  angefangen  das  Produkt  v^+^a,.  beständig  kleiner 
bleibt  als  ß,  so  daß 


woraus 


(13) 


(n  +  l)»+^ 


Die  mit  Ausschluß  von  x  =  0  durchwegs  stetige  Funktion 
f(^x)  = p  besitzt  au  jeder  Stelle  einen  Differentialquotien- 
ten f'(x)  =  Y+  >  infolgedessen  kann  auf  sie  der  Mittel wertsatz 
(38,  2))  angewendet  werden  und  gibt: 

.i 1 = ^1^^^  .       (0  <  ö  <  1); 

setzt  man  hierin  x  =  n,  h  =  1  und  beachtet,  daß  die  rechte 
Seite  für  6  =  1  ihren  kleinsten  Wert  erreicht,  so  folgt 

-      ^     -<-^ L_ 

(«  +  1)1+^        pnP        p{n-{-iy 
und  nach  Multiplikation  mit  ß  unter  Rücksichtnahme  auf  (13): 

««  +  1  <  ß  [j/nP  ~  p(n-\-l)p) 


Bildet  man  die  Summe  dieser  Ungleichheiten,  so  entsteht  rechts, 
vom  Faktor  ß  abgesehen,  eine  Reihe  von  dem  Baue  der  Reihe] 
in  69,  2);    dieselbe  ist  konvergent,  weil 

lim  —. — I — r^  =  0, 

und  ihr  Grenzwert  ist  -  -^;  mithin  ist 
pn^  ' 


r„< 


pn' 
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eo  n  n 

und  ^  «,,  =  X..'  ^,  +  »"„  <  ^  «,,  +       ;,,  womit   die  Reihe  als 

0  ü  0  ^  " 

konvergent  erwiesen  ist  (72,  1)). 

Diesem  Satze  zufolge  ist  jede  Reihe  von  der  Form: 


5^  '    =    '    +    '    +    '    +•■■ 

^    v''  1'    ^    2''  ^    3'"  ^  ' 


(mit  Beziehung  auf  den  Spezialfall  r=  1  auch  hyperharmofiisclie 
Reihe  genannt),  konvergent,  wenn  r>l;  Beispiele  solcher 
Art  sind 

1=^    ^    2^    ^    3*    ^ 

-    4-   A  +     1       ,    .  .  . 

^  +-',  +  ^  +  .... 

}/l3         |/23         1/3=* 

OC  00 

5)  Z)«e  hei  den  Beihen    x,''  ^v  ^'^^  ^f'2"a2fi  sind  unter  der 

1  0 

Voraussetzung,  daß  die  durchivegs  positiven  a,,  beständig  abnehmen, 
gleich  zeitig  konvergent  oder  divergent. 

Denn  aus  (/j  >  a^  >  %  >  •  •  •  folgt  einerseits 

«1  =  «1 

2  <7o  >  «2  +  ^3 

4^4  >  «4+   «5+  «6+  «7 


2"'a^r>i  >  a^m  -j-  «2'n^i  +   "   "  '  +  a.fi  +  l_j^ 

und  daraus  durch  Summierung: 

m  2"'  +  1  -  1 

andererseits 

a^  <  2a^ 

2a2  =  2flo 

4^4  <  2  («3  +  «4) 


2"'  a,'"  <  ^  (^2"*  -  ^  4- 1  +  flo'"  •"  V  2  +  •  •  •  +  ^2'") 

12* 
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und  daraus  durch  Summierung: 

m  ■-"" 

0  1 

Zu  beiden  Seiten  der  Relationen  (a)  und  (/3)  stehen  nun 
Partialsummeu  der  7a\  vergleichenden  Reihen. 

Ist  die  erste  Reihe  konvergent,  so  ist  es  wegen  (ß)  auch 
die  zweite;  und  ist  die  erste  divergent,  so  ist  es  wegen  (a) 
auch  die  zweite. 

Ist  die  zweite  Reihe  konvergent,  so  ist  es  wegen  (a)  auch 
die  erste;  und  ist  die  zweite  divergent,  so  ist  es  wegen  (ß) 
auch  die  erste. 

74.  Reihen  mit  positiven  und  negativen  Gliedern. 
Indem  wir  uns  nun  der  Betrachtung  solcher  Reihen  zuwenden, 
welche  positive  und  negative  Glieder  in  UHher/renzter  Anzahl  ent- 
halten, knüpfen  wir  zunächst  an  die  70,  3)  aufgestellte  Fol- 
gerung an,  daß  eine  konvergente  Reihe  aus  durchwegs  positiven 
Gliedern  konvergent  bleibt,  wenn  man  die  Vorzeichen  der 
Glieder  beliebig  verändert.  Daraus  folgt  durch  Umkehrung 
die  Tatsache,  daß  eine  Reihe  mit  beliebig  bezeichneten  Gliedern 
sicher  konvergent  ist,  wenn  diese  Eigenschaft  der  aus  den 
Absolutwerten  ihrer  Glieder  gebildeten  Reihe  zukommt.  Von 
einer  solchen  Reihe  sagt  man,  sie  sei  absolut  (unbedingt)  Jcon- 
vergent.  Die  wesentlichen  Eigenschaften  solcher  Reihen  drückt 
der  folgende  Satz  aus: 

Der  Grenzwert  einer  absolut  honvergenten  BeiJie  aus  posi- 
tiven und  negativen  Gliedern  in  unbeschränJder  Anzahl  ist  gleich 
der  Summe  der  Reihe,  die  aus  den  positiven  Gliedern  gebildet 
wird,  vermindert  um  die  Summe  der  lieihe,  welche  aus  den  Ab- 
solutwerten der  negativen  Glieder  sich  zusammensetzt.  Er  ist 
unabhängig  von  der  Anordnung  der  Glieder. 

Sei' 

(14)  «„-{-«1  +  0,  H 

die  gegebene  Reihe,  .s  ihr  Grenzwert,  s„  ihre  allgemeine  Par- 
ti alsumme;   ferner 

(15)  I  öj  +  I  a  J  +  I  « J  +  .  .  . 

die    als    konvergent    vorausgesetzte    Reihe    aus    den    absoluten 


I 
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Werten  der  Glieder  von  (14),  6  ihr  Grenzwert,  a,^  ihre  all- 
gemeine Partialsumme;  ferner  seien  a^,  u^,  u^^  .  .  .  die  Indizes 
der  positiven  Glieder  in  der  Ordnung,  in  welcher  sie  in  (14) 
auftreten,  und  ebenso  ß^,  ß^,  ß.,,  .  .  .  die  Zeiger  der  negativen 
Glieder:  dann  sind  die  Reihen 

(16)  «a.+   ^'..+   ".,+   --- 

(1 ')  I  «A  I   +   I  «,-A  I   +   I  «A  I   +  •  •  • 

beide  notwendig  konvergent;  denn  jedf.'  geht  aus  der  konver- 
genten Reihe  (15)  durch  Unterdrückung  eines  Teiles  der  Glie- 
der hervor  ^70,  o)). 

Die  Partialsumme  s,^  von  (14)  umfasse  positive  Glieder  bis 
zum  Zeiger  u^^,  negative  Glieder  bis  zum  Zeiger  /3,,;  werden 
die  bis  zu  diesen  Gliedern  reichenden  Partialsummen  von  (16) 
und  (17)  mit  t^,^^,  beziehungsweise  ^t^^,  bezeichnet,  so  ist 

(18)  ^.=  ^.,-«a5 

wächst  nun  )i  unaufhörlich,  so  nehmen  auch  die  Gliederzahlen 
der  rechtsstehenden  Partialsummen  beständig  zu  und  über- 
schreiten nach  und  nach  jede  natürliche  Zahl;  demnach  nähern 
sich  t^^^^,  u^^  für  lim  w  =  oo  den  Summen  t,  u  der  Reihen 
(16),  (17), 'so  daß 

(19)  s==t-u. 

Damit  ist  der  erste  Teil  der  Behauptung  erwiesen.  Der  zweite 
Teil  ergibt  sich  daraus,  daß  t,  u  ungeändert  bleiben,  wenn  man 
die  Glieder  in  (16)  und  (17)  anders  anordnet  (72,  2));  dem- 
zufolge hängt  auch  s  nicht  ab  von  der  Anordnung  der  Glieder 
in  der  ursprünglichen  Reihe  (14). 

Eine  absolut  konvergente  Reihe  weist  also  wie  eine  Reihe 
aus  positiven  Gliedern  das  Merkmal  einer  endlichen  Summe 
auf,  von  der  Anordnung  der  Glieder  unabhängig  zu  sein ;  daher 
kann  auch  der  Grenzwert  einer  solchen  Reihe  als  Summe  der- 
^^elben  bezeichnet  werden. 

75.  Bedingt  konvergente  Reihen.  Multiplikations- 
theorem. Eine  Reihe  aus  positiven  und  negativen  Gliedern 
kann   aber  auch   konvergent   sein,    ohne   daß  es  die  Reihe  aus 
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den  absoluten  Werten  ihrer  Glieder  ist;  man  nennt  die  Reihe 
dann  relativ  (bedingt)  konvergent.  Sie  erfüllt  die  Bedingung 
70,  (7)    und   insbesondere   ist   auch   lim  a„  =  0,    die   aus    den 

n  =  H-oo 

Absolutwerten  der  Glieder  gebildete  Reihe  dagegen  hat  den 
Grenzwert  -f-  oo. 

Während  also  eine  absolut  konvergente  Reihe  schon  ver- 
möge  der  Größe  ihrer  Glieder  konvergiert,  tritt  dies  bei  einer 
bedingt  konvergenten  erst  durch  den  Wechsel  des  Vorzeichens 
ein.  Von  den  bedingt  konvergenten  Reihen  gilt  nun  der  fol- 
gende Satz: 

Der  Grenzwert  einer  bedingt  konvergenten  Reihe  ist  abhängig 
von  der  Anordnung  der  Glieder;  man  kann  ihn  durch  ent- 
sprechende Beihung  der  Glieder  jeder  beliebigen  Zahl  A  gleich- 
machen. 

Es  sei  wieder  (14)  die  gegebene  Reihe,  welche  als  kon- 
vergent vorausgesetzt  w^ird,  während  die  aus  ihr  abgeleitete 
(15)  jetzt  divergent  ist.  Infolgedessen  müssen  auch  beide 
Reihen  (16)  und  (17)  divergent  sein;  denn  wäre  es  nur  eine 
von  beiden,  so  würde  sich  aus  der  immer  noch  zu  Recht  be- 
stehenden Beziehung  (18)  für  lim  w  = -f- oo  entweder  s  =  4-oü 
oder  s  =  —  oo  ergeben,  je  nachdem  man  (16)  oder  (17)  diver- 
gent annähme;  beides  steht  im  Widerspruche  mit  der  Voraus- 
setzung. 

Welches  nun  auch  die  Zahl  A  ist  (die  wir  zunächst  als 
positiv  uns  denken  wollen),  so  läßt  sich  die  Reihe  (16)  ver- 
möge ihrer  Divergenz  vom  Anfang  aus  in  Gruppen  Gq,  G^, 
G^  .  .  .  und  die  Reihe  (17)  in  Gruppen  G^,  G^,  G^',  .  .  .*)  zer- 
legen derart,  daß 

G^>A, 

während  sich  die  Ungleichheit  umkehrte  oder  in  eine  Gleichung 
verwandelte,  wenn  man  das  letzte  Glied  der  Gruppe  G^  aus- 
ließe;  daß  ferner 

^0  ""  ^o'  <  ^> 

während    sich    die    Ungleichheit    bei    Fortlassung    des    letzten 


*;  Die    Buchstaben    sollen    zugleich    die    Summen   der  betreffenden 
Gruppen,  die  unter  umständen  auch  eingliedrig  sein  können,  bezeichnen. 
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Gliedes  der  Gruppe  Gq  umkehrte  oder  in  eine  Gleichung  ver- 
wandelte: daß  weiters 

und 

mit    derselben   Zusatzbemerkung   usw.      In    dieser    Anordnung 
bilden  also  die  Glieder  der  Reihe  (14)  eine  neue  Reihe 
(20 )  (r,  -  G,'  -^G,-  G;  +  G,  -  G/  +  •  •  . 

von  solcher  Art,  daß  eine  mit  G^  schließende  Partialsumme 
2^„  größer  ist  als  A,  jedoch  so,  daß 

^„-^^^^, 
wenn   «,^   das   letzte   Glied   der   Gruppe  G,,,   und   daß   eine  bei 
—  G^  schließende  Partialsumme  Z",/  kleiner  ist  als  A,   jedoch 
so,  daß 

.4-2:;^|a,.  I,*) 

wenn    |  a  •  \   das  letzte  Glied  der  Gruppe  GJ^    ist. 

Da  nun  mit  n  zugleich  sowohl  /x  wie  auch  ^'  beständig 
und  über  jeden  Betrag  hinaus  wächst  und  da  lim  a  sowohl  wie 
lim  I  a,/  I  Null  ist,  so  zeigen  die  beiden  letzten  Ungleichungen, 
daß  die  Unterschiede  Z",^  —  A,  A  —  Il^[  mit  beständig  wachsen- 
dem n  schließlich  unter  jeden  positiven  Betrag  herabsinken, 
so  daß 

lim  X^  =  lim  2.^  =  A, 

d.  h.  in  der  durch  (^20)  gekennzeichneten  Anordnung  ihrer  Glie- 
der hat  die  Reihe  (14)  den  beliebig  festgesetzten  Grenzwert  A. 

Wäre  A  negativ,  so  hätte  man  mit  einer  negativ  genom- 
menen Gruppe  aus  (17)  zu  beginnen  und  zwischen  beiden 
Keihen  abzuwechseln. 

Da  der  Grenzwert  einer  bedingt  konvergenten  Reihe  erst 
durch  eine  bestimmte  Anordnung  der  Glieder  gegeben  ist,  so 
fehlt  einer  solchen  Reihe  der  Charakter  einer  endlichen  Summe; 
es  empfiehlt  sich  daher  nicht,  jenen  Grenzwert  als  Summe  der 
Reihe  zu  bezeichnen. 

Aus  dem  Zusammenhalt  der  beiden  Sätze  dieses  und  des 
vorigen   Artikels   geht   hervor,    daß   eine  Reihe    aus    positiven 


*;  Das  Gleichheitszeichen  käme  in  Kraft,  wenn  einmal  nach  Weg- 
lassung des  letzten  Gliedes  die  Partialäumme  dem  A  gerade  gleich  würde. 
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uuil  negativen  Gliedern  in  unbeschränkter  Anzahl  nur  dann 
l)ei  jeder  Anordnung  der  Glieder  konvergent  ist  und  denselben 
Grenzwert  besitzt,  wenn  sie  ahsoIiU  lonverfficrf. 

Über  die  Addition  und  Subtraktion  konvergenter  Reihen 
wurdt'  in  71,  2)  ein  Satz  aufgestellt,  der  für  absolut  konver- 
gente Reihen  eine  Erweiterung  dahin  erfährt,  daß  die  Glieder 
der  beiden  gegebenen  Reihen  in  beliebiger  Reilienfolge  durch 
Addition  bzw.  Subtraktion  zu  einer  Reihe  verbunden  werden 
dürfen,  und  daß  diese  immer  gegen  die  Summe,  bzw.  die  Dif- 
ferenz der  Grenzwerte  der  gegebenen  Reihen  konvergiert. 

Für  absolut  konvercrente  Reihen  gilt  aber  auch  ein  Mul- 
tiplikationstheorem,  das  folgendermaßen  lautet:  Sind  die  Reihen 

sc  00 

^,  a,j  und  ^  ?>,,  (d)solut  konvergent  und  s,  t  ihre  Grenzwerte, 

0  0 

00 

SO  ist  auch  die  Reihe  ^  c„  mit  dem  allgemeinen  Gliede 

0 
(21)  (■„  =  «o^n  +   «l^n-l  +  «2^„-2  +  "  "   "   +  «'«^0 

absolut  Jconvergent  und  st  ihr  Grenzwert. 
Bildet  man  nämlich  das  Produkt 

■%f,.=  (%+ci,  +  ■■■  +  aj(&o+  &i  +---  +  K) 
aus   den  Partialsummen  der  n  -\-  1   ersten   Glieder  der  beiden 
gegebenen  Reihen  und  vergleicht  dasselbe  mit  der  Partialsumme 

00 

der  2n  -f  1  ersten   Glieder  der  neuen  Reihe   ^  c^,    so    zeigt 

0 

sieh  folgendes:  Alle  Bestandteile  des  erstgedachten  Produktes 
kommen  in  i<v,„  vor;  es  enthält  aber  u^n  überdies  alle  jene 
Produkte  von  der  Form  aj»^.,  in  welchen  einer  der  beiden 
Zeiger  u,  v  die  Zahl  n  überschreitet,  die  Summe  ^-\-v  beider 
Zeiger  aber  nicht  über  2n  hinausgeht;  diese  überschüssigen 
Glieder  von  U2„  gestatten  folgende  Anordnung: 

^n  +  l(h  +  ^  +  •  •  •   +  ^n-l)  +  ^„  +  l(«0  +«!+•••  +  «n-l) 

+  %+i(K  +  &1  +  •  ■  •  +  K-2)  +  &„+2K  +  «1  +  •  •  •  +  «n-2) 

+  «„  +  3^'^0  -  ^  +   •  •  •  +  ^^„-3)  +  &;,  +  3K  +  «1  +  •  ■  •  +  «„-3) 
+  «2»^0  +  ^2n«0 
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Oller 

Mithin  ist 

U-2,-'^J.,     £     f^n^X      X-X      +      «n  +  2      Jn-2      +■'■+      ^hn        h 

+     &,  +  l'     S„_,       +       &„  +  2        ^„-2       +•••  +   ^'2«       -^0    ; 

weiter  gilt  für  jedes  m  ^  «  —  1 

^m      <      »0      +      «1       +••   •+       «„-1 

C.  <  ^'o  +   ^1  +•••+  ^.-x  ; 

wobei  das  Ungleicliheitszeichen  nur  im  Falle  m  =  n  —  1  iu 
ein  Gleichlieitszeichen  übergehen  kann;  daher  ist  in  verstärktem 
Maße 

"2;-S«^.    <{\    -fl^l  ;  +  •■•+    ^'.-l    )(«„  +  !    +    «„  +  2    +•■•+    «2«) 

+(«0  +  «1  +•••+  ««-i)(  ^«+1  +  ^«+2  +•••+  ^2„); 

die  ersten  Faktoren  der  beiden  rechtsstehenden  Produkte  kon- 

00 

vergieren  wegen  der  vorausgesetzten  Konvergenz  von  ^^    a^ ' 

0 

00 

und   ^  I  h^      mit    wachsendem    n   gegen    bestimmte   endliche 

u 

Grenzen,  die  zweiten  Faktoren  sinken  schließlich  aus  dem  näm- 
lichen Grunde  unter  jeden  noch  so  kleinen  positiven  Betrag 
herab  (70);  daraus  folgt,  daß  der  ganze  rechtsstehende  Aus- 
druck mit  wachsendem  n  schließlich  kleiner  wird  als  jede  noch 
so  kleine  positive  Zahl;  deshalb  ist 

lim  I  K.^-sJ,^  1=0, 
also 

lim  «2«  =  st. 

n  =  +  x 

00 

Damit  ist   aber   die  Konvergenz   der  Reihe  ^^,  c^  und  st 

0 

als  ihr  Grenzwert  erwiesen. 

Daß  die  Konvergenz  absolut  ist,  ist  so  zu  erkennen.  Mul- 
tipliziert man  —^lOnl  mit  Z'lft^l,  so  entsteht  eine  konvergente 
Keihe  mit  dem  allgemeinen  Gliede 

yn=\oo\\h„\  +  \a,\\h„_,\  +  \a,\\h„_,\  +  ----\-\aJ\b,U 
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nun  ist  ]  c„  |  ^  7,,,  folglich  Hy^  eine  konvergente  Majorante 
von  2;'[  c„  I,  in  Folge  dessen  ist  auch  Z"  |  c,^  |  konvergent,  also 
2^c^  tatsächlich  absolut  konvergent. 

Um  ein  Beispiel  zu  geben,  betrachten  wir  die  geometrische 
Reihe 

1  +  u-  +  a;2  +  .  .  . , 

die  nach  den  Ausführungen  in  69,  1)  absolut  konvergent  ist 
mit  dem  Grenzwert  ,  ,  wenn  1  a:  1  <  1 :  unter  dieser  Voraus- 
Setzung  kann  also  das  Quadrat  der  Reihe  nach  der  vorstehen- 
den Multiplikationsregel  gebildet  werden,  gibt  wieder  eine  ab- 
solut   konvergente   Reihe    und  -rr r^  ist   ihr  Grenzwert.     Die 

»  (l—x)- 

früheren  Gliederzeiger  sind  nun  Exponenten;  somit  entsteht  x" 
auf  so  viele  Arten,  als  sich  n  als  Summe  zweier  Zahlen  der 
Reihe  0,  1,  2,  .  .  .  zusammensetzen  läßt,  also  auf  n+  1  Arten; 
mithin  ist 

V,  -^-  ,,  =  1  +  2a;  -f-  3.r2  +  4a;='  -f  •  •  • . 
(1  —  xy 

Durch  Multiplikation  dieser  Reihe  mit  der  vorigen  erhält 

man  eine  absolut  konvergente  Reihe  mit  dem  Grenzwert  ^   _     , ; 

ihr  Bildungsgesetz  ergibt  sich  durch  Zusammenfassung  der 
Teilprodukte 

a; -1-2  a;2  4-3x3 + 
x'-\-2x^-\- 

folglich  ist 

--^^  r,=  l-\-dx-{-6x-+  10^3  +  •  .  . . 

(l  —  x)' 

76.  Alternierende  Reihen.  Unter  den  Reihen  mit 
positiven  und  negativen  Gliedern  sind  die  alternierenden  Beihen, 
bei  welchen  positive  und  negative  Glieder  miteinander  ab- 
wechseln, besonders  bemerkenswert.  Für  solche  Reihen  gibt 
es  ein  in  vielen  Fällen  brauchbares  Konvergenzmerkmal,  das 
in  dem  folgenden  Satze  enthalten  ist. 

Wenn  in  einer  alternierenden  Beihe  die  absoluten  Beträge 
der  Glieder  bestündig  abnehmen  und  schließlich  gegen  die  Greme 
Null  konvergieren,  so  ist  die  Beihe  konvergent 


I 
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Es  sei  a,,  >  0  für  jedes  v  und 

(22)  aQ—a^  +  a, +  (-  l)"a„  +  •  •  • 

die  gegebene  Reihe;  ferner  «o  ^  ^i  ^  %  >  " " '  ^^^  lim  a,^  =  0. 

n  =  +00 

Aus  der  Darstellung 

«2^-1  =  («0  -  «i)  +  («-— «3)  ^ \-  («2^-2  -  a.p_i) 

folgt,  daß  5op_i  als  Summe  positiver  Zahlen  mit  p  wächst, 
daß  also  die  Partialsummen 

(23)  Sj,  Sg,  «5,  .  . . 

eine  steigende  Zahlenreihe  bilden. 
Aus  den  beiden  Darstelluncren 

O 

^ip  =  «0  -  («1  -  «2)  —  («3  -  «4) («2;,-l  -  «ip) 

=  («0  -  «1)  +  («2  -  «3)   H +  («2p-2  -  «2^_l)  +  %p 

folgt,  und  zwar  aus  der  ersten,  daß  Sg«  mit  p  beständig  ab- 
nimmt, aus  der  zweiten,  daß  es  immer  positiv  ist,  daß  also  die 
Partialsummen 

(24)  Sq,   So,    ^4»  •   •   • 

sämtlich   positiv    sind   und    eine    fallende  Zahlrenreihe    bilden; 
diese  muß   daher  notwendig   einen  Grenzwert  besitzen,  der  s" 
heißen  möge. 
Da  aber 

^2p  "^  ^2p-l     I     ^2p) 

80   ist 

S-2p -l=^'-2p-  f'2p  <  8-2 j,  <  ■%  =  «0 . 

es    bleiben   also    die   Zahlen    der    steigenden    Zahlenfolge  (23) 
unter  einer  festen  Zahl,   somit   besitzt   auch   sie   einen  Grenz- 
wert, er  heiße  a'. 
Weil  jedoch 

^2p         ^2p-l  ^  ^^2py 

so  ist  für  lim  p  =  00 

lim  (s,^,  -  s,p _  1)  =  lim  a.,^  =  0, 

also  s"  =  s,  d.  h.  die  beiden  Zahlenfolgen  (23)  und  (24)  kon- 
vergieren gegen  denselben  Grenzwert  s,  die  erste  wachsend,  die 
zweite  abnehmend,  so  daß  bei  jedem  p 

^2p-l  *~^  ^'  <-  ^2.D- 
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Aus    r„=  (-l)''  +  M«„  +  i-  («„  +  0-  a,^3) )    folgt,    dali 

|r„|<|a„^,|  und  daß  r,  das  Vorzeichen  von  «„^j  bat.  Bricht 
man  also  bei  einem  Gliede  ab,  so  hat  der  zugehörige  Rest  das 
Vorzeichen  des  nächsten  Gliedes  und  ist  numerisch  kleiner  als 
dieses. 

«7.    Beispiele.     1)   Die  Bedingungen   des   obigen  Satzes 
erfüllt  die  Reihe 

/-»-N  11,11 

sie  ist  daher  konvergent,  jedoch  nicht  absolut  konvergent,  weil 
die  aus  den  absoluten  Werten  der  Glieder  gebildete  Reihe,  die 
harmonische,  divergent  ist  (73,  1)).  Bei  dieser  Anordnung  der 
Glieder  hat  die  Reihe  einen  Grenzwert,  welcher  liegt  zwischen 
1  und  — ,  ebenso  zwischen  --  und  — ,  zwischen  —  i^^^  19  usw., 
Grenzen,  welche  immer  näher  zusammenrücken. 

Bei  anderer  Anordnung  der  Glieder,  z.  B.  bei  der  Anordnung 

^  1^3  2    ^    5      '      7  4    ^  ' 

bleibt  sie  zwar  konvergent,  hat  aber  einen  anderen  Grenzwert, 
wie  man  sogleich  erkennt,  wenn  man  die  positiven  Glieder- 
paare zusammenzieht  (72,  3));  ihr  tjrrenzwert  liegt  dann  zwischen 

4  5  .5 

.,    und   ^  ,  also  über    '   ,  während    er   bei   der  früheren  unter 

0  6  6 

^  war.  Man  kann  übrigens  die  Beziehung  der  beiden  Grenz- 
werte  genau  feststellen;  bezeichnet  man  den  von  (25)  mit  •<. 
so  ist  (7-2,  3)) 

/l         1,1         i\    ,    /i         1,1         i\ 

ferner  auch  (71 ,  1)) 

:  =  (4--t)         +(I-I) 

addiert  man  beide  Gleichungen,  so  ergibt  sich  (71,  2;): 

und  rechts  steht  nun  die  Reihe  (26)  bei  erlaubter  Zusammen- 
fassung der  Glieder  in  Gruppen;  heißt  also  s  ihr  Grenzwert, 
so  ist  s'  =  '~  s.  Durch  das  Vorauseilen  der  positiven  Glieder 
hat  sich  also  der  Grenzwert  um  die  Hälfte  vergrößert. 


3 
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2)  Die  Reihe 

erfüDt  die  Bedingungeu  der  Konvergenz  für  jedes  p  >  0;  ab- 
solut konvergent  ist  sie  aber  nur,  wenn  j9  >  1,  dagegen  nur 
bedingt  konvergent,  wenn  j)  ^  1  (73,  3),  4)).  Wir  behalten 
den  Fall  p  <  I  im  Auge  und  ordnen  die  Glieder  wie  folgt  um: 

In  der  Reihe  (27)  ist  die  Partialsumme  der  2«  ersten  Glieder 

n—  l  n 


!»        ^*  "(2r  4-  r/         ^  (2v)f  ^ 


(2r-f  1)^         .älLJ   {2vy 

V  i 

in  der  Reihe  (28)  die  Partialsumme  aus  den  3w  ersten  Gliedern 

2  ra  —  1  n 

infolgedessen 


2h-  1 


^3  «       h  n       ^  (2  V  -f  1)"  ~  (2  n  + 1)''  "*"  (2  n  +  3)''  "^  "  '  *  +  (4  n  —  1)"  '' 

ersetzt   man   in  der  rechtsstehenden  Summe   sämtliche  Glieder, 

n  an  der  Zahl,  durch     ,    >n  ,  so  wird  sie  verkleinert,  daher  ist 

,  --^      '*       «^~^ 

^3«—    S2»>     (4;^P    —         P        ■ 

Mit  beständig  wachsendem  w  wird  die  rechte  Seite  wegen 
1  —  ^;  >  0  schließlich  größer  als  jeder  positive  Betrag,  .Sg»  ko^- 
vergiert  gegen  den  Grenzwert  von  (27),  mithin  ist 

lim  53,,=  +  ^^ 

n  =  +  5c 

und  gleiches  gilt  für  s^^^^  und  6Y,  +  27  weil  ii'zn<hn^x<hn^-i. 
Die  Reihe  (27)  hat  also  durch  die  Umstellung  (28)  ihre  Kon- 
vergenz verloren  und  den  Grenzwert  +  ^^'^  erlangt.  Man  über- 
zeugt sich  durch  ganz  analoge  Schlüsse,  daß  sie  bei  der  An- 
ordnung 

_±_1+1_1_J_+1  +  ... 

V        4''  ^  1''         6''         8''     '    3''     ' 
den  Grenzwert  —  ^   hat. 
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78.  Uneudliolie  Produkte.  Die  Untersuchung  unend- 
licher VroduMc  führt  auf  die  Betrachtung  unendlicher  Reihen 
zurück. 

Ist 

(29)  (Iq,  Ol,  «2;  •  •  • 

eine  unbegi-enzt  fortsetzbare  Folge  reeller  Zahlen,  deren  keine 
Xull  ist,  und  bildet  man   aus  ihr  die  neue  Folge 

(30)  Po>  Pi,  Ih,- ■ -^ 
indem  man 

nimmt,  so  ist  auch  kein  Glied  dieser  neuen  Folge  gleich  Null; 
man  sagt  dann,  das  unendliche  Produlä 

CO 

(31)  «o%^2  •  •  •  =  /'/«,. 

0 

sei  konvergent,  wenn  p^^  mit  beständig  wachsendem  n  einer 
bestimmten  von  Null  verschiedenen  (irenze  sich  nähert;  diese 
Grenze 

lim  p„  =  p 

n  =  +00 

nennt  man  den  Grenzwert  des  unendlichen  ProduJdes.  In  jedem 
anderen  Falle  heißt  das  Produkt  (31)  divergent*).  Die  Pro- 
dukte (30)  von  [Ij,  2,3,  ...  Faktoren  belegt  man  mit  dem 
Namen  Partialprodukte. 

Da  das  Vorzeichen  des  Produktes  aus  der  (endlich  voraus- 
gesetzten) Anzahl  der  negativen  Faktoren  im  voraus  bestimmt 
werden  kann,  so  darf  man  sich  bloß  mit  dem  absoluten  Werte 
des  Produktes  befassen  und  daher  alle  Faktoren  (29)  als  positiv 
voraussetzen.     Dann  folgt  aus 

sofort,  daß  die  hinreichende  und  notwendige  Bedingung  zur 
Konvergenz  des  Produktes  (31)  in   der  Konvergenz   der  Reihe 

/«o  +  In^  +  ^«2  +  ■  ■  ■ 

gelegen  ist;  denn  ist  diese  Reihe  konvergent  und  s  ihr  Grenz- 

•)  Man  zählt  Produkte  mit  dem  Grenzwert  Null  zu  den  divergenten, 
■weil  ihnen  die  singulare  Eigenschaft  zukommt,  di-n  Wert  Kuli  zu  haben, 
ohne  daß  einer  der  Faktoren  Null  ist. 
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wert,   80   ist    es  auch  das   Produkt   und  ^  sein  Grenzwert:    ist 
die  Reihe  divergent,  so  ist  es  auch  das  Produkt. 

Zur  Konvergenz  der  letztangeschriebenen  Reihe  ist  es  aber 
notwendig,  daß  lim  la^  =  0  sei:  zur  Konvergenz  des  Produktes 

n  =  -r  30 

(31)  ist  es  also  notwendig,  daß  lim  a^^  =  1  sei. 


n=  -r  ■'o 


Aus   diesem   Grunde   werden   die  P'aktoren   des   Produktes 
in  der  Form 

dargestellt,  und  es  ist  dann 

(32)  lim  a^  =  0 

n  =  T« 

eine  zur  Konvergenz  notwendige  Bedingung.  Im  übrigen 
können  die  Zahlen  «,  entweder  durchwegs  positiv,  oder  durch- 
wegs negativ  oder  teils  positiv,  teils  negativ  (beides  in  einer 
unbeschränkten  Anzahl  von  malen),  die  Faktoren  des  Produktes 
also  sämtlich  unechte,  sämtlich  echte  oder  teilweise  unechte, 
teilweise  echte  Brüche  sein.  In  dem  Falle,  wo  die  a^,  durch- 
gehends  oder  zum  Teil  negativ  sind,  darf  man  annehmen, 
daü  sie  dem  Betrage  nach  unter  der  Einheit  liecren.  Denn 
vermöge  (32)  muß  dies,  wenn  es  nicht  schon  vom  Anfang  an 
der  Fall  ist,  von  einem  Werte  w  -f-  1  des  Zeigers  angefangen 
notwendig  anhalten:  dann  denke  man  sich  die  Faktoren 
Oq,  aj,  .  .  .,  a^   abgeschieden    und    erstrecke   die    Untersuchung 

blos  auf  das  unendliche  Produkt    /  /  «,. ;  ist  dieses  konvergent 

und  p  sein  Grenzwert,  so  ist  es  auch  das  ursprüngliche  mit 
dem  Grenzwerte  p^2^:    ist   es  divergent,   so   gilt  dies  auch  von 

■Xi 

0 

Die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  für  die  Kon- 
vergenz eines   unendlichen  Produktes   /  / '  1  -r  f^J  läßt  sich  da- 

0 

hin  aussprechen,  daß  p^  sich  der  Null  nicht  beliebig  nähern 
dürfe  und  daß  zu  einem  beliebig  klein  festgesetzten  tj  sich  w 
derart  bestimmen  lasse,  daß 

\Pn  +  r-P.    I   <V 
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sei  für  jedes  r:    mit  Rücksicht  auf  die  über  j),,  gemachte  Vor- 
aussetzung kanu  man  dafür  auch  schreiben: 


Pn+r    _  j 


P„ 


und  die  Bedingung  nun  dahin  formulieren,  es  müsse  sich  zu 
beliebig  klein  festgesetztem  e  ein  n  derart  bestimmen  lassen, 
(laß  für  jedes  r 

(33)  I  JJ(l  +  aj_l     <f 

I     n  +  l  I 

n  +  r 

sei.     /  /(l  +  «,.)  heiße  das  zu  ji^^  gehörige  BestproduM. 

n  +  i. 

Nach  diesen  allgemeinen  Bemerkungen  wenden  wir  uns 
dazu,  die  folgenden  Sätze  über  unendliche  Produkte  nachzu- 
weisen. 

1)   Id   «,,  >  0   für   alle   Zeigerwerte,   so    ist   das   Produkt 

/  /  (1  +  «,,)  konvergent,  wenn  die  Beihe  ^  a^.Jconver giert,  und 

0  0 

divergent  mit  dem  Grenzwerte  +  oo,  ivenn  die  Beihe  diver- 
gent ist. 

Das  Restprodukt  in  seiner  Entwicklung 

Ji  +  r 

/7(1  +  O  =  (1  +  f^„  +  :)  a  +  c.„  +  2)  •••(!+  ^^„  + j 

worin  >S  die  Summe  der  durchwegs  positiven  Produkte  der  a 
zu  zweien,  dreien,  .  .  .  bedeutet,  läßt  unmittelbar  erkennen,  daß 

-34)    ]Ja  +  a,)  -  1  =  «„^.1  +  «„^2  +  ■  •  •  +  «„^,  +  s 

00 

für  den  Fall  der  Divergenz  von  ^^  «,,  über  jede  Grenze  wächst, 

0 

<lie  Bedingung  der  Konvergenz  von  /  /  (1  +  <^,,)  ^^^^  nicht  er- 

0 

füllt  ist.  Da  p^^  in  dem  vorliegenden  Falle  mit  n  beständig 
wächst,  so  ist  lim  p^=  -\-  oo. 
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Im  Falle   der  Konvergenz  von  ^^  a,,  kann  n   so  gewählt 

0 

werden,  daß  bei  jedem  r 

sei:  löst  man  S  in  die  Summen  Z.^,  Z^,  .  .  .,  2J^  der  Produkte 
von  je  2,  3,  ...  r  Faktoren  auf  und  beachtet,  daß 


^;<  («»+!  +  ••  •  +  ««+.)'■  <r 

ist,  so  folgt,  daß 

n  +  r 

/7(1  +  a.,)  4-  1<  ,^  +  5^+  .  .  .  +  ./=  ^  L-^  <  ^A_ 


n+l 


3 

£ 


wählt  man  q  derart,  daß    -         <  s   wird,   wozu   nur  o  <  — , — 
-^  '  1  —  q  '  ^^l_j_f 

genommen  zu  werden  braucht,  so  ist  die  Bedingung  (33)  der 

Konvergenz  erfüllt. 

Aus 

CO  00 

0  0 

schließt  man,  weil  die  Reihe  rechter  Hand  aus  lauter  positiven 
Gliedern  besteht  und  der  Grenzwert  einer  solchen  von  der  An- 
ordnung der  Glieder  unabhängig  ist  (72,  2)),  daß  der  Grenzwert 
eines  konvergenten  Produktes  von  der  hier  betrachteten  Art 
auch  unabhängig  ist  von  der  Anordnung  der  Faktoren. 

2)  Ist  «,,  >  0  für  alle  Werte  des  Zeigers ,  so  ist  das  Pro- 

00  00 

dukf  /  /  (1  —  ^y)  l'onvergent,  wenn  die  lieihe  ^^  u^  konvergent 

0  0 

ist,  und  divergent  mit  dem  Grenzwerte  Null,  ivenn  die  Reihe 
divergent  ist. 

Da  1  —  «,  =  ,   ,    "    <  --,     -  ist,  so  folgert  man,  daß 

1  -(-  a,,  1  -|-  a,,        '  °  ' 
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Ist  nun   ^  «,,    divergent,    so    ist    nach    dem    vorigen    Satze 

0 

n 

lim    /  /(l  +  «,.'  =  ^^7  daher 

«=00  Q 

00 

0 

Aus  der  jetzt   geltenden  Entwicklung  des  Restproduktes: 

]7<:i -".)  =  1  -  («.+1 + «»+2 +  ■■•  +  «..+.)  + Ä  - -Sj +••  ■ 

ergibt  sich,  wenn  ^  «,,  konvergiert,  mit  den  vorhin  benutzten 


0 

Bezeichnungen: 


1  -  17(1  -  «.)  <  ^"«  +  1  +•••   +   «„+.)  +  ^2  +   ^3  +••   • 
n  +  1 

und  wenn  q  so  gewählt  wird  wie  unber  1),  so  wird 

n  +  r 

n  +  l 

womit  die  Konvergenzbedingung  (33)  erfüllt  ist. 

00 

Die  Unabhängigkeit  des   /  /  (1  —  «,.)  ^^^  ^®^  Anordnung 

0 

der  Faktoren   ergibt  sich    durch   einen    ähnlichen   Schluß    wie 
vorhin. 

3)    Sind    die   a^   verschieden    bezeichnet    und  positive    ivie 
negative  in  unbegrenzter  Anzahl  vorhanden,  so  ist  das  Produkt 

00 

/  /  (1  +  «,.)  konvergent  und  seinem  Grenzwerte  nach  unabhängig 

0 

00 

von  der  Reihenfolge  der  Faktoren,  ivenn  die  Reihe  ^  a^  absolut 

0 

00 

konvergent  ist,  d.  h.  wenn  ^  \  a^  \  konvergiert. 
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00 

Das  Partialprodukt  p^^  von    1  I  (^  -\-  ^O  enthalte  n    Fak- 

0 

toren  mit  positiven  «,,  —  ihr  Produkt  heiße  JT„''  —  und  n" 
Faktoren  mit  negativen  «,,  —  ihr  Produkt  heiße  77,"-;  dann 
ist  n  +  w"  =  )i  und 

mit  n  wachsen  zugleich  n,  n'  über  jede  natürliche  Zahl  hinaus. 

00 

Ist  nun,   wie  vorausgesetzt  wurde,    ^,  a^,  absolut  konvergent, 

0 

so  konvergiert  (74)  die  Reihe  aus  den  positiven  a,,  und  mit  ihr 
dem  Falle  1)  zufolge  auch  das  Produkt  H'n'  nach  einem  von 
der  Ordnung  der  Faktoren  unabhängigen  Grenzwerte  U' \  es 
konvergiert  aber  auch  die  Reihe  aus  den  negativen  a^  und  mit 
ihr  dem  Falle  2)  zufolge  das  Produkt  ZZ,',''  nach  einem  von  der 
Ordnung  der  Faktoren  unabhänorioren  Grenzwerte  TL" ,     Demzu- 

00 

folge  hat  auch  das  Produkt  /  1(1  4-  or J  bei  jeder  Anordnung 

0 

seiner  Faktoren  einen  und  denselben  Grenzwert 

p  =  n'  n". 

Den  absolut  konvergenten  Produkten  stehen  bedingt  kon- 
vergente gegenüber;  es  sind  dies  solche,  deren  zugehörige  aus 
positiven  und  negativen  Gliedern   in  unbegrenzter  Anzahl   zu- 

00 

sammengesetzte  Reihe  ^^  cc^  bedingt  konvergent  ist  (74).  Hier 

u 
kann  nur  von  einem  Grenzwerte  hei  bestimmter  Anordnung  der 

Faktoren  die  Rede  sein;  doch  soll  hierauf  nicht  weiter  ein- 
gegangen werden. 

79.    Beispiele.     1)  Das  Produkt 

(1  +x){l+  x"-)  (1  +  x")  il+X^)--' 
ist    nur    dann    konvergent,    wenn    es    die    Reihe    x  -\-  x'^  -\-  x'^ 
-{■  x^  +  ■■■  ist,  d.  h.  für  x'^ <  1*).     Dies  zeigt  auch  das  Partial- 
produkt 

p^=^{i  +  x){i-\-x')-^-ii  +  xn 

=   1  +  ^  +  ^2^  ^3^  .  .  .  _^  ^2"  +  l-l_  i^^^ 

•)  Diese  Bedingung  ist  notwendig,  damit  die  Glieder  schließlich 
gegen  Null  konvergieren  Sie  ist  aber  auch  hinreichend,  weil  dann 
X  -{-  X-  -\-  x^  -\-  X*  -{-  •  •  •  eine  konvergente  Majorante  ist. 

13* 
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au;    liouu    für    lim  n  =  -\-  oo    konvergiert    dasselbe    nur    cUmu 

gegen  eine  bestimmte  Grenze,  wenn  \  x    <  1,  und  zwar  gegen 

die  Grenze 

1 

2)  Die  Produkte 

(■+4)('*I-)C  +  t)  ■„    , 
(.-f)(.-4)(.-«  ■'""' 

sind    divergent   —    wegen    der    Divergenz    der    Reihe  y  +  -5- 

-f- —  •  •  •  ^   —   und  zwar  divergiert  das  erste  gegen  -|- 00,   das 

zweite  gegen  Null. 

3)  Das  Produkt 

(i+I)(i-I)(^-I)(^-t)- 

ist  konvergent;  es  hat  bei  dieser  Anordnung  der  Faktoren 
einen  bestimmten  Grenzwert,  einen  anderen  aber,  wenn  man 
die  Reihenfolge  der  Faktoren  abändert. 

4)  Das  Produkt 

■224466 

auf  die  normale  Form  gebracht,  lautet: 

und  nun  erkennt  man  seine  Konvergenz,  weil  die  Reihe 

-l_i.  +  -L_l  +  J__... 

konvergent  ist  (76);  aber  auch  hier  ist  die  Konvergenz  eine 
bedingte,  weil  die  Reihe  y  +  -ö-+y~^T'^T'^'"'  ^^^^ 
—  +  Y  +  x  +  ■  ■  ■  divergent  ist*J. 


*)  Da  — -f  — -|-—  •■  •   divergent  ist  (73,  1)   und  71,  1)),   so   ist 
es  auch 

1  ^  3  ~  5  ^ 

(73,  1)),  umsomehr  also 

12  2 

1  ^  3  ^  5  ~ 
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5)  Um  das  Produkt 

a      (f  -j- 1     «  +  2 
T  '  b-{-l  '  h-^2'  '  '' 

in  welchem  a,  h  positive  Zahlen  bedeuten,  zu  beurteilen,  bringe 
man  es  auf  die  Form 

'a  /<    ,   «  —  ^\  /<    .   " — i>\ 


(i+"7")  ('+:;-:)  (1+:-;:) 


nun  erkennt  man  sogleich  seine  Divergenz  aus  der  Divergenz 
der  Keihe 

J--I-      ^    +^_   .    ... 

b  ^  &4-  1  ^  b4-2  ^ 

(73,  3));  und  zwar  ist  der  Grenzwert  des  Produktes  +  oo  für 
a^  h  und  0  für  a  <  b. 

80.  Reihen  mit  komplexen  Gliedern.  Die  Unter- 
suchung unendlicher  Heilten  mit  Ixomplexen  Gliedern  führt  auf 
Reihen  mit  reellen  Gliedern  zurück.     Man  definiert  eine  Reihe 

(35)  f'o  +  «1  +  «2  +  •  •  •  ? 

deren  Glieder  komplexe  Zahlen  sind,  als  konvergent,  wenn  es 
eine  komplexe  Zahl  s  gibt  derart,  daß  die  Partialsumme  s,^ 
aus  den  ersten  n-[-l  Gliedern  von  (35)  sich  ihr  bei  unbegrenzt 
wachsendem  n  als  Grenze  nähert,  so  daß  lim  s„=s;    die  Zahl 

n=  +0O 

o  bezeichnet  man  als  Grenzwert  der  Reihe  (35).  Es  läßt  sich 
nun  der  folgende  Satz  erweisen: 

Die  notwendige  and  hinreichende  Bedinijung  für  die  Kon- 

oc 

vergenz  der  RciJte  ^  a^,  bestellt  in  der  Konvergenz  der  Reihe 

0 

ans  den  reellen  Bestandteilen  und  der  Reihe  der  Koeffizienten 
von  i  in  den  aufeinanderfolgenden  Gliedern  a^,  a^,  a^  .... 

Ist  nämlich  «,,  =  «,,  +  ßj,  s  =  ö  -{-  ri,  sind  ferner  6^,  r„ 
die  Partialsummen  aus  den  n  -\-  1  ersten  Gliedern  der  reellen 
Reihen 

(36)  a^i-  a^+  a,-\ , 

(36*)  /3o+^i+/3,+  ---, 

so  ist 

*^«  =  «0  +  «1 H —  +  «« =^n+  ^„' ; 

soll  nun   s  der   Grenzwert  von  s„  für  lim  n  =  -\-  oo   sein,    so 
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muß  sich  zu  einem  positiven  beliebig  kleinen  s  eine  natürliche 
Zahl  VI  derart  bestimmen  lassen,  daß 
(37)  I  6„-  .•1  =  1  {6,-6)  +  {r,-r)i  I  <  s 

ist  für  jedes  n  ^  »i,  wobei  der  absolute  Wert  einer  komplexen 
Größe  im  Sinne  von  6,  d.  i.  als  Modul  derselben  zu  verstehen 
ist:  denn  eine  veränderliche  komplexe  Zahl  kann  nicht  anders 
der  Grenze  Null  sich  nähern,  als  daß  dies  der  reelle  Teil  und 
der  Koeffizient  der  imaginären  Einheit,  jeder  für  sich,  tut; 
dann  aber  nähert  sich  auch  der  Modul  der  Grenze  Null,  da  er 
die  positive  Quadratwurzel  aus  der  Quadratsumme  der  beiden 
genannten  Zahlen  ist.  Statt  also  zu  verlangen,  die  komplexe 
Zahl  5„ — s  selbst  konvergiere  gegen  die  Grenze  Null,  kann 
man  diese  Forderung  in  bezug  auf  ihren  absoluten  Wert  oder 
Modul  stellen;  dies  ist  aber  der  wesentliche  Inhalt  der  Re- 
lation (37). 
Da  nun 


und 

6^-6    <    ■[/((?„ -6f+{r^-ry  I 


so  finden  mit  (37j  gleichzeitig  die  Beziehungen 

(38)  \  6^-  6  \  <e,       I  T„-  r  I  <£ 

statt  für  jedes  n  >  m;  hiermit  aber  ist  gesagt,  daß  die  Reihen 

(36)  und  (36*)  konvergent  sind  und  die  Grenzwerte  6,  bzw.  t 

besitzen  (70). 

Es   reichen   aber   auch   umgekehrt    die   Beziehungen   (38) 
zur  Konvergenz  von  (35)  hin;  denn  aus  ihnen  folgt: 


d.  i. 

I  (<?.-  ^)  +  iy.--^)^  I  =  1 6„-  6- 1<  £i/2 

für  jedes  n  ^  m. 

Aus  der  für  eine  konvergente  Reihe  hiermit  gewonnenen 
Beziehung 

0  0  u 

folgt  unmittelbar,  daß  die  linksstehende  Reihe  nur  dann  einen 
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vou    der    Anordnung    ihrer    Glieder    unabhängigen    Grenzwert 
besitzt,  wenn  die  Reihen 

X  00 

0  0 

ahsoJid  konvergieren,  d.  h.  wenn  auch  die  Reihen 

00  00 

ü  0 

konvergent  sind.     Wenn   aber  dies   stattfindet,  so  konvergiert 
(71,  2))  auch  die  Reihe 

00 

^d«.      +\ßr    ), 
0 

und  weil 

«.  I  =    y«7+T'    ^     ^,     +     ^v    : 
so    konvergiert    (73,  1))    auch    die    Reihe    aus    den    absoluten 

00 

Werten  oder  Moduln   der  einzelnen  Glieder  von  ^  a^,    d.  i. 
die  Reihe  " 

00 


0 


a,. 


Da  man,  von   dieser  letzten  Annahme   ausgehend,   auf  Grund 
der  Ungleichungen 

«.  <  y«7+77  =  «... 


ßr      £      V<'+ßr\-'ar\ 

00  00 

wieder  zur  Konvergenz   der  Reihen   ^^  |  «,,  |  und     x   \  /3,,  |  ge- 

0  0 

führt  wird,  so  gilt  der  Satz: 

Die  notivendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür,  daß  die 

oc 

Beilir  ^^  a^  hei  jeder  Anordnung  ihrer  Glieder  konvergiere  und 

u 
eitlen   von  der  Anordnung  utiahhängigen  Grenzwei't  besitze,   he- 

00 

steht   in  der  Konvergenz  der  Heilte  ^.  \  a,,  |  aus  den  absoluten 

0 

Werten  oder  Moduln  der  Glieder,  oder,  icie  man  dies  ausdrückt, 
in  der  absoluten  Konvergenz  der  Eeihe. 
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Im  Wesen  kommt  also,  wie  dies  schon  eingangs  angedeutet 
worden,  die  Uutersuchung  von  Reihen  mit  komplexen  Gliedern 
auf  die  Untersuchung  einer  oder  zweier  Reihen  mit  reellen 
Gliedern  zurück. 

§  2.     Reihen  mit  variablen  Gliedern. 

81.  Gleichmäßige  Konvergenz  einer  Reihe  mit  va- 
riablen Gliedern.  Die  bisher  betrachteten  unendlichen 
Rechenprozesse  mit  konstanten  Elementen  (Gliedern,  Faktoren) 
definieren,  sofern  sie  konvergent  sind,  einzelne  Zahlen,  rationale 
oder  irrationale;  insbesondere  in  dem  letzteren  Falle  stellen 
sie  eine  bedeutsame  Fortbildung  der  Arithmetik  dar,  insofern 
sie  gestatten,  Rechnungsergebnisse,  die  nur  durch  einen  un- 
endlichen Algorithmus  darstellbar  sind,  mit  jeder  erwünschten 
Genauigkeit  durch  rationale  Zahlen  zu  ersetzen,  in  welcher 
Form  allein  solche  Ergebnisse  praktische  Verwendung  finden 
können. 

Mit  dem  Übergang  zu  solchen  Rechenprozessen,  deren 
Elemente  von  einer  Variablen  abhängen,  tritt  eine  wesentliche 
Änderung  der  Auffassung  ein.  Eine  unendliche  Reihe,  deren 
Glieder  eine  Variable  x  enthalten,  stellt  eine  Mannigfaltigkeit 
von  so  vielen  Reihen  der  bisher  behandelten  Art  dar,  als  dem 
X  Werte  erteilt  werden  können,  und  so  weit  diese  Reihen  kon- 
vergent sind,  führen  sie  auf  eine  Mannigfaltigkeit  von  Zahlen, 
die  jenen  Werten  von  x  zugeordnet  sind;  wie  um  eine  Fort- 
bildung der  Arithmetik  vorhin,  handelt  es  sich  jetzt  um  eine 
Fortbildung  der  FunMionentheorie  über  jenes  Gebiet  hinaus, 
das  durch  eine  endliche  Anzahl  arithmetischer  Prozesse  mit 
der  Variablen  beherrscht  wird,  also  in  das  Gebiet  der  trans- 
zendenten Funktionen. 

Für  einen  Bereich  der  stetigen  Variablen  x  sei  eine  un- 
begrenzt fortsetzbare  Folge  von  eindeutigen  reellen  Funktionen 

(Ij  "o  =  foi^)>      ^1  =  fi(.^)>      ^2  =  /2(^);  •  •  • 

definiert;  die  aus  diesen  Funktionen  gebildete  unendliche  Reihe 

(2)  Uq+  Ui-\-  u^  -\ 

sei  nicht   blos  für  einen  einzelnen  Wert  von  x,   sondern  für 
alle  Werte   eines   Kontinuums  (cc,  ß),   das  jenem  Bereiche  an- 
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gehört,  konvergent;  dann  konstituieren  die  zu  diesen  Werten 
des  w  gehörigen  Grenzwerte  der  Reihe  (2)  eine  Funktion  von 
X,  von  der  man  sagt,  sie  sei  durch  die  unendliche  Reihe  (2) 
definiert.  Bezeichnet  man  diese  Funktion  mit  f{x),  so  gilt  für 
alle  Werte  x  aus  dem  Intervall  (a,  ß)  der  Ansatz: 

CO  oo 

(3)  fi^)=2^^n  =  2fn('^y 

0  U 

Hiermit  ist  dem  Begriffe  nach  folgendes  ausgesagt:  Ist  x 
ein  Wert  aus  (a,  ß),  so  läßt  sich  zu  einem  beliebig  klein 
festgesetzten  positiven  s  eine  natürliche  Zahl  m  bestimmen 
derart,  daß 

(4)  I  «„  +  i  +  w„  +  2+ •••«„+;,  I  <  c 

für  alle  n  ^  ni  und  jeden  Wert  von  ^j  aus  der  natürlichen 
Zahlenreihe,  daß  also  auch  insbesondere  der  zu  der  Partial- 
summe 

(5)  5„(a;)  =  ?(o+Mi+ ■  ••  +  »„ 
gehörige  Rest 

(6)  n,(»  =  w„^i  + H„+2  +  --- 

für  n  ^  m  seinem  Betrage  nach  kleiner  ist  als  £.  Die  Par- 
tialsumme  s„(aj)  stellt  dann  für  den  betrachteten  Wert  x  die 
Funktion  f(x)  mit  einem  Fehler  dar,  dessen  absoluter  Wert 
unter  s  liegt.  Man  kann  den  Inhalt  der  Gleichung  (3)  auch 
in  der  Form 

(7)  f{x)  =  lim  s^{x) 

darstellen;  gleichzeitig  findet  die  Beziehung 

(8)  lim  rSx)  =  0 

statt. 

Die  natürliche  Zahl  w,  welche  zu  einem  gegebenen  x  ge- 
hört derart,  daß 

I  r„{x)  I  <  s 

für  jedes  n  ^  m,  wird  —  das  liegt  in  der  Natur  der  Sache  — 
für  verschiedene  Werte  von  x  auch  verschiedene  Werte  auf- 
weisen; das  heißt  mit  anderen  Worten  so  viel,  daß  man,  um 
einen  festgesetzten  Grad  der  Annäherung  an  den  Grenzwert  f(x) 
zu  erreichen,  in  der  Folge  der  Partialsummen  bei  verschiedenen 
Werten  von  x  verschieden  weit  vorschreiten  muß. 
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Gibt  es  aber  uuter  deu  m,  welche  zu  verschiedenen  Wer- 
ten des  X  aus  dem  Intervalle  (a,  ß)  gehören,  ein  größtes, 
M,  so  wird  dieses  für  alle  Werte  von  x  die  Bedingung  er- 
füllen, daß 

I  r^^)  I  <  ^ 
für   jedes    n  ^  31.     In    diesem   Falle   bezeichnet   man   die   un- 
endliche  Reihe   (2)    als   gleichmäßig  Iwnvergent  in   dem   Inter- 
valle (a,  ß). 

Wenn  dagegen  kein  größtes  m  bezeichnet  werden  kann, 
wenn  also  zu  einer  beliebig  großen  natürlichen  Zahl  y.  ein  er 
aus  {a,  ß)  augegeben  werden  kann,  für  welches  das  zur  Relation 
l*'n(^)l  ^^  gehörige  m  größer  ist  als  x,  dann  heißt  die  Reihe 
in  dem  Intervalle  (a,  ß)  ungleichmäßig  konvergent. 

Hiernach  hat  man  folgende  Definition:  Die  Reihe  (2)  heißt 
in  dem  Intervalle  {u,  ß)  gleichmäßig  konvergent,  ivenn  zu  einem 
beliebig  kleinen  positiven  s  eine  natürliche  Zahl  m  sich  so  be- 
stimmen läßt,  daß  für  jeden  Wert  von  x  aus  dem  genannten 
Intervalle 

1  r,Xx)  I  <  e, 
sobald  n  >  m  ist. 

Die  Reihe  (2)  kann  für  einen  Wert  x  aus  (u,  ß)  entweder 
absolut  oder  bedingt  konvergent  sein;  ersteres  findet  statt, 
wenn  alle  ihre  Glieder  gleich  bezeichnet  sind,  oder,  falls  sie 
ungleich  bezeichnet  sind,  wenn  auch 

1    «0    I    +    I    «^1    I    +    I    «2    I    +    •  •  • 

konvergent  ist;  nur  in  diesem  Falle  hat  f(x)  die  Eigenschaften 
einer  Summe  von  (2 ).  Bei  bedingter  Konvergenz  ist  der  Wert 
von  f(x)  mit  der  Anordnung  der  Glieder  untrennbar  verbunden. 

Ist  die  Reihe  (2)  für  jeden  Wert  von  x  aus  («,  ß)  absolut 
konvergent,  so  nennt  man  sie  absolut  konvergent  in  dem  Inter- 
valle (a,  ß). 

Was  die  Stetigkeit  des  Grenzwertes  f{x)  in  dem  Inter- 
valle («,  ß)  anlangt,  so  möge  vorerst  nur  folgendes  bemerkt 
werden.  Nach  einer  am  Schlüsse  von  18  gemachten  Bemer- 
kung ist  eine  endliche  Summe  von  stetigen  Funktionen  selbst 
wieder  eine  stetige  Funktion.  Wie  die  Beispiele  der  nächsten 
Nummer  zeigen  werden,  gut  dies  für  den  Grenzwert  einer  un- 
endlichen Reihe  aus  stetigen  Funktionen  nicht  immer;  zugleich 
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wird    die  Waliruehuiuug    gemacht    werden,    daß    das    Unstetig- 
werdeu   des   Grenzwertes   und  ungleichmäßige  Konvergenz   der 
l\eihe  nebeneinander  hergehende  Erscheinungen  sind. 
82.    Beispiele.     1)   Die  Reihe 

sin  X         sin  2x         sin  ix 
T-      "•         2»        ^       3^       "^ 

ist  für  alle  Werte  von  x  absolut  und  gleichmäßig  konvergent. 
Denn  es  ist  die  Reihe 

1-  ~   2-   ~   3-  ^ 
konvergent  (73,  1)),  infolgedessen  auch  die  Reihe 

I  sin  a:  I        |  sin  2  a;  |        }  sin  3  a;  | 

weil  ihre  Glieder  im  allgemeinen  kleiner,  in  keinem  Falle 
grüßer  sind  als  die  korrespondierenden  Glieder  der  vorangehen- 
den (73,  1)).  Dadurch  ist  die  absolute  Konvergenz  erwiesen. 
Aus  der  Konvergenz  der  Vergleichsreihe  folgt,  daß  ^ich 
eine  natürliche  Zahl  w  bestimmen  läßt  derart,  daß 

(n  -f- 1)2  ^  („  +  2) ^  ^  («  +  3)^  ^  ^  * 

für  jedes  «  ^  m ;  da  nun  für  jedes  x 

j  sin  (71  -f-  1)  a;        sin  («  -|-  2)  a;  1  1 

I       (n-f  1)*        '        (»H-~2)«~  +  ■  •  ■     <  («-I-1)-'  "^  (ti-\-2y-  +  ■  ■  ■ ' 

80  ist  auch  für  jedes  x 

sin  (m  -(-  1)  a;  j^  sin  ()i  -j-  2)  a; 
(»T-f  Ip       '       (n  -f  2)2       '  I  "^  ^' 

sobald  n  >  ?>/ :  damit  ist  die  gleichmäßige  Konvergenz  dargetan. 
2)   Aus  den  Funktionen 

Vo=l,       v^  =  x,       V2  =  x\... 
bilde  man  nach  Vorschrift  von  69,  2)  die  Reihe: 

d.    i. 

(1  -  x)  +  (l—x)x  +  {l —x)x^-] , 

welclie  nach  den  dortigen  Ausführungen  konvergent  ist,  wenn 
lim   v^   eine   bestimmte  Zahl  v  entspricht,  und  zwar  ist  dann 

71=  +00 

Vq — V  ihr  Grenzwert.     Nun   aber   hat  i\=  x"'  nur   dann  einen 
bestimmten  Grenzwert,  wenn    |  .^'  |  <  1  oder  wenn  x  =  \ ,  und 
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7AXfir  ist  im  ersten  Falle  dieser  Grenzwert  v  =  0,  im  zweiten 
Falle  t'  =  1 ;  sonach  hat  die  vorliegende  Reihe  für  alle  Werte 
.(•  aus  dem  Intervalle  (—  1,  +  1),  mit  Ausschluß  der  unteren 
Grenze  —  1,  einen  bestimmten  Grenzwert,  nämlich  für  alle 
Werte  zwischen  —  1  und  +  1  den  Grenzwert  1,  für  o;  =  +  1 
selbst  den  Grenzwert  0;  die  Reihe  definiert  also  eine  im  all- 
gemeinen stetige  (weil  konstante)  Funktion,  welche  jedoch  an 
der  Stelle  x  =  -{-  1  unstetig  wird. 

Um  die  Art  der  Konvergenz  näher  zu  prüfen,  bilden  wir 
den  Rest 

^«(^)  =  •  ^«+1  -  ^n+2)  +  K+2  -  ^"„+3)  +  •  •  • ; 

dieser  hat  für   |  a:  |  <  1   den  Grenzwert  ^„4.1  =  ^"'^^,  so  daß 

verlangt  man  nun  zu  einem  gegebenen  1  >  £  >  0  die  zugehörige 
Zahl  m,  so  ist  die  Relation 

I  a;«  +  ^  1  <  £ 

nach  n  zu  lösen  und  dies  gibt,  wenn  man  beachtet,  daß  im 
natürlichen  Logarithmensystem  (wie  in  jedem  System,  dessen 
Basis  größer  ist  als  1)  zu  dem  kleineren  von  zwei  echten 
Brüchen   der   dem  Betrage  nach   größere  Logarithmus   gehört, 

so  daß  m  die  nächste  über  dem  Wert  der  rechten  Seite  liegende 
ganze  Zahl  ist. 

Indem  sich  nun  x  der  Grenze  1  nähert,  wächst  die  Zahl 
m  über  jeden  Betrag  hinaus;  in  der  Nähe  der  Stellen  —  1  und 
-f  1  hört  die  Reihe  auf  gleichmäßig  konvergent  zu  sein,  sie 
ist  es  aber  in  jedem  Intervalle,  dessen  Grenzen  dem  absoluten 
Werte  nach  kleiner  sind  als  1. 

3)  Aus  der  unbegrenzten  Folge  von  Funktionen 
1  1  1 


entsteht  nach  der  in  2)  befolgten  Vorschrift  die  Reihe 
^       4-  ^-^,^—      ,  + ^ r-.  +  •  •  • 


l(a;-fl)    '    (a;+l)(2ar-f  1)     '    (2a:  +  l)(3a;-|- 1) 


I 
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für  A'  >  0  sind  alle  v  endlich  und  stetig,  ebenso  alle  Glieder 
der  Reihe,  und  weil  unter  dieser  Voraussetzung 

lim  v„  =  lim r-^  =  0 

„  =  +  -«    "  nx-\-l 

ist,  so  hat  die  Reihe  den  von  x  unabhängigen  Grenzwert 
•^0  =  1.     Für  X  =  0  ist  lim  v^  =  1,   der  Grenzwert   der  Reihe 

7i  =  +00 

also  0.  Die  Reihe  definiert  demnach  in  dem  Intervalle  (0,  -f-  oo) 
eine  im  allgemeinen  stetige  (weil  konstante)  Funktion,  die 
jedoch  an  der  Stelle  x  =  0  unstetig  wird*). 

Um  die  Art  der  Konvergenz  kennen  zu  lernen,  bilde  man 
den  Rest 

n.(^)  =  (^„  +  1-  ^n  +  a)  +  K  +  2-  '^«  +  3)  +  ■•■, 

dieser  hat  für  ic  >  0   den   Grenzwert  v„^.,  = -, — -r-rr — r^r ;    aus 

"  +  ^        (n  -f  1)  35  +  1 
der  Relation 

(«  +  1)^+1^ 

\ f 

folgt  n  > —  1 .     Die  zu  £  gehörige  Zahl  m   wächst  also, 

indem  x  sich  der  Grenze  0  nähert,  über  jeden  Betrag  hinaus; 
in  der  Nähe  dieser  Stelle  hört  die  Reihe  auf  gleichmäßig  zu 
konvergieren,  ist  es  aber  in  jedem  Intervalle  {B,  +  00),  dessen 
untere  Grenze  ö  >  0  ist. 

83.  Stetigkeit  des  Grenzwertes  einer  gleichmäßig- 
konvergenten  Reihe.  Aus  der  Stetigkeit  der  Glieder  einer 
konvergenten  Reihe  von  Funktionen  der  Variablen  x  kann  also 
auf  die  Stetigkeit  der  durch  die  Reihe  definierten  Funktion 
im  allgemeinen  nicht  geschlossen  werden;  wenn  jedoch  die 
Konvergenz  als  eine  gleichmäßige  erwiesen  ist,  dann  tritt  der 
folgende  Satz  in  Kraft: 

Wenn  eine  unendliche  Reihe,  deren  Glieder  stetige  Fimlc- 
tionen  von  x  sind,  in  dem  Intervalle  (a,  ß)  gleichmäßig  Iwnver- 


*)  In  dem  Intervalle  i —  00,  0)  müßten  die  Werte 

—  _-L     _-l     _  Jl     _  J_ 

^~      1'     ~Y'     "¥'         T'"' 

die  gegen  Null  hin  immer  dichter  zusammenrücken,  ausgeschlossen  wer- 
den, weil  für  jeden  solchen  Wert  eine  der  Funktionen  v  und  daher  zwei 
Glieder  der  Reihe  nicht  definiert  sind. 
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gcnt  ist,  so  ist  ihr  Grmzuert  eine  in  diesem  Intervalle  stetige 
Funktion  von  x. 

Zwischen  dem  Grenzwerte  f{x),  der  Partialsumme  s^{x) 
lind  dem  zugeordneten  Reste  r„(x)  besteht  die  Beziehung: 

f{x)  =  s„{x)  +  r^(x); 

der  Behauptung  des  Satzes  zufolge  muß  sich  zu  einem  beliebig 
festgesetzten  positiven  s  ein  positives  d  so  bestimmen  lassen, 
daß  (17,  2)) 

\f\x)-f{x)\<e 

für  jedes  Wertepaar  x,  x   aus  («,  ß),  für  welches    x  —  x    <  d. 
In  der  Tat,  vermöge  der  gleichmäßigen  Konvergenz  kann 
n  so  groß  gewählt  werden,  daß  für  jedes  x  aus  (a,  /3) 

h-n(^)l<i, 

also  auch 

da  femer  s„(a:)  als  endliche  Summe  stetiger  Funktionen  selbst 
stetig  ist,  so  läßt  sich  ein  positives  d  so  festsetzen,  daß 

I  s,Xx)-s,Xx)  \<-{, 

wenn  nur  x  —  x  <  <J.  Hieraus  folgt,  was  zu  bcAveisen  war, 
nämlich: 

I  f{x)  -  fix)  I 

=  I  s„(^)  -  s„(^')  +  *-„(^)  -  nX^'.t  l<i  +  i  +  T  =  ^- 

84.  Potenzreihen.  Unter  den  Reihen  mit  variablen 
Gliedern  sind  am  wichtigsten  die  Fotenzreihen.  Mau  versteht 
unter  einer  Potenzreihe  eine  Reihe,  deren  jedes  Glied  das  Pro- 
dukt aus  einer  Konstanten  —  dem  Koeffizienten  —  und  aus 
einer  ganzen  positiven  Potenz  der  Variablen  x  ist;  ihre  all- 
gemeine Form  lautet  demnach: 

(9)  '^(x)  =  ÜQ-^  a^x  -\-  a^x^  +■•••, 

unter  a^,  r/j,  a,,  •  •  •  sollen,  wenn  nichts  anderes  bemerkt  wird, 
reelle  Zahlen  verstanden  werden. 

Aus  den  allgemeinen  Sätzen  über  die  Konvergenz  unend- 
licher Reihen  kann  zunächst  der  folgende  Satz  abgeleitet  werden. 
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Konvergiert  der  Quotient 


— "—  I  mit  beständig  ivachsendem  n 

gegen  eine  bestimmte  Grenze  X  (ivelche  auch  0  oder  +  oo  sein 
kann),  so  ist  die  Reihe  (9)  absolut  honvergent  für  alle  Werte 
von  Xy  für  ivelche  \  x  \  <.  X;  über  ihr  Verhalten  bei  x  =  —  l 
und  X  -=  k  selbst  läßt  sich  zunächst  keine  bestimmte  Aussage 
machen. 

Man  nennt  ( —  X,  X)  das  Konvergenzintervall ,  X  wohl  auch 
den  Kon vergenzradius  *) . 

Bezeichnet  man  nämlich  die  aus  den  absoluten  Werten 
der  Glieder  von  (9)  gebildete  Reihe 

1    «0    I    +    !    «'l^    I    +    I    «2^^   I    +    •  •  • 

allgemein  mit  u^  -\-  u^  -\-  u^  -\-  •  •  ■ ,  so  ist 


Hat  nun  ' — ^—     für  lim  «  =  +  oo   den   Grenzwert  X,   so 


besitzt 


-^ —     den   Grenzwert  -r-  und  es  ist 
a„  l 


■**n  +  1  I  X 


lim  ,    , 

somit   ist   die   Reihe   (9)   absolut   konvergent,  wenn   |  a;  |  <  X 
(73,  2);   74);    für    \  X  \  =  X   ist  aber  kein    allgemeines   Urteil 

möglich,  weil  dann  lim      —  =  1  ist. 


*)  Diese  Bezeichnung  weist  auf  eine  allgemeinere  Auffassung  der 
Potenzreihen  hin,  bei  der  x  nicht  wie  hier  als  reelle,  sondern  als  kom- 
plexe Variable,  x  =  ^-\-iri  (worin  |,  rj  reelle  Variable  bedeuten)  und 
die  Koeffizienten  auch  als  komplexe  Zahlen  vorausgesetzt  werden.  Bei 
geometrischer  Darstellung  von  x  in  der  Zahlenebene  (6)  ist  dann  der 
Bereich  derjenigen  Werte  von  x,  für  welche  %{x)  konvergiert,  durch 
"einen  Kreis  vom  Radius  X,  beschrieben  um  den  Ursprung  |  =  0,  tj  =  0, 
begrenzt,  den  man  den  Konvergenzkreis  von  '^{x)  nennt.  Bezüglich  der 
Theorie  der  Potenzreihen  in  dieser  umfassenderen  Auffassung  ist  zu  ver- 
weisen auf  den  Artikel  ,, Algebraische  Analyais"  von  A.  Pringsheim- 
G.  Faber  in  Bd.  II  3  der  Enzykl  der  mathem  Wissensch.,  Leipzig  1909, 
p.  1 — 46,  woselbst  auch  ausführliche  Literaturangaben. 
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Hat    — ^5—1   den    Grenzwert   +00,    so    besitzt  I    '—  -     den 


'"  +  1 


a. 


Grenzwert  0,  und  welches  auch  der  Wert  von   |  x  \   sein  mag, 

es  ist  immer  lim  — ^  -  =  0,   die  Reihe  (9)  daher  absolut  kon- 
*'» 

vergent  für  jeden  endlichen  Wert  von  .^•;   mau  nennt  sie  dann 
beständig  Iconvergcnt. 


Konvergiert    — 5— i  gegen  die  Grenze  Null,  so  hat 

**"  + 1 ' 


« +  1 


den  Grenzwert  +  00  und  denselben  Grenzwert  besitzt    -^    für 

jedes  I  if  I  >  0;  die  Reihe  ist  für  keinen  Wert  von  x  konver- 
gent außer  für  a'  =  0  (im  uneigentlichen  Sinne),  weil  sie  sich 
dann  auf  ihr  Anfangsglied  a^  reduziert:  man  nennt  sie  in  diesem 
Falle  Jjestündig  divergent. 

Man  hat  daher  niemals  konvergente,  beständig  konver- 
gente und  in  einem  endlichen  Intervalle  konvergente  Potenz- 
reihen zu  unterscheiden.  Ein  Beispiel  der  ersten  Art  bietet 
die  Reihe 

l  ■{-  1  ■  X  +  \  ■  2x^  +  l  ■  2  ■  ?,x'  +  '  ■  ■ , 

weil  lim  "  =  lim  — nir  =  ^5  ^^  Beispiel  der  zweiten  Art 
die  Reihe 

^    1    ^  1-2  ^  1-2-3  ^  ' 

weil  lim  -   --  =  lim  {n  -\-  Ij  =  -f-  00;    ein  Beispiel   der  dritten 

Art  die  Reihe 


weil  lim 


"n+l 


X  X-  X^ 

T  "    2    +    3  ' 

=  lim  ^        =  1,  so  daß  (—1,  +1)   das  Kon- 

vergenzintervaU  ist;  an  den  Grenzen  dieses  Intervalls  zeigt  die 
Reihe  ein  verschiedenes  Verhalten:  sie  ist  füra:  =  +l  bedingt 
konvergent  (77,  1)),  für  ic  =  —  1  divergent  (73,  1)). 

85.  Erster  Abelscher  Satz  über  Potenzreihen.  In 
die  Natur  der  Konvergenz  der  Potenzreihen  führen  die  von 
Abel  hierüber  angestellten  Untersuchungen  ein,  deren  Ergebnis 
in  zwei  Sätzen  zusammengefaßt  werden  kann.  Der  erste  dieser 
Sätze  lautet: 
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Wenn  die  ahsohden  Werte  der  Glieder  einer  Potenzreihe 
(9)  für  eineti  Wert  x  =  X  der  Variablen  insgesamt  unter  einer 
Greyize  y.  bleiben,  so  ist  die  Reihe  absolut  Jconvergent  für  jeden 
Wert  von  x,  für  wdcJien   \  x  \  <C  \  X  \. 

Nach  Voraussetzung  ist  für  jede  natürliche  Zahl  n 

I  «„X"  I  <  y-^ 

folglich 

d.  h.  die  Glieder  der  Reihe 


X     ■■ 


(10)  I  «0  I  +  I  «1^;  I  +  I  a,y  I  +  •••: 

sind  kleiner  als   die   korrespondierenden  Glieder   der  geometri- 
schen Reihe 


y,  -\-  y.    ^  !  +  »« 


2 
+ 


diese  ist  konvergent,   wenn  i  -^    <  1,   also  wenn  \x    <    X  | ; 

dann  ist  auch   die  Reihe  (10)  konvergent  (73,  1))  und   somit 
die  Reihe  (9)  absolut  konvergent  (75). 

Aus  dieser  Vergleichuncr  kann  überdies  bei  bekanntem  y 
eine  obere  Grenze  für  den  Fehler  abgeleitet  werden,  welcher 
begangen  wird,  wenn  man  sich  bei  der  Reihe  (9)  auf  die 
Summe  der  ersten  n  -\-l  Glieder  beschränkt;  es  ist  nämlich 

I    X    |»+1 

x    «  +  1  a;    "  +  2   ,  ''I  X  i 

<y    X         -\-y    X         -t--.= 


1  — 


der  absolute  Betrag  dieses  Fehlers  also  kleiner  als  die  zuletzt 
angeschriebene  Größe. 

Aus  diesem  Satze  können  die  nachstehenden  Folgerungen 
gezogen  werden. 

1)  Ist  die  Reihe  (9)  für  x  =  X  konvergent,  so  ist  sie 
auch  für  jeden  Wert  von  x,  dessen  absoluter  Betrag  kleiner 
ist  als  I  X  I,  konvergent. 

Denn  da  sie  für  x  =  X  konvergiert,  so  sind  für  diesen 
Wert  alle  ihre  Glieder  endlich,  liegen  also  insgesamt  unter 
einer  Grenze  x. 

Cz über,  Vorlesungen.     I.   3.  Aufl.  14 


210  Erster  Teil.     DiflFerential-Bechnung. 

2)  Ist  die  Reihe  (9)  für  x  =  X  divergent,  so  ist  sie  es 
auch  für  jeden  Wert  von  x,  der  dem  Betrage  nach  größer  ist 
als  I  X  . 

Wäre  sie  nämlich  für  einen  solchen  Wert  —  gegen  die 
Behauptung  —  konvergent,  so  müßte  sie  für  den  Wert  X  zu- 
folge 1)  auch  konvergent  sein  —  gegen  the  Voraussetzung. 

3)  Gilt  bezüglich  X  die  in  dem  obigen  Satze  getroffene 
Voraussetzung,  so  ist  die  Reihe  |9)  in  jedem  Intervall  (a,  ß), 
dessen  Grenzen  dem  Betrage  nach  kleiner  sind  als  |X|,  gleich- 
mäßig Iconvergent  und  definiert  daher  in  einem  solchen  Inter- 
valle eine  stetige  Funktion  f{x)*)  von  x  (83). 

Man  kann  nämlich  einen  Wert  x'  annehmen,  dessen  Be- 
trag I  x'  I  größer  ist  als  |  a  |  und  |  ß  |  (also  auch  größer  als 
die  Beträge  aller  Werte  aus  (a,  ß))  und  doch  kleiner  ist  als 
X  I;  dem  Satze  zufolge  ist  die  Reihe  für  diesen  Wert  absolut 
konvergent,  daher  kann  die  natürliche  Zahl  m  so  bestimmt 
werden,  daß 

I  «„+1^'""^'  I  +  I  "«+2'^'"+'  !  +  •••<« 

für  jedes  n  ^  m,  wobei  s  eine  beliebig  klein  festgesetzte  posi- 
tive Zahl  bedeutet.  Ist  nun  x  ein  Wert  aus  dem  Intervall 
(a,  ß)  [mit  Einschluß  der  Grenzen],  so  ist  wegen  |  a;  |  <  |  a;'  | 
um  so  mehr 


und  da  endlich 


^"■*"'  1  +  I  ««+2^"+'  i  +  ■••<£; 


SO   ist  auch,  und   zwar  für  jeden  Wert  aus  (a,  ß)   [mit  Ein- 
schluß der  Grenzen] 

I  r„ix)  I  <  £: 

dadurch  ist  aber  die  gleichmäßige  Konvergenz   erwiesen  (81). 
Aus  der  Stetigkeit  der  durch  die  Reihe  definierten  Funk- 
tion ergibt  sich  der  folgende  Schluß :    Ist  x^  ein  Wert  von  x, 
dessen  Betrag  kleiner  ist  als  j  X  | ,  und  konvergiert  x  gegen 


*)  Zum  Unterschiede  von  dem  rein  formalen  Zeichen  '^(x)  für  die 
Potenzreihe  ohne  Rücksicht  auf  deren  Konvergenz  oder  Divergenz.  Mau 
kann  aber  auch  übereinkommen,  unter  '^{x)  die  durch  die  Reihe,  soweit 
sie  konvergent  ist,  definierte  Funktion  zu  verstehen. 


I 
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die  Grenze  Xq,  so  konvergiert  f(x)  gegen  die  Grenze  /'(^Xq), 
d.  h.  es  ist 

fi^o)  =  l'ni  f{x)  =  «„  +  CI^Xq  +  G.Xq-  -\ 

Insbesondere  folgt  daraus 

m  =  «0, 

so  daß  eine  durcli  eine  Potenzreihe  definierte  Funktion  für 
X  =  0  nur  dann  verschwindet,  wenn  die  Reihe  kein  von  x 
freies  Glied  enthält.    Wenn  allgemein 

und  wenn  die  Reihe  konvergiert  für  alle  Werte  von  x,  die  ab- 
solut genommen  kleiner  sind  als  |  X  |,  so  konvergiert  für  die- 
selben Werte  auch  die  Reihe 

und  es  ist 

f(x)  ==  x''(p(x), 

und  da  q)(x)  für  x  =  0  nicht  verschwindet,  so  hat  die  Gleichung 

f(x)  =  0 
a;  =  0  zur  w- fachen  Wurzel. 

86.  Zweiter  Abelscher  Satz  über  Potenzreihen 
Durch  die  letzte  Folgerung  ist  die  gleichmäßige  Konvergenz 
einer  Potenzreihe  und  die  Stetigkeit  der  durch  sie  definierten 
Funktion  für  jedes  Intervall  erwiesen,  das  innerlialh  des  Kon- 
vergenzintervalls liegt.  An  den  Grenzen  dieses  Intervalls  selbst 
kann  die  Reihe  verschiedenes  Verhalten  zeigen;  sie  kann  un- 
bedingt oder  bedingt  konvergent,  sie  kann  aber  auch  divergent 
sein  (s.  letztes  Beispiel  in  84).  Für  die  Einbeziehung  der 
Grenzen  des  Konvergenzintervalles  ist  nun  der  folgende  A hei- 
sche Satz  von  Wichtigkeit: 

Ist  die  FoünzreiJie  (9)  für  x  =  ß  Tconverf/ent,  so  ist  sie  in 
jedem  Intervalle  (a,  ß),  dessen  untere  Grenze  dem  absoluten  Werte 
nach  Meiner  ist  als  ß  ,  mit  Einsciduß  der  Grenzest  gleichmäßig 
konvergent  und  stellt  somit  eine  in  dem  Intervall  {a,  ß)  stetige 
Funktion  von  x  dar. 

Es  genügt,  den  Beweis  blos  für  das  Intervall  (0,  ß)  bzw. 
{ß,  0)    zu   führen,  je   nachdem    /3  >  0   oder   /3  <  0;    denn    für 

14* 
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(a,  0),  bzw.  (0,  a),  wo  |  rc  |  <  |  ^  |,  besteht  die  gleichmäßige 
Konvergenz  schon  auf  Grund  von  85,  3),  1). 

Setzt  man 
(11)  ^(^)  =  <'„^t/3"  +  ^+«„,.../3"  +  ^+---, 

so  läßt  sich  der  Voraussetzung  und  dem  Begriff  der  Konver- 
genz  gemäß  (70)  zu  einem  beliebig  klein  festgesetzten  positiven 
€  eine  natürliche  Zahl  m  so  feststellen,  daß  alle  Partialsummen 
von  (11),  —  sie  mögen  mit 

(7j,      0^2,      Ög,     .    .    . 

bezeichnet  werden  — ,  dem  Betrage  nach  kleiner  sind  als  e, 
sobald  nur  n  >  m.     Nun  ist 

=  öl  +  {ö,-6,)  +  •  ■  •  (ö^-  (J^_  J; 

multipliziert  man  die  aufeinanderfolgenden  Glieder  dieser  p 
Glieder  umfassenden  Summe  mit  den  positiven,  dem  Betrage 
nach  abnehmenden  Zahlen 

(12)  e„  e,,...,o^, 

so  entsteht  die  Gleichung: 
=  ^i^i  +  ('?,-  (?i)Ö2+  •  •  •  +  [ö^-  r.^_,)e^ 

aus  der  zweiten  Form  der  rechten  Seite,  in  welcher  der  Vor- 
aussetzung gemäß  61—62,  Ö2  —  Ö3,  .  .  .  ö^_i  —  ö^,  öp  positive 
Zahlen  sind,  geht  folgendes  hervor.  Da  alle  ö^,  6^,  ...  6  dem 
absoluten  Betrage  nach  kleiner  sind  als  e,  so  wird  diese  rechte 
Seite  dem  Betrage  nach  vergrößert,  wenn  man  statt  der  ö^, 
ö«,  .  .  .  öj,  durchwegs  £  setzt;  daher  ist 

I  «.  +  i/3"^^Ö,  -H  «^.^^/J^  +  ^ö^  +■■■  +  a,^^ß''^"0^  I  <  86,- 

sind  nun  überdies  die  Beträge  der  Zahlen  0  unter  der  Einheit 
gelegen,  so  daß  auch  das  größte  ö^  <  1 ,  so  gilt  umsomehi- 
(13)     I  «„.i^-^^Ö,  +  a^^,ß'^^'6,+  •  •  •  +  a„^,/3«-^^Ö^  |  <  e. 
Eine  Zahlenreihe  von  den  Eigenschaften  der  Reihe  (12)  ist 


j)        '  \ß)        '  '"  \j) 


I 
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wenn  nur  |  a?  |  <  |  /3  |  und  x,  ß  gleich  bezeichnet  sind;  führt 
man  sie  in  (13)  ein,  so  entsteht 

Diese  Relation,  giltig  für  jedes  2^  a^us  der  Reihe  1,  2,  3  .  .  .  und 
für  jedes  x,  das  mit  ß  gleichbezeichnet  dem  absoluten  Betrage 
nach  kleiner  ist  als  ß  ,  nach  der  Voraussetzung  aber  auch 
giltig  für  X  =  ß  selbst,  beweist  in  der  Tat  die  gleichmäßige 
Konvergenz  der  Reihe  (9)  in  dem  Intervall  (0,  ß)  bzw.  {ß,  0) 
mit  Einschluß  der  Grenzen,  und  mit  Berücksichtigung  der  an 
die  Spitze  des  Beweises  gestellten  Bemerkung  findet  nun  die 
gleichmäßige  Konvergenz  in  dem  ganzen  Intervall  (a,  /3)  statt, 
wenn  nur   |  a  |  <  |  /3   . 

Aus  diesem  Satze  ergibt  sich  folgende  wichtige  Folgerung: 
Ist  f(x)  der  Grenzicert  der  Beihe  (9)  mtf  ihrem  Konvergenz- 
gehiete  (a,  ß)  mit  Einschluß  der  Grenzen,  und  näheH  sich  x 
der  Grenze  ß  durch  Werte,  welche  dem  dbsohden  Betrage  nach 
kleiner  sind  als  ß,  so  nähert  sich  fix)  vennöge  seiner  Stetiglieit 
der  Grenze  f(ß),  so  daß 

f{ß)  =  a,+  a,ß  +  o,ß'+---. 

Dieser  Schluß  dürfte  nicht  gemacht  werden,  wenn  die  Reihe 
(9)  für  X  =  ß  nicht  konvergent  wäre,  selbst  wenn  f(x)  an  der 
Stelle  X  =  ß  stetig  wäre. 

Zwei  Beispiele  mögen  dies  erläutern.     Die  Reihe 

X         X-        x^ 

1  ~   2   ^  ~^  '  * 

ist  konvergent  in  dem  Intervalle  (—1,  +1)  und  auch  an  der 
oberen  Grenze  desselben  (84);  daher  ist,  wenn  f{x)  den  Grenz- 
wert dieser  Reihe  bezeichnet,  soweit  sie  konvergiert,  auch 

/•(l)  =  A_l+  1  _.... 

Die  Reihe 

l  +  x  +  x-^ 

bat,  solange  sie  konvergiert,  d.  i.  für  |  a-  j  <  1,  den  Grenzwert 
f(x)  =  jj_  ;  derselbe  ist  auch  für  x  =  —  i  stetig  und  doch 
darf  nicht 

1=1-1  +  1 
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gesetzt    werden,    weil    die    definierende    Reihe    an    der    Grenze 
.r  =  —  1  nicht  mehr  konvergiert. 

Die  Reihe  des  ersten  Beispiels  ist  zugleich  ein  Beleg  da- 
für, daß  man  bei  einer  Potenzreiiie,  welche  gerade  und  ungerade 
Potenzen  von  .<•  enthält,  aus  der  Konvergenz  für  a:  =  /3  nicht 
auch  auf  die  Konvergenz  für  x  =  —ß  schließen  darf;  bei  einer 
Reihe,  welche  nur  gerade  oder  nur  ungerade  Potenzen  enthält, 
ist  dieser  Schluß  immer  zutreffend. 

87.  Abgeleitete  Reihen.  Für  jeden  Wert  von  x,  für 
welchen  die  Potenzreihe  (9): 

^{x)  =  Oq  +  a^x  +  a^x-  +  •  •  • 
konvergent  ist,  ist  auch  die  aus  den  Differentialquotienten   der 
einzelnen  Glieder  gebildete  Rahe 
(14)  ^'(^)  =  l«i+  ^«2^  +  Sflga^^H 

Iconvergent. 

Existiert    nämlich    für    die    Reihe     (9)     der    Grenzwert 

lim    — "—  I  und  heißt  er  l,  so  ist  diese  Reihe  konvergent  für 

71  =  +00     "n  +  l  I 

alle  Werte    innerhalb    des    IntervaUes    (—  l,    +  A)    (84).     Be- 
zeichnet  man  aber   die   Koeffizienten  der  Reihe  (14)    mit  A^, 

Ac,  Ao,  .  .  . ,  so  ist      .  "    I  =  — 1  7  •    — ^—  I »    es    hat    demnach 

-7—"—     denselben    Grenzwert  wie    — ^— 
^«+1,  "«  +  1 

ist  demselben  Satze   zufolge   absolut  konvergent   für  die  näm- 
lichen Werte  von  x  wie  (9) 

Hiernach  ist  also  beispielsweise  mit  der  Reihe 

1  i-  X  +  x^ -^  x^ -\ 

gleichzeitig  die  Reihe  ^ 

1  -{-2x  +  Sx"^-\ f 

absolut  konvergent,  solange   j  ic  |  <  1. 

Unabhänjjis  von  der  Existenz  des  Grenzwertes  für    — ^- 


uud    die    Reihe   ( 14j 


kann  die  obige  Behauptung  auch  so  erwiesen  werden.  An- 
genommen, für  den  Wert  a;  =  X  seien  die  Glieder  von  (9) 
dem  absoluten  Betrage  nach  unter  der  positiven  Zahl  Je  ge- 
legen, also 

!  «„X"  j  <  k 
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für  jedes  ii;  dann  ist  dem  ersten  Abel  sehen  Satze  gemäß  (9) 
absolut  konvergent  für  jedes  x,  wofür  \  x  <C  X  \.  Nun  aber 
gilt  bezüglich  des  aügemeinen  Gliedes  von  (14)  der  Ansatz: 

=  X  \x    ,««^  .<ix  *^x^"^ 

infolgedessen,  wenn  man 

X 

X    =2 
setzt, 

la,     ■j-\2a,x    +    3a,x\-\----<    ^    {1  +  2q+ 3q' -\- ■  ■  ■)■ 

macht  mau  von  der  vorhin  gern  achten  Feststellung  Gebrauch, 
wonach  die  rechts  stehende  Reihe  konvergent  ist  bei  ^  <  1, 
so  folgt  daraus,  daß  auch  die  Reihe 

I  1«!  I  +  I  2a^_x  !  -f  I  da^x^  |  +  •  •  • 

konvergent  und  infolgedessen  die  Reihe  (14)  absolut  konver- 
gent ist  für  alle  x,  welche  dem  absoluten  Betrage  nach  kleiner 
sind  als  \  X\. 

Auf  Grund  von  85,  3)  ist  die  Konvergenz  von  (14)  in 
jedem  Intervalle,  dessen  Grenzen  dem  Betrage  nach  kleiner  sind 
als  A'  |.  eine  gleichmäßige  und  ist  der  Grenzwert  von  (14) 
ebenso  wie  der  von  (9)  eine  stetige  Funktion  von  x. 

An  den  Grenzen  des  Konvergenzintervalls  darf,  selbst  wenn 
für  diese  die  Reihe  (9)  konvergent  ist,  auf  die  Konvergenz  der 
Reihe  (14)  nicht  geschlossen  werden.     So  ist  die  Reihe 

T-  "•"   2*  "•"   3^   "^  ■  ■  ■ 

auch  an  den  Grenzen  — 1,  +1  ihres  Konvergenzintervalls  und 
zwar  absolut  konvergent,  die  aus  ihr  nach  Vorschrift  von  (14) 
gebildete  Reihe 

1    "^    2    +    .S    + 

ist  an  der  unteren  Grenze  bedingt  konvergent,  an  der  oberen 
aber  divergent. 

Durch  wiederholte  Anwendung  des  an  die  Spitze  dieses 
Artikels  gestellten  Satzes  ergibt  sich  die  folgende  Tatsache: 
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Die  aus  einer  Potenzreihe 

(9)  ^{x)  =  tto  +  flia;  +  a^x-  +  •  •  • 

durch  wiederholte  gliedweise  Differentiation   abgeleiteten  Potenz- 
reihen: 

'  '^'{x)=-\a^-\-2a^x -\-'6a^x^ -Y  •■■ 
"^"{x)  =  2  •  la,  +  3  ■  2«3a:  +  4  •  3a,a;2+  •  •  • 


(15)  I  sß(n)(^)  =  w(w  -  1)  •  •  •  1  a„  +  (w  +  l)w  •  •  •  2a„^ia- 

+  (w  +  2)(«  +  l)---3a,^,:c2  _!_••• 

sind  innerhalb  desselben  Intervalls  konvergent,  innerhalb  dessen 
die  ursprüngliche  Beihe  lonvergiert,  und  definieren  eine  unbegrenzte 
Folge  in  diesem  Intervalle  stetiger  FunJctionen.*) 

88.  Differentialquotienten  einer  konvergenten  Po- 
tenzreihe. Taylorsche  Reihe.  Die  Bedeutung  der  vor- 
stehenden Funktionen  wird  sich  auf  Grund  des  folgenden,  für 
die  Analysis  wichtigen  Satzes  ergeben: 

Ist  f\x)  eine  durch  eine  konvergente  Potenzreihe  definierte 
Funktion,  so  läßt  sich  f(x  +  h),  sofern  auch  x  -{-  h  dem  Kon- 
vergenziiitervall  angehört,  durch  eine  nach  h  fortschreitende  Potenz- 
reihe darstellen. 

Es  sei  also 

(16)  fix)  =  «0  4-  a^x  +  «2^2  -\ \-  a^x"  ^ 

und  die  Reihe  konvergiere  für  alle  Werte  von  x,  welche  dem 
Betrage  nach  kleiner  sind  als  X  ;  sei  x  ein  solcher  Wert 
und  h  so  bestimmt,  daß 

(17)  i;.|<|X|-|^, 

so  daß  also  |  a;  |  -f  |  /^  |  und  somit  auch  \  x  -[- h  \  dem  Kon- 
vergen zintervall  angehört;  dann  gilt  auch 

(18)  /•(:c  +  /0  =  «o  +  «l(^^-^0  +  «2(^  +  /0'+•••  +  «n(^  +  ^)"+•••• 
In  dieser  Gleichung  werde  x  als  ein  fester  Wert  und  h  als 
Variable  angesehen;  dann  ist  die  absolute  Konvergenz  der 
Reihe  (18)  für  alle  Werte  von  h,   welche  der  Bedingung  (17) 


*)  Die  Zeichen  %'ix),  5ß"(a;),  .  .  .  sind  nur  Symbole  für   die   durch 
gliedweise  Differentiation  von  $(«)  entstandenen  Potenzreihen. 
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ofenügen,  feststehend;  man  darf  daher  die  einzehien  Glieder 
durch  die  Gliedergruppeu,  welche  sich  nach  Ausführung  der 
Potenzen  von  x  -\-}i  ergeben,  ersetzen  und  die  Glieder  beliebig 
umstellen  und  zusammenfassen,  insbesondere  diejenigen  mit 
gleichen  Potenzen  von  //  vereinigen:  denn  alle  diese  Operationen 
sind  vermöge  72,  3)  und  2)  an  der  aus  (18)  abgeleiteten  Reihe 

«0  i +  :  «1 1  (I  ^  I  + 1  ^H)  + 1  «2  Kl  ^  I  + 1 /'!)'+••  • 

gestattet,  folglich  auch  an  (18)  selbst.  Nach  ihrer  Ausführung  ist 

aS*)      f(x  +  h)  =  Wo  +  ^h^^  +  "2/i'  + F-  w^"  H 

und  zwar  ist 

^'o  =  «0  +  ^1  ^  +  ^'2^^  +  •  •  • 

«1=  (1)  «1+  (i)«2^+  (1)  «3^'H 

=       [l^i  +  2a^x  +  3%^;^+  •  •  •] 

«*2  =  (  2  )  ^2  +  (  2  )  «3^  +  (  2  )  «4^^  H 

=  ^-  [2  ■  1^2  +  3  •  2a,x  +  4  •  ^a.x'^  +  ■  •  •] 

/  H  \  (n  -f  1\  ,    In  -f  2\  9   , 

=  r-T' . . »» t**^^^  -  1)  .  .  .  1«„  +  {n  +  1)«  •  •  .  2a^^^x 

+  (w  +  2)(«  +  l)...3a„^,Ä;H---]. 

Es  ist  also  Uq  =  f{x)  und  m^,  u^,  .  .  .  if„,  .  .  .  sind  die  durch  die 
Faktoriellen  von  1,  2,  ...w,  ...  bzw.  dividierten  Grenzwerte 
der  Reihen  (15),  welche  als  gleichzeitig  konvergierend  mit  der 
Reihe  (9)  erwiesen  worden  sind. 

Aus  (18*)  folgt  hiernach  zunächst: 

f(x  -\-  h)  —  f(x)  ,        ,    ,  ,        7  „    1   , 

wobei  die  Reihe  rechts  für  dieselben  Werte  von  li  absolut 
und  gleichmäßig  konvergent  ist  wie  (18),  d.  i.  für  Werte, 
welche  der  Bedingung  (17)  genügen.  Läßt  man  nun  li  gegen 
die  Grenze  Null  konvergieren,  so  konvergiert  die  rechte  Seite 
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gegen  den  Wert  h^^  (85,  3)),    die  linke  aber  hat  zum   Grenz- 
wert den  Differentialquotieuten  der  Funktion  f(x);    mithin  ist 

/'\x)  =  i(^  =  1^1  +  2a^x  +  oa^x^  +  •  ■  • 
Dadurch  ist  aber  auch  die  Bedeutung  aller  übrigen  Reihen  in 
[Ib)  gegeben,  da  jede  folgende  aus  der  vorangehenden  ebenso 
abgeleitet  ist,  wie  die  erste  aus  der  Reihe  (9);  es  ist  also: 

f"{x)  =  2  •  1  «2  -f  3  •  2a^x  +  4  •  i]a^x-  +  •  •  • 

/•(")(a;)  =  n{n  -  Ij  .  .  .  1«„  +  (n  +  1))/  .  .  .  2a^^^x 

+  (n  +  2)(w  +  l)...3a„^.a;2  4-.... 

Dieses  Ergebnis  fassen  wir  in  dem  Satze  zusammen:  Die 
durch  n-malige  (gliedweise  Differentiation  einer  Lonvergenfen  Po- 
tenzreihe entdandene  Potenzreihe  hat  für  alle  Werte  von  x  inner- 
halb des  gemeinsamen  Konvergenzintervalls  heider  Eeihen  zum 
Grenzwerte  den  n-ten  Differentialquotienten  des  Grenzwertes  der 
ursprünglicJien  Reihe.  Man  spricht  es  kurz  dahin  aus,  eine 
konvergente  Potenzreihe  werde  ditferentiiert,  indem  man  sie 
gliedweise  differentiiert,  also  wie  eine  endliche  Summe  von 
Funktionen  behandelt. 

Hiernach  ist  nun 

...   .,  f'{x)  f"(x)  f<''\x) 

u,=^t{x),      «,=     ^    ,      ^2=T:Y,--«.=  i:^7.Tn 

und  die  endgültige  Form  von  (18*)  lautet: 

(19j     f{x  +  h)  = 

gültig,  solange 

|a;I<|  X|,       \h\<\X\-\x\. 

Die  Entwicklung  (19)  führt  den  Namen  der  Taylorschen 
Reihe  für  die  Funktion  f{x  +  ^0 ;  ihre  Ableitung  erfolgte  unter 
der  Voraussetzung,  daß  f{x)  der  Grenzwert  einer  konvergenten 
Potenzreihe  sei. 

Als  konvergente  Potenzreihe  kann  auch  jede  rationale  ganze 
Funktion  von  x  angesehen  werden;  ihr  Konvergenzintervall  er- 
streckt sich  über  das  ganze  Gebiet  der  reellen  Zahlen;   ist 

f{x)  =  tto  +  a^x  +  a^x^  +  •  •  ■  +  a,j'\ 
so  ist 

fi'^Xx)  =  n{n  —  1)  .  .  .  1  •  a„ 


(19j     f(x  +  l{)=f{x)  +  ^fh  +  f'^^l^+-..+  ^^J^^-\- 
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und  jeder  höhere  Differentialquotient  'gleich  Null;  für  eine 
solche  Funktion  bricht  also  die  Taylorsche  Reihe  ebenfalls  mit 
dem  (n  4-  D-ten  Gliede  ab  und  lautet: 

(20)    ax  -r  h)  =  /■(:.)  -f  q^U  +  9^  /r  +  •  •  •  +  ^  ^'^^-^  h% 

sie  ist  hier  gültig  für  jeden  endlichen  Wert  von  x  und  von  Ji. 

89.  Identische  Gleichheit  zweier  Potenzreihen.  Um 
die  Bedingungen  festzustellen,  unter  welchen  zivei  Potemreihen 
€i)ie  und  dieselbe  Fiinldion  darstellen,  weisen  wir  zunächst  den 
folgenden  Satz  nach: 

Wenn  die  durch  die  konvergente  Potenzreihe 
«0  +  ajic  +  a^x^  -{-  •  •  • 
definierte  Funktion  f(x)  für  alle  Werte  von  x  aus  einem  beliebig 
engen  Intervall  {—8,  -\-  8)  Nidl  ist,   so  ist  sie  für  alle   Werte 
von  X  gleich  Null,  weil  dann  die  Koeffizienten   der  Potenzreihe 
sämtlich  rersch winden  müssen. 

Weil  der  Wert  x  =  0  dem  Intervall  angehört,  so  ist 

/•(0)  =  «„=0: 
daher  ist 

fix)  =  a^x  -\-  a^x^ ^  •  ■  •  =-  x{a^-\-  a^x  4-  •  •  •), 
und  soll  dies  letzte  Produkt   an  jeder  Stelle   von  ( —  8,  +  d) 
gleich  Null  sein,  so  muß 

«j  -f-  a^x  +  a^x"-  -{-  •  •  • 
für  alle  diese  Werte  von  x  verschwinden,  wofür  wieder 

«1  =  0 
notwendige  Bedingung  ist-,   dann  aber  ist 

f{x)  =  a^x^  +  a^x^  +  •  •  •  =  x'^(o.2  -\-  a,x  +  •  •  •), 
und    damit    das   Produkt   rechter    Hand    an    allen   Stellen    des 
Intervalls  ( —  d,  +  8)  verschwinde,  muß  dies  seitens  des  Faktors 

a.2  +  a^x  -\-  a^x-  +  ■  •  • 
geschehen,  und  dafür  besteht  die  notwendige  Bedingung 

«2  =  0 

usw.  Es  muß  also  tatsächlich  a^  =  0  sein  für  jedes  n  aus 
der  Reihe  0,  1,  2,  .  .  .;  dann  aber  ist  für  jeden  Wert  von  x 

fix)  =  0. 
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Der  Satz  gilt  auch  für  eine  rationale  ganze  Funktion,  weil 
eine  solche  als  besonderer  Fall  einer  konvergenten  Potenzreihe 
zu  gelten  hat. 

Die  Beweisführung  hat  hier  an  den  Umstand  angeknüpft, 
daß  dem  Intervall  (—  d,  +  d)  auch  die  Stelle  Null  augehört. 
Man  kann  aber  ganz  allgemein  beweisen: 

Wenn  die  Funktion  f{x)  =  öq  +  a^x  -\-  a^x"^  -\-  •  ■  ■  für  alle 
Werte  von  x  aus  einem  beliebigen  die  Null  nicht  enthaltenden 
Intervalle  (a,  ß)  ihres  Konvergenzgebietes  Null  ist,  so  ist  sie 
identiscJt  Ntdl. 

Wählt  man  nämlich  innerhalb  (a,  ß)  einen  Wert  x,  so 
lassen  sich  für  h  Grenzen  (—  f,  +  f)  feststellen  derart*),  daß 
auch  X  -{-  ]i  innerhalb  (cc,  ß)  verbleibt;  dann  ist  nach  Voraus- 
setzung 

f\x  +  h)  =  Uq-{-  u^Ji  +  ilJi-  -f-  •  •  • 

für  alle  Werte  von  h  aus  (—  s,  -\-  s)  gleich  Null,  daher  not- 
wendig 

(21)  u,=  0,      u,  =  0,      H,=  0,  ... 

für  alle  Werte  von  x  innerhalb  (a,  ß).  Von  dem  der  Null 
näherliegenden  Werte  x  =  a  ausgehend  kann  mau  nun  ein 
Intervall  konstruieren,  das  bis  an  die  ihm  näherliegende  Grenze 
des  Konvergenzgebietes  reicht,  dessen  Mitte  a  ist  und  in 
welchem  vermöge  (21)  und  (18)  f(x)  beständig  Null  ist.  Von 
dem  der  Null  zunächstliegenden  Punkte  dieses  Intervalls  aus- 
gehend konstruiere  man  ebenso  ein  erweitertes  Intervall,  in 
welchem  wieder  f(x)  beständig  gleich  Null  ist.  Auf  diese  Weise 
fortfahrend  muß  man  notwendig  zu  einem  Intervall  kommen, 
das  die  Null  einschließt;  dann  aber  befindet  man  sich  im  Falle 
des  vorigen  Satzes  und  schließt,  daß 

0^=0,      «1=0,      a^=0,... 

Auf  Grund  dieser  beiden  Sätze  kann  nun  die  Richtigkeit 
der  folgenden  Behauptung  erwiesen  werden: 

Besitzen  zivei  konvergente  Potenzreihen 

«0  +  a^x  +  a.2X^-\ 

b^i-  b^x  -f  62^2 _| 

*)  Man  braucht  nur  £  kleiner  zu  nehmen  als  den  kleineren  von 
den  beiden  Abschnitten,  in  welche  (a,  ß)  durch  das  gewählte  x  zerfällt. 
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für  jedes  x  aus  einem  beliebigen  Intervall  {u,  ß)  übereinstimmende 
Grenzwerte    f(x),  g{x),    so    sind    die   Koeffizienten    gleichhoher 
Potenzen  von  x  einander  gleich  und  die  Grenziierte  im  ganzen 
Konvergenzintervall  übereinstimmend. 
Da  nämlich 

f{x)  —  g(x)  =  (ao  —  &o)  +  («1  —  ^i)^  +  («2  —  ^2)^^'  -1 

Null  ist  für  alle  x  aus  (a,  ß),  so  ist 

«0—^0=^?      '^1—^1  =  ^^      a.,—  b2=0,..., 
also 

«0=^0;      «1=^1;      a2  =  b.2,... 

und   die   Gleichung  f(x)  —  g(x)  =  0   oder   f{x)  =  g{x)    besteht 
für  alle  Werte  von  x,  für  welche  die  Reihen  konvergieren. 

Daraus  ergibt  sich  die  Tatsache,  daß  eine  Funktion,  wenn 
sie  als  Grenzwert  einer  Potenzreihe  darstellbar  ist,  es  nur  auf 
eine  einzige  Art  sein  kann. 

Auf  dem  eben  erwiesenen  Satze  von  der  Eindeutigkeit  der 
Potenzreihendarstellung,  der  übrigens  wie  für  Potenzreihen 
auch  für  ganze  Funktionen  gilt,  beruht  die  Methode  der  un- 
bestimmten Koeffizienten,  von  der  in  der  Analysis  vielfacher 
Gebrauch  gemacht  wird*). 

90.  Rechnen  mit  Potenzreihen.  Die  Anwendung  der 
Regeln  in  71,  2)  und  75  für  konvergente  Reihen  überhaupt 
auf  Potenzreihen  führt  dazu,  daß  die  Summe  und  Differenz, 
das  Produkt  und  unter  gewissen  Voraussetzungen  auch  der 
Quotient  zweier  Potenzreihen  ^i(a:j,  ^gC'^)  wieder  in  der  Ge- 
stalt einer  Potenzreihe  Si^ix)  dargestellt  werden  können.  Über 
das  Konvergenzintervall  dieser  letzteren  mögen  die  folgenden 
Bemerkungen  crenüoren.**) 

Haben  ^i(ic),  ^^{x)  verschiedene  Konvergenzradien  /,^,  Ao, 
so  ist  der  kleinere  von  beiden  der  Konvergeuzradius  von 

^{x)^s^,{x)±'^,{xy, 

'*)  Ihr    Grundgedanke    ist    zuerst    von    E.  iJescartes    in    dem    1637 
anonym   erschienenen  Werke   ausgesprochen  worden,   von   dem   der  Ur- 
sprung der  analytischen  Geometrie  gewöhnlich  datiert  wird. 
**)  A.  Friiifjsheim-G.  Faher  1.  c. 
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ist  aber  /.j  =  /.^=^  X,  so  kann  der  Konvergenzradius  von  '^{x) 
beliebig  größer  sein  als  A.     So  ist  z.  B.  bei 

^i(x)  =  1  +  :c  +  :»'  +  a;3  +  •  •  •  '''1=1; 

bei 

*.w=i +  (•)  +  ( ;T+(n°+'--  '•-=•' 

und  die  Reihen 

OQ 

0 

haben  den  Konvergenzradius  1 ;  hingegen  haben  die  Reihen 

00  00 

%  ix) = ^  x%    %  {X)  =  y]  (>  - 1)  x^' 

0  0 

den  gemeinsamen  Konvergenzradius  1,  während  ihre  Summe 

0 

den  Konvergenzradius  oo  besitzt  (84-). 

Über  den  Konvergenzradius  der  Produktreihe 
^li^{x)=^^,{x)%{^) 
läßt  sich  nur  aussagen,  daß  er  mindestens  dem  kleineren  von 
den   Radien  Aj,  A,   der  Faktoren   gleichkommt;    er    kann   aber 
auch  dem  größeren  gleich  oder  beliebig  größer  sein.     Es  geben 
beispielsweise 

00  OG 

%{x)  =  ^x%     %{x)  =  ^{-xy 

0  0 

mit  dem  gemeinsamen  Konvergenzradius  l=\  die  Produktreihe 


^(^)  =  J^ 


x' 

0 

mit  demselben  Radius;  hingegen 


^i(^)  =2I'^''        ^2(^)  =  ^  (2T  ^i^  ^'1  =  1'  ^-^  =  - 


0 
die  Produktreihe 


0 
mit  dem  Radius  /  =  2. 


^ix)  =  ^'^"-l^x^ 


I 
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Bezüglicli  der  Darstellung  des  Quotienten  Z^ ,  {  durch  eine 

Potenzreihe  ist  zu  bemerken,  daß  eine  solche  nur  dann  mög- 
lich ist,  wenn  ^oC^)  +  ^>  wenn  also  in  ^oC-^i  ^i^  ^^^  ^  freies 
Glied  vorkommt,  und  daß  sodann  das  Konvergenzintervall  ab- 
hängt von  dem  kleinsten  x=t=0,  für  welches  ^^(x)  =  0  wird.    Ist 

00  -x; 

ü  0 

und  schreibt  man  den  Quotienten  in  der  Form 

oo 

0 

so  ergeben  sich  zur  Bestimmung  der  c,,  im  Sinne  von  75  die 
Gleichungen: 

/>o^  +  ^c,._i  +  fe2C,,_2  -i \-  h^c^  =  a,,     {v  =  0,  1,  2,  . . .). 

§  3.     Die  Formeln  und  Reihen  von  Taylor  und  Maclaurin. 

91.  Die  Taylorsche  Formel.  Es  ist  gezeigt  worden 
(88),  daß  eine  Funktion  f{x),  welche  als  Grenzwert  einer  kon- 
vergenten Potenzreihe  definiert  ist,  für  das  Argument  x  +  Ji, 
sofern  x  sowohl  als  x  -{-h  dem  Konvergenzintervalle  angehören, 
in  eine  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  h  fortschreitende 
Reihe  entwickelt  werden  kann;  die  bezügliche  Entwicklung  er- 
hielt dort  den  Namen  Taylorsche  JReiJie. 

Nun  sei  f{x)  eine  beliebige  Funktion  von  x,  von  der  wir 
voraussetzen,  daß  sie  in  einem  Intervalle  (a,  ß)  eindeutig  und 
stetig  sei  und  Differentialquotienten  bis  zur  (n — l)-ten  Ord- 
nung einschließlich  zulasse;  übrigens  hat  die  Existenz  eines 
bestimmten  vollständigen  Differentialquotienten  n  —  1-ter  Ord- 
nung die  Stetigkeit  aller  vorausgehenden  und  auch  der  Funktion 
selbst  zur  Folj;e.  Wir  stellen  uns  die  Aufgabe,  den  Fehler  zu 
bestimmen,  welcher  begangen  wird,  wenn  man  für  f(^x  -\-  h)  die 
auf  die  ersten  n  Glieder  erstreckte  Partialsumme  der  Taylor- 
schen  Reihe  (88,  (19)),  d.  i. 

f{x)  +  ^j  -  Ä  +  y:,  /i  +  •  •  •  +  1 .2--.  (^Y_  1)  I' 

nimmt;   dieser  Fehler  werde  mit  7t'„  bezeichnet. 
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Behufs  Erledigung  dieser  Frage  führen  wir  zunächst  eine 
neue  Bezeichnung  ein,  indem  wir 

X  =  a,     X  -\-  h  =  h 
&;etzen,  woraus 

h  =  h  —  a 

folgt;  das  Intervall  (a,  h)  muß  eingeschlossen  sein  von  jenem 
(«,  ß).     Es  ist  dann 


a) 


Hn  =  m  -  f{a)  -  ^'{«^  (h-a)-  g^^  (b  -  ay 

1 . 2 ...(«- 1)  ^'^    ^;     ' 


dies  aber  läßt  sich  als  Differenz  zweier  besonderen  Werte  der 
folgenden  Funktion  darstellen: 


(2) 


\p(z)  =  /-(.)  +  ^'^'^  (h-,)  +  f'^  (h  -  zy+ 


indem  nämlich 


^(a)_/(„)+q»>(6-»)+'i"*?(''-«)^+-  +  ..2'.':;i-T)(*-")""' 
y(6i-f(6); 

mithin  ist  tatsächlich 

(-3)  J/„=9,(&)-qp(a). 

Auf  Grund  dieser  Bemerkung  ist  eine  Schätzung  von  li^^ 
durchführbar,  in  allgemeinster  Form  mit  Hilfe  des  verall- 
gemeinerten Mittelwertsatzes  (39).  Hat  nämlich  die  Funktion 
qp(^)  an  jeder  Stelle  zwischen  a  und  h  einen  vollständigen  Dif- 
ferentialquotienten —  ihre  Stetigkeit  in  dem  Intervalle  {a,  h) 
ist  durch  die  Voraussetzungen  gewährleistet,  wenn  man  sie  für 
/"("~^^(^)  annimmt  —  und  gilt  dasselbe  von  der  beliebigen 
Funktion  ^(^)  mit  der  weiteren  Maßgabe,  daß  ^'(^)  an  keiner 
Stelle  zwischen  a  und  b  Null  ist,  so  gilt  der  Ansatz: 

qp(&)  — qp(a)         (jp'CI) 


(4; 


iHb)  —  il){a)        ii)'(|) 


mindestens   für   einen  Wert   |   zwischen  a  und  b.     Nun   folgt 
aus  (2): 


I 
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also  ist 

^p-w-,./!°t-i)(^-^)""' 

und  die  Existenz  dieses  Differential quotienten  innerhalb  («,  h) 
hängt  von  der  Existenz  auch  des  «-ten  Differentialquotienteu 
von  fix)  in  dem  genannten  Intervalle  ab,  was  wir  den  bisher 
gemachten  Voraussetzungen  als  neue  hinzufügen.  Damit  ist 
aber  zufolge  (4)  und  (3) 

^'''^  i/)'(|)         1-2---(m  — 1)^  ''^ 

Das  Willkürliche  in  dieser  Formel  kann  durch  bestimmte  Wahl 
von  il'iß)  beseitigt  werden;  setzt  man 

worin  p  eine  positive  ganze  Zahl  bedeutet,  so  ist  den  Be- 
dingungen entsprochen  und 

i)\s)  =  —2)(b  -  Z/-K 
Bei  dieser  Wahl  ist  also 


n  1  .  2  •  •  •  (H i)P  ^       •  ' 


t\n-i>. 


kehrt  man  zu  der  ursprünglichen  Bezeichnung  zurück,  so  kann 
\  als  ein  zwischen  x  und  x  -\-}i  liegender  Wert  in  der  Form 

l  =  x^Bh  (0  <  Ö  <  1) 

dargestellt  werden;  weiter  ist  h  —  ^  =  a;  +  A  —  x  —  ö//  =  h  (1  —  ö); 
mithin 

(5j  u^  =    ^^^^''^^^  (1  -  ey-vii-. 

\  j  n       1 . 2 ...  (n  —  i)p  ^  J 

Dadurch  erscheint  die  Aufgabe  in  dem  Sinne  gelöst,  daß 
sich  für  Tt^j  ein  Spielraum  bestimmen  läßt:  7?,^  liegt  nämlich 
notwendig  zwischen  dem  kleinsten  und  dem  größten  der  Werte, 
welche  die  rechte  Seite  von  (5)  annimmt,  indem  0  das  vor- 
geschriebene Intervall  (0,  1)  durchläuft. 

Czuber,  Vorlcsimgen.    I.    3.  Aufl.  15 
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A'^ermöge  der  Bedeutung,  welche  dem  ix,,  zukommt,  ist  also 

fix  +  h)  =  f{x)  +  f^^'f  h  +  f'^^^  h'  +  •  •  • 


(6) 


1-2 


1 .  2  ...  (m  —  1) 

Diese  Gleichung  in  Verbindung  mit  (5)  gibt  die  Taylorsehe 
Formel  iu  derjenigen  Gestalt,  welche  ihr  in  Ansehung  des 
Restgliedes  R^  Schlömilch  und  Roche*)  erteilt  haben.  Die 
älteren  Formen  des  Restgliedes  nach  Lagrange  und  Cauchy 
erhält  man  aus  (5)   durch   Spezialisierung  von  j),  erstere  für 

letztere  für  ^)  =  1 : 

(8)  •B,.-r^^'!^^^,(i -»)■-'''•; 

die  Form  (7)  ist  dadurch  bemerkenswert,  daß  sie  sich  bis  auf 
das  Argument  bei  /'("'  dem  Bau  der  übrigen  Glieder  von  (6) 
völlig  anschließt. 

Für  die  späteren,  überaus  zahlreichen  Anwendungen  der 
Taylor  sehen  Formel  sind  die  folgenden  Bemerkungen  im 
Auge  zu  behalten. 

1)  Die  Formel  darf  für  alle  Werte  von  x  und  h  angesetzt 
werden,  welche  so  beschaffen  sind,  daß  x  sowohl  als  x-{-]i  in 
dem  Intervall  (a,  ß)  liegen,  in  welchem  f{x)  endlich  ist  und 
vollständige  Differentialquotienten  bis  zur  w-ten  Ordnung  ein- 
schließlich besitzt.  Betrachtet  man  x  als  fest,  so  sagt  man, 
die  Formel  gelte  für  die  Stelle  X]  h  darf  dann  innerhalb  ge-  k 
wisser  Grenzen  variabel  sein. 

2)  Die  Formel  darf  für  jedes  n  angesetzt  werden,  wenn 
nur  die  eben  ausgesprochenen  Bedingungen  bis  zu  diesem  Ord- 
nungsexponenten erfüllt  sind.  Für  n  =  1  reduziert  sich  die 
Taylor  sehe  Formel  auf 

woraus 

fix  +  h)  -  fix)  =  hf'ix  +  6h), 

und  dies  ist  der  Ausdruck  für  den  Mittelwertsatz  (38,  (2)). 


*)  Liouville,  Joum.  de  Mathem.,  Serie  II,  t.  III. 


I 
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3)  Bei  den  meisten  Anwendungen  ist  h  eine  Größe  von 
sehr  kleinem  Betrage,  ein  nahe  an  Null  liegender  echter  Bruch, 
dessen  steigende  Potenzen  rasch  abnehmend  der  Null  sich 
nähern;  zur  näherungsweisen  Berechnung  von  f(^x  -{-  li)  aus 
f{x)  und  den  Differentialquotienten  genügen  dann  wenige 
Glieder  von  (G).  Insbesondere  läßt  sich  erweisen,  daß  h  dem 
Betrage  nach  derart  eingeschränkt  werden  kann,  daß  das  Ver- 
hältnis  des  Gliedes,  bei  welchem  die  Formel  abbricht,  zu  dem 
darauffolgenden  Restgliede  dem  absoluten  Betrage  nach  eine 
beliebig  große  vorgeschriebene  positive  Zahl  K  überschreitet. 
In  der  Tat,  soll 


1  ■  2  ■  •  •  (w  —  1) 
1  •  2  •  •  •  « 


>K 


sein,  so  braucht  h  nur  so  gewählt  zu  werden,  daß 
und  dies  ist  sicher  erreicht,  wenn  man 


nimmt,    wobei    G    den     größten    Wert    bezeichnet,     welchen 
I  f''"\x  +  dh)  \  in  dem  Intervalle  (a,  ß)  erlangt, 

92.  Die  Taylorsche  Reihe.  Die  Funktion  f{x)  sei  nun 
solcher  Art,  daß  sie  in  dem  Intervalle  (or,  ß)  endlich  bleibend 
vollständige  Differentialquotienten  aller  Ordnungen  besitzt.  Die 
unendliche  Reihe 

hat  daim  vermöge  der  Gleichung  (6)  den  Grenzwert 
f{x  +  //)  -  lim  E^^, 

«=+00 

d.  h.    sie  hat  nur   dann   einen    bestimmten  Grenzwert  und   ist 
somit   konvergent,   wenn  lim  Pi  ^  eine  bestimmte  Größe  A   be- 

«  =  +00 

deutet,  und  zwar  ist  ihr  Grenzwert  dann  f\x  ■{-  Ji)  —  Ä]  er  ist 
insbesondere  f(x  +  li)  selbst,  Avenn  ^4  =  0,  d.  h.  wenn 
(9)  lim7t*„=0. 

7J=  +00 

15* 


228  Erster  'i'eil.     Difterential-Rechuung. 

Daun  also  ist 

(10)  fix  +  h)  =  fix)  +  ^  A  +  '^".^^^  r-+---, 

die  Funktion  /'(a:)  also  ebenso  wie  der  Grenzwert  einer  nach 
X  fortschreitenden  Potenzreihe  in  die  Taylorsclie  Reihe  ent- 
wickelbar. 

Die  eindeutige  Funktion  f(x  -\-  h)  ist  durch  die  Taylorsclie  Reihe 

("1/ 


/■(.r  + /o =^' /,/.':  V'" 


darstellbar,  ivenn  die  Fwiktion  f{x)  in  dem  Intervall  {x,  x-\-h) 
endlich  bleibt,  vollständvje  bestimmte  Differentialquotienten  jeder 
beliebigen  Ordnung  daselbst  besitzt  und  wenn  das  Restglied  i?,,, 
in  einer  der  unter  (5),  (7),  (8)  angegebenen  Formen  geschrieben, 
für  lim  w  =  oo  gegen  die  Grenze  Null  konvergiert.*) 

Die  Untersuchung  des  Restgliedes  gestaltet  sich  am  ein- 
fachsten bei  Funktionen,  für  welche  f^"\z)  bei  jedem  n  eine 
endliche  Größe,  wenigstens  in  dem  Intervalle  {x ,  x  -\-  h) ,  be- 
deutet; denn  alsdann  hängt  es  laut  (7)  nur  von  dem  Ausdruck 

_  A" 
1  •  2  ■  •  •  n 

ab,  ob  2?„  für  lim  n  =  -\-  oo  den  Grenzwert  Null  hat;  dieser 
Ausdruck  konvergiert  aber  für  jedes  endliche  h  gegen  die  Grenze 
Null,  somit  auch  R^^.  Schreibt  man  nämlich  das  unendliche 
Produkt,  in  welches  der  Ausdruck  bei  dem  Grenzübergange 
sich  verwandelt,  in  der  Form  (1  —  «J  (1  —  o:,)  fl  —  a^)  . . . ,  d.  i. 


(l_L-")(,_-'.)(i_-") 


SO  ist  «^  >  0,  sobald  n  >  h,  und  die  Reihe 
n  —  h       n  -\-l  —  Ä        /(  -(-  2  —  /t 


n  n-\-  \  n-\- 

divergiert,  weil 

^  4-  -^^  +  -i-  + 

n  ~'~  n  -j-  1  ~'~  «  -|-  2  "^ 


*)  Die  angeführten  Bedingungen  reichen  zur  Gültigkeit  des  Ansatzes 
hin.  Die  notwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen,  die  also  den 
ganzen  Umfang  der  Funktionen  kennzeichnen,  welche  eine  solche  Ent- 
wicklung gestatten,  hat  A.  Prin geheim  festgestellt.  Vgl.  Mathem. 
Annalen,  Bd.  44  (1894). 


i 
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divergent  ist  (73,  1))  und  die  Zähler  überdies  beständig  wachsen; 
infolgedessen  divergiert  auch  das  unendliche  Produkt  gegen 
die  Grenze  NuU  (78,  2)). 

Die  Gleichung  (10)  gestattet,  die  Änderung  f(x-\-h)  —  f(x) 
=  ^f{x),  welche  die  Funktion  bei  dem  Übergange  von  der 
Stelle  X  zu  der  Stelle  x  +  h  erfährt,  in  Form  einer  konver- 
genten Potenzreihe  nach  h  auszudrücken: 

^f{x)  =  r{x)h  +  ^l  h'  +  f^^  /.^  +  •  ■ . 

und  daher  mit  jedem  gewünschten  Grade  der  Annäherung  zu 
berechnen:  dieses  Ziel  wird  um  so  rascher  erreicht,  je  kleiner 
der  Betrag  von  h  ist.  Unter  der  Voraussetzung  eines  sehr 
kleinen  Jt  sind  die  Produkte 

f'{x)h,       f"{x)}i\       f"'(x)h\  .  .  . 

unter  dem  Namen  des  ersten,  zweiten,  dritten,  .  .  .  Differentials 
eingeführt  und  mit 

df{x),       d'fix),       cPfix),  .  .  . 

bezeichnet  worden  (42);  für  ^f{x)  ergibt  sich  dann  die  Dar- 
stellung: 

(11)  Jf{x)  =  df{X)-^      1.2     +1.2.3  +  ■■■' 

welche  den  Zusammenhang  zwischen  der  wirklichen  Änderunsf 
der  Funktion  und  ihren  mit  h  gebildeten  Differentialen  der 
verschiedenen  Ordnungen  nachweist;  sie  gibt  auch  den  ana- 
lytischen Ausdruck  für  den  Fehler,  der  begangen  wird,  wenn 
man  /lf{pc)  durch  df{x)  ersetzt. 

Wenn  fia  -f  //)  die  Taylorsche  Entwicklung  zuläßt,  so 
vertritt  das  Restglied 


^.=^"/■^"^(«+ö/o 


die  Reihe 


entwickelt  man  /("^(rt  -|-  dli)  wieder  in  die  Taylorsche  Reihe, 
wofür    die    hinreichenden    Bedingungen    vorhanden    sind,    und 
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setzt    beide    Entwicklungen    einander    gleich,    so    entsteht    die 
Gleichung : 

n  +  1      '^  {n-\- 1)  (n  +  2)  "  "•"  (n  +  1)  (n  +  2)  (n  +  3)  '^   "" 

welche  zur  Bestimmung  von  0  zu  dienen  hätte.    Nimmt  man  6, 
das  von  h  (und  a)  abhängt,  in  der  Form 

an,  so  gibt  die  Vergleichung  der  Koeffizienten  gleicher  Potenzen 
von  Ji  zu  beiden  Seiten  der  Gleichung: 

1 

«  -f  1 

PI  l";  ^    2    '  ^^^        («  +  1)  (n  +  2) ' 

woraus 


2(«+l)Vn-|-2)    /■("  +  ^)(a)  ' 


f(«  +  3)/ 


71        w -r  «fj/         V"; -r  e  /        \,w;      („  +  i)(„^2)(w4-3)' 
woraus 

_  >K5n  +  7)/-^"  +  ^\a)/-("  +  '^(a)  -  3n(»  +  3)  {/•^"•^'^(a)}  '  _ 
^  6(«  +  l)^(n  +  2)(n+3){/^("  +  ^)(a)}* 

Hiernach  ergibt  sich  für  das  6  des  Mittel wertsatzes  38,  d.  i. 

f{a  +  h)==f{a)-Vf'{a  +  dh)h, 

da  hier  n  =  \  ist,  der  Näherungswert 

1  /•">)  Ä^    ,    f"{a)fi^{a)-[f"\a)]'  h^ 

2  "^  n«)   24"^  \f"{a)\^  48 

also   beispielweise   für  fix)  =  sin  a;,  a  =  -  : 

ö  =  ~  +  —      -  '*' 
2  "^  24V3       36  • 

93.  Die  Maclaurinsche  Formel.  Wenn  das  Intervall 
(a,  ß),  in  welchem  die  Funktion  f(x)  die  für  die  Taylorsche 
Formel  (6)  zureichenden  Bedingungen  erfüllt,  auch  den  Wert 
X  =  0  einschließt,  so  kann  auch  dieser  zum  Ausgangspunkte 
der  Entwicklung   gemacht  werden;    ]i   als  Variable   betrachtet 
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ist  dann  durch  das  Intervall  (a,  ß)  beschränkt  und  soll  mit  x 
bezeichnet  werden.  Mit  diesen  Veränderungen  [x  =  0  gesetzt 
und  X  für  h  geschrieben]  nimmt  die  P^'ormel  (6)  die  Gestalt  an: 

(12)  /'(x)=/-(0)  +  ^7^a^  +  C2^^'+---  +  i.C^!-^^^ 
während  gleichzeitig  aus  (7)  und  (8) 

(13)  B„  =  ^p^'^^   .. 

(14)  ^.-.T-/:'^/-::i)(l-ö)-*^" 

folgt.  Die  Gleichung  (12)  in  Verbindung  mit  einer  oder  der 
andern  der  beiden  letzten  Gleichungen  bezeichnet  man  als 
3Iaclaurinsc]ie  Formel.  Ihr  analytischer  Inhalt  fällt  im  Wesen 
mit  jenem  der  Taylorschen  überein. 

Die  Bedingungen  des  Ansatzes  (12)  fließen  unmittelbar 
aus  Ol,  1)  und  lauten  dahin,  daß  0  und  x  in  jenem  Intervall 
(a,  ß)  gelegen  sein  müssen,  in  welchem  f[x)  endlich  bleibt 
und  vollständige  bestimmte  Diflferentialquotienten  bis  zur  n-ten 
Ordimng  einschließlich  besitzt. 

9J:.  Die  Maclaurinsche  Reihe.  Wenn  die  Funktion /"(a;) 
in  dem  Intervall  (0,  x)  endlich  ist  und  daselbst  vollständige 
bestimmte  Differentialquotienten  aller  Ordnungen  besitzt,  und 
wenn  überdies  das  Kestglied  i?,^  mit  wachsendem  n  der  Grenze 
Null  sich  nähert,  so  gilt  der  Ansatz: 

(15)  fix)  =  /-(O)  +   ^'f )  ^  +  m  .;2  +  .  .  .  , 

welchen  man  als  Maclaurinsche  Beihe  bezeichnet. 

Im  Hinblick  auf  die  89  festgestellte  Tatsache  kann  der 
Satz  ausgesprochen  werden:  Wenn  eine  Funldion  f(x)  in  eine 
nach  X  fortschreitende  Potenzreihe  enttvicJcelhar  ist,  so  ist  sie  es 
nur  auf  eine  Art  und  diese  EntivicMimg  ist  die  Maclaurinsche. 

Dem  Wesen  nach  lösen  die  Taylorsche  und  die  Mac- 
laurinsche Reihe   die   nämliche   Aufgabe*):    die   Entwicklung 

*j  Die  nachmals  zu  einem  Fundamentalsatz  der  Differentialrechnung 
gewordene  Taylorsche  Reihe  findet  sich  zum  erstenmal  in  Brook 
Taylor's  Methodus  incrementorum  directa  et  inversa,  London  1715.  Der 
Fall  x^ü  ist  zuerst  von  Colin  Maclaurin  in  dem  Werke  Treatise  of 
fhtxions,  Edinburgh  1742  benutzt  und  später  nach  ihm  benannt  worden. 
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einer  Funktion  in  eine  Potenzreihe;  die  erstere  leistet  dies  an 
einer  beliebigen  Stelle  des  Intervalls  [cc,  ß),  die  letztere  nimmt 
die  Null  zum  Ausgangspunkte. 

In  den  folgenden  Artikeln  werden  wir  uns  mit  der  Ent- 
wicklung einiger  elementaren  Funktionen  in  Poteuzreihen  nach 
der  Variablen  x  befassen  und  in  diesen  Reihen  zunächst  ein 
Hilfsmittel  erhalten,  die  Werte  dieser  Funktionen  für  jeden 
zulässigen  Wert  der  Variablen  mit  jedem  gewünschten  Grade 
der  Genauigkeit  zu  berechnen.  In  diesen  Reihenentwicklungen 
ist  eine  bedeutsame  Erweiterung  der  Funktionslehre  zu  er- 
blicken, indem  sie  gestatten,  auch  die  Berechnung  der  trans- 
zendenten Funktionen,  die  bisher  nur  formal  definiert  worden 
waren,  auf  die  arithmetischen  Operationen  zurückzuführen. 

95.  Exponentialreihen.  Die  natürliche  Potenz  (f  ist 
eine  Funktion,  deren  n-ier  Differentialquotient  für  jedes 
n  =  1,  2,  ...  ihr  selbst  gleichkommt  (41,  3)),  mit  ihr  zugleich 
stetig  bleibt  für  jeden  endlichen  Wert  von  x,  und  für  x  =  0 
den  Wert  1  annimmt.     Da  ferner  das  Restglied 

(16) 

bei  jedem  endlichen  Werte  von  x  mit  wachsendem  n  gegen 
Null  konvergiert  (92),  so  gilt  für  jedes  x  der  Ansatz: 

(17)  ^=i  +  f +  r^  +  ---- 

Aus  der  in  30  begründeten  Darstellung  der  Zahl  e  durch 

einen  Grenzwert,  nämlich: 

1 

lim  (1  -j-  s)~=  e, 

f  =  0 

ergibt  sich  auch  eine  Darstellung  von  e^  als  Grenzwert.  Er- 
hebt man  nämlich  zur  Potenz  x  und  führt  links  die  Potenzierung 
unter  dem  Limeszeichen  aus,  was  wegen  der  Stetigkeit  der 
Potenz  statthaft  ist,  so  entsteht  zunächst 


X 


lim  (1  4-  a)'  =  e" 

1  =  0 

und  setzt  man  -    =  lo,  so  wird  lim  oj  =  oo,  daher 
(17*)  lim  (l  +  -|)''  =  e^. 
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Setzt  man  in  (17)  x=  1,  so  ergibt  sich  eine  unendliche 
Keihe  zur  Berechnung  der  Zahl  e  seiht  (30),  nämlich 

^  =  1  4-  ^^  +    ^    +  •  •• 

^    1    ^  1 -2  ^ 

Aus  dieser  Darstellung^  von  e  läßt  sich  die  Stellung  dieser 
Zahl  im  Bereiche  der  reellen  Zahlen  näher  kennzeichnen.  Zu- 
nächst ist  e  keine  rationale  Zahl;  bricht  man  nämlich  bei  dem 
(ti  +  l)-ten  Glied  ab,  so  ist  der  Rest 

_  1  .  1 

1 

(»7+ !)"(«  + 2) 

1.2...»    \n  -\-  1    '"  ()i  -j-  1)-        ■  ■  ' 


also  jedenfalls 


n.-i...^.^,,;         (o<fl<i) 


P 


wäre  nun  e=       ein  irreduzibler  rationaler  Bruch,  so  folgte  aus 

^'^1,1,     i-  +  ...  + ^—  + ^ 

die  weitere  Gleichung 

7>       .        1  1  1         _  ö 


q  1  1-2  \-2-    -q         1-2-    qq' 

deren  linke  Seite  sich  nach  Multiplikation  mit  1  •  2  •  •  •  g*  in 
eine  ganze  Zahl  verwandelt,  während  die  in  gleicher  Weise 
abgeänderte  rechte  Seite  —  weder  Null,  noch  eine  ganze  Zahl 
sein  kann.  Dieser  Widerspruch  bezeugt  die  Unzulässigkeit  der 
Annahme  e  =  •  Es  gehört  also  e  zu  den  irrationalen  Zahlen, 
nimmt  aber  auch  unter  diesen  eine  besondere  Stellung  ein 
Cli.  Hermite  hat  nämlich  den  NachAveis  geführt,  daß  es  keine 
algebraische  Gleichung  irgend  welchen  Grades  mit  rationalen 
(also,  wie  man  immer  annehmen  kann,  ganzen)  Koeffizienten 
gibt,   welche   durch    die    Zahl  e   befriedigt   wird*);    man  nennt 


*)  Früher  schon  hatte  Liouville  den  Beweis  hierfür  in  bczug  auf 
eine  quadratische  Gleichung  geführt  wie  folgt:  gäbe  es  ganze  Zahlen 
a,  (i,  7,  für  die 

ae--\-  ße  -\-  y  =  a, 
also  auch 

ue  -j-  ye-'^  -|-  ^J  =  0 
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Zahlen  dieser  Eigenschaft  transzendente  Zahlen,  zum  Unter- 
schiede von  den  algebraischen  Zahlen,  denen  die  eben  der  Zahl  e 
abgesprochene  Eigenschaft  zukommt. 

Bringt  man  in  der  Gleichung  (17)  xla  an  die  Stelle  von 
X,  unter  a  eine  positive  Zahl  verstanden,  so  ergibt  sich  wegen 
e-^'"  =  a""  die  Entwicklung  für  die  allgemeine  Exponential- 
funktion : 

(19)  „.=  i  +  -|«  +  M1:  +  ..., 

welche  ebenfalls  für  jeden  Wert  von  x  Geltung  hat.  Aus 
diesem  Ansätze  folgt 

a*— 1        ,       ,    x(lä)-    ,    x^ilay    , 

vermöge  der  Stetigkeit  konvergiert  die  rechtsstehende  Poteiiz- 
reihe  bei  lim  x  =  0  gegen  den  Grenzwert  la,  somit  ist 

(20)  lim^^^  =  Za; 

x  =  0  ^ 

aus  dieser  Formel  folgt  mit  der  Substitution  a;  =  — : 

z 

(21)  \imz{i^-l)  =la. 

96.  Trigonometrische  Reihen.  Die  Funktionen  sin  a; 
und   cos  X   sind    ebenso   wie    ihre   n-ten   Differentialquotienten 

sin  (x  -\-  n      \,  cos  (x  -\-  n   -)  ("H>  G),  (8))  auf  dem  ganzen  Ge- 


ist,   so   hätte   man    nach  Einsetzung  der  für  e  und  e"^  aus  (17)  und  (16 
gebildeten  Werte: 

1    ,     1     ,      1     _         ,  1  ,  ^'_ "i 

"^   1   '''  1  •  -2  "^  1  •  2  •  •  •  («  —  1)  "•"  1  •  2  •  •  •  ?^  / 

+ ,  M  _  i  +  i + . . . + _j^':l_  _  +  ^}Ts:''\  +  ^ = 0; 

^'^V  1^1-2^        ^l-2...(w  —  l)^l-2..-«/^'^ 

ö,  ö'  bedeuten  positive  echte  Brüche.     Multipliziert  man  diese  Gleichung 
mit  1  ■  2  •  •  ■  (w  —  1) ,  so  nimmt  sie  im  wesentlichen  die  Gestalt 

n  ~^ 

an,   wobei  u   eine  ganze  Zahl  darstellt;    a  kann  immer  als  positiv  voi 
ausgesetzt  und  n  so  gewählt  werden,  daß  auch  ( —  l)"y  positiv  und  die 
linke  Seite  ein  beliebig  kleiner  positiver  echter  Bruch  ist.     Hierin  lieg 
ein  Widerspruch,    der   seinen    Grund  in    der   Annahme   hat,    es   könnte 
ae*-}-  ße  -\-  y  =  0  sein. 
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biete  der  reellen  Zahlen  stetige  Funktionen,  deren  Werte  in 
dem  Intervalle  (—1,  +1)  liegen;  infolgedessen  lassen  sie  sich 
(92)  in  beständig  konvergente  Potenzreihen  entwickeln. 

sin  (x  +  w  ^1  geht  für  :i;  =  0   in  sin  n  ^   über,  und  dies 

ist  nnr  dreier  verschiedenen  Werte  fähig,  nämlich: 

für  n  =  2p  ist  sin  n  '    =  0 

„    ?i  =  4g  +  1    „    sin  w  Y  =  +  1 

„    w  =  4g  +  3    „    sin«2=-l;- 
infolgedessen  ist 

(22)  ^^-{-y^.^  +  t: 


2 • 3 • 4-  5 


Die    Reihe    ist    für    positive    wie    für    negative  Werte    von    x 
alternierend,  daher  (76) 

\s,va.x\<\x\,  \9,mx\>\x—  --\,  |  sin  :r  |  <  j  a:  —  "^^  +  ^^^  S  •  •  • 
Bricht  man  sie  bei  dem  Gliede 

^  ^  1 -2- -.(22)  —  1) 

ab,  so  kann  dem  Restgliede  die  Form 


sin  [003  + (2  p  4- 1)^1 

R,      -_L_JJLiZ^lJ,.2.+i=(_iy ^£iöx 

gegeben  werden,  weil  sin  (a  -\-  2p  -\-l  -— j  =  ( —  1)/'  cos  a. 

cos  \x  +  n  y)  gellt  für  a:  =  0   in   cos  n  ^  über  und  dies 
ist  wieder  dreier  verschiedenen  Werte  fähig,  indem 

für  n  =  2^?  +  1       cos  n  —  =  0 

„    «  =  4  g  cos  n  -   =  +  1 

„    n  =  4  g  +  2       cos  m  ^  =  —  1 
ist;  demnach  gilt  für  jedes  x  der  Ansatz: 


(23)  cos  ;r  =  1  -  ^^"^  +  ^     ^ 


3-4 
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Diese  stets  alternierende  Reihe  zeigt,  daß 


cos  j;  I  <  1 ,  i  cos  a:  1  >    1 r-  ,  ]  cos  .r ;  <    1  —   „^  +  gl  > 


bleibt  man  bei  dem  Gliede 

^  '>     1.2..('2_p) 

stehen,  so  kann  das  Restglied  in  der  Form 

_COB[0X  +  (i'  +  l)«]„2p+2_/_lV+l  "^^^^^  T^P  +  ^ 

^'2p  +  2--i.2...(22)-j-2)    **  '^      ^         1-2  •••  (2p  +  2)'^ 

geschrieben  werden,  weil  cos  (a  -f  '^^)  =  ( —  l)''cos  a. 

97.  Logarithmische  Reihen.  Die  Funktion  Jx  selbst 
ist  in  eine  nach  x  fortschreitende  Potenzreihe  nicht  entwickel- 
bar, weil  sie  für  x  =  0  unstetig  wird.  Wir  legen  uns  daher 
die  J'unktion  f{x)  =  1(1  -\-  x)  vor,  welche  für  alle  —  1  über- 
schreitenden Werte  von  x  stetig  bleibt  wie  auch  ihr  w-ter 
Differentialquotient,  der  sich  aus  41,  (4)  ergibt: 

/      '^^^  (1  -f  X)" 

Da    f{0)  =  0    und    /"("'(O)  =  (-  1)"-^  1  •  2  •  •  •  (w  -  1),    so 
hat  man 

(24)  ,a  +  x)=^-^-  +  -'; 

für    alle  Werte    von    x,    für    welche    das    Restglied    der    bei 

n-l 

( —  Ij""* abgebrochenen  Reihe,  d.  i. 


B.  -  <T'r:'f:  oder  _(-•)■-'<'-»)" 


«(1  +  0X)"  (i-t-ex)"        ' 

je  nachdem  man  sich  an  die  Form  (13)  oder  (14)  in  93  hält, 
mit  wachsendem  n  gegen  Null  konvergiert. 

Das  Konvergenzintervall  der  Reihe  (24)  ist  aus  84  be- 
kannt; es  ist  durch  —  1  und  -f  1  begrenzt  und  an  seiner 
oberen  Grenze  findet  noch  bedingte  Konvergenz  statt;  nur  auf 
dieses  Intervall  braucht  also  die  Untersuchung  des  Restgliedes 
erstreckt  zu  werden.     Für  0  <  a;  <  1  zeigt  die  erste  Form 


>.      ^J         n   1.1+ 0a;/  ' 


X 


in    welcher   -   ,  v,        sicher     ein     echter    Bruch     ist*),     daß 
1  -\-  dx  ^' 

*)  Denn  0  kann  weder  0  noch  1  sein. 
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lim  jR,j=0.     Bei  negativem  x,  sobald  dessen  absoluter  Wert 

f  ^ 

überschreitet,   versagt   die   Formel.     Schreibt  mau    daun 
die  zweite  Formel,  —  |  a;  |   für  x  setzend,  in  der  Gestalt 

_  ^-L   (\^\~^\^  Y 
~  V—e  \T—  0^ ,  7  ' 

so  zeigt  sich,  da  für  |  a;  |  <  1  der  eingeklammerte  Bruch  wieder 
echt  ist,  daß  auch  jetzt  lim  J?„=  0. 

n  =  +CO 

Die  Grleichung  (24)  besteht  also  zurecht,  solange 
—  l<a;^+  1 
und  gibt  auch  an  der  oberen  Grenze  den  entsprechenden  Wert 
der  Funktion  (86),  nämlich 

79-  A_    1      1      1 

*^~    1  2    +    3 

Für  positive  x  ist  die  Reihe  in  (24)  alternierend  und  hat  für 
negative  Werte  durchwegs  negative  Glieder;  vermöge  ihres 
Geltungsbereiches  läßt  sie  nur  die  Berechnung  der  natürlichen 
Logarithmen  aller  Zahlen  aus  dem  Intervall  (0,  2)  zu.  Aus 
diesem  Grunde  und  wegen  ihrer  schwachen  Konvergenz  ist  sie 
zur  Berechnung  der  Logarithmen  nicht  unmittelbar  geeiojuet. 
Um  zu  einer  Reihe  zu  gelangen,  welche  die  Berechnung 
der  Logarithmen  aller  Zahlen  gestattet,  verbinde  man  die  bei- 
den Gleichungen 

'(l-^)--V-2--    3 

durcli  Subtraktion;  dadurch  entsteht  (71,  2)): 

und  hier  kann     _      bei  0  <  a;  <  1    Jede    noch    so    große   die 

Einheit  übertreflFende   Zahl,   bei   —  1  <  a'  <  0  jeden  positiven 
echten  Bruch  vorstellen.     Setzt  man 

1  —  X  a  '^ 


SO  wird 

X  = 


2a  4- 


238  Erster  Teil.     Diflferential- Rechnung, 

uiul  die  letzte  Gleichung  gibt 

(25)  /(a  +  .)-;a  +  2[^/^_.+  J  (^^  +  *  i^^^X+-], 
insbesondere  für  z  =  1 

(26)  lia  +  l)-la  +  2[-^-^  +  --^_^^,  +  ^:^^^,+  -} 

Formel  (25)  gestattet,  mit  Hilfe  von  la  den  Logarithmus  jeder 
anderen  Zahl  zu  berechnen;  (26)  ist  geeignet,  die  natürlichen 
Logarithmen  der  aufeinanderfolgenden  natürlichen  Zahlen  zu 
bestimmen;  insbesondere  gibt  sie  für  a  =  1 

'2  =  2  (-J+ 3- V  +  r.V +  ■•■)' 

eine  Reihe,  die  viel  rascher  konvergiert  als  die  oben  für  12 
anffefjebene  alternierende  Reihe.  Bei  wirklicher  Ausrechnunf' 
einer  Logarithmentafel  würde  man  selbstverständlich  nur  die 
Logarithmen  der  Primzahlen  direkt  bestimmen  und  aus  ihnen 
durch  Addition  die  Logarithmen  der  zusammengesetzten  Zahlen  J 
ableiten. 

Um    aus    den   natürlichen  Logarithmen    die   gemeinen    zu 
gewinnen,   bedarf  es  der  Multiplikation  der  ersteren   mit  dem 

Modul  31  =  ^  J^  (30).    Für  1 10  ergibt  sich  auf  folgende  Weise 

eine  Bestimmung  durch  unendliche  Reihen.     Setzt  man  in  (25) 

«=2^0=1024,     ^=-24, 

so  ergibt  sich  mit  Rücksicht  auf  die  für  1 2  soeben  gefundene 
Reihe  die  Gleichung 


3    \2Ü3         3  \253/   ^   ö   V2ö3/    ^         / 


20     ,  2    „ 

=  3   ^^-    3^' 


in  welcher  die  zweite  Reihe  so  rasch  konvergiert,  daß  ver- 
hältnismäßig nur  sehr  wenige  Glieder  zur  Erzielung  einer  vor- 
gegebenen  Annäherung  erforderlich  sind.  Bei  einer  auf  6  Dezi- 
malen angelegten  Rechnung  hat  man: 


1 
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-;,-^   =0,012345679 

\^^   =0,000823045 

=  0,000065321 

-^—  =0,000005645 

0,000000513 

0,000000048 

0,000000004 


-^     =0,011857  707 

•2o3  ' 

HÄ)' =0.000000555 

5  =  0,011858262 

!  5=0,007905508 


1 

3 

1 
3~3 

1 
5 

1 
7  -3 

1 
9-3 

1 

11-3" 

1 

■    13- 3»^ 

1 

15  ■  31s 

Ä  =  Ö;346573  588 
-^  A  =  2,310490586 

Da  Ä  um  weniger  als  8  Einheiten  der  neunten  Stelle  zu  klein*), 

20 
so  ist    ^  Ä  um   wenicrer  als   54  Einheiten   der   neunten  Stelle 

o  ° 

zu  klein;  B  ist  um  weniger  als  2  Einheiten  der  neunten  Stelle 

2 
zu  klein,  daher  auch     -  B\  folglich  ist 

y  ^  -  3  J5  =  2,302585078 

dem  strengen  Betrage  gegenüber  um  weniger  als  52  Einheiten 
der  niedrigsten  SteUe  zu  klein,  der  strenge  Wert  kann  also 
nicht  größer  sein  als 

2,302585130, 

aber  auch  nicht  kleiner  als  die  erstgefundene  Zahl,  so  daß 
mit  Sicherheit 

1 10  =  2,302585  ... 
und 

ilif  =0,434294... 
vgl.  30j. 

98.  Die  Binomialreihe.     Schließt  man  in  der  Funktion 

F{2)  =  (a  +  z)'" 

*)  Als  Summe  von  8  bei  der  neunten  Stelle  abgebrochenen  Dezimal- 
brüchen. 
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den  Fall,  daß  m  eine  positive  ganze  Zahl  sei,  aus  und  setzt  a 
sowohl  als  a  -{-  z  positiv  voraus,  so  hat  F{z)  bei  jedem  m  auch 
einen  positiven  reellen  Wert  und  dieser  läßt  sich  als  Produkt 
der  reellen  Faktoren 

"'"■(l+a)'" 

darstellen,  wovon  nur  der  zweite  veränderlich  ist.    Wird  —  =a-' 

gesetzt,  so  handelt  es  sich  also  um  die  Entwicklung  von 

f{x)  =  (1  +  rr)"'. 
Laut  41,  (2)  ist 

fi'*){x)  =  m  (m  -  1)  .  .  .  {m  —  n  -f  1)  (1  +  a;)"'-", 
daher 

f(0)  =  1,     /"(»KO)  =  w  (m  -  1)  .  .  .  (m  -  w  +  1); 

hiermit  liefert  die  Maclaurinsche  Reihe  die  Entwicklung: 

->-\      1  „        f    ,    fn       ,    m(m  —  1)     ,  ,    m(m  —  1)  (m  —  2)     .,   , 

(20  a  +  a-r=l+  j-a;+---;2   ^+        1.2.3     ^^+---, 

welche  man  als  Binomialreihe  oder  binomische  Reihe  bezeichnet. 
Für  ihre  Koeffizienten,  die  Binomialkoeffizienten,  sind  ver- 
schiedene Abkürzungen  im  Gebrauch,  so  m^,  m^,  m^,  .  .  .  oder 
(T)»  ("')>  ('s)?  •  •  •  u-  a.  Es  erübrigt  noch,  den  Geltungsbereich 
dieses  Ansatzes  festzustellen. 

Zunächst  ist  das  Konvergenzintervall  der  Reihe  zu  be- 
stimmen; schreibt  man  sie  in  der  allgemeinen  Form  aQ-\- a^x 
-T  ^'qA'"  +  •  •  • ,  SO  ist 

m{m — l)---(wi  — w-j-1)    ^^        m{m  —  l)---{vi  —  n) 


""        '"n  1-2-n  >   "'n  +  l       "•'n  +  l  1  .  2  ■  •  •  (w  +  1 

infolgedessen 

lim  !««-,  =  lim   !-^'     =1. 


n=  +  00 


VI  —  n  I 


daher  (—1,  +1)  das  Konvergenzintervall  (84).  Nur  auf  dieses 
braucht  die  Untersuchung  des  Restgliedes  beschränkt  zu  wer- 
den, das  sich  in  den  Formen: 

^    _  rnim-ly_^-nj-j)  ^^        ßxY-^X- 
"  1  •  2  •  •  •  w  ^ 

darstellen  läßt. 
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I.    Ist  I  a;  I  <  1,    so   zerlege   man   das   Restglied   in    seiner 
zweiten  Form  in  die  Faktoren 


fii  • 


der  erste  hängt  von  n  nicht  ab  und  hat  einen  endlichen  Wert; 
der  zweite  konvergiert  gegen  die  Grenze  Null,  weil,  gleich- 
gültig, ob  X  positiv  oder  negativ,  ein   echter  Bruch   ist; 

es  bleibt  also  noch  zu  untersuchen,  wie  sich  der  Faktor  p^  bei 
beständig  wachsendem  n  verhält.  Erhöht  mau  in  diesem  Faktor 
n  um  eine  Einheit,  so  wird 

m  —  n 

also  ist 

Pii  +1        m  —  n 
= X\ 

Pn  « 

mit  wachsendem  n  nähert  sich  die  rechte  Seite  der  Grenze 
—  x\  folglich  muß  sich  zu  einer  positiven  Zahl  q,  welche  der 
Bedingung  |  a;  |  <  g  <  1  genügt,   ein   Zeigerwert  v   bestimmen 

lassen  derart,  daß      -^^   i  <  q^    solange    n  ^  v]    infolgedessen 

Pn      i 

ist  also 

\Pv^l   \<\Pr\(l 
\P.^A<\Pv  +  l   \i<\Pv\9^ 
IK  +  3    I   <IK  +  2   \<l<\Py\(f, 


die  Reihe 

ii?,+i|  +  liJ„+2  I  +  Ik+sI  +  ••• 

daher  konvergent,   weil   eine  fallende  geometrische   Reihe    als 
ihre  Majorante  nachgewiesen  ist;  daraus  folgt 

lim  i?„=  0. 

«  =  +«) 

Daher    ist    auch    lim  R^  =  0    und    der    Ansatz    (27)    bei 

«  =  +  00 

jedem  tu  gültig,  solange  j  a;  |  <  1. 

11.    Für    X  =  -\-  1    zerlege    man    das   Restglied    in    seiner 
••röten   Form  in  die  Faktoren 

Czubcr,  Torlesungen.    I.    3.  Anfl.  16 
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der  erste  hängt  von  n  nicht  ab  und  hat  einen  endlichen  Wert; 
der  zweite  konvergiert  mit  wachsendem  n  gegen  die  Grenze 
Null;  der  dritte  verwandelt  sich,  von  dem  das  Vorzeichen  be- 
stimmenden Faktor  ( —  0"  abgesehen,  für  lim  w  =  +  oo  in  das 
unendliche  Produkt 

(i-"'r)(i-"'r)(i^  •"+-)■••' 

das  (79,  2))  gegen   die  Grenze  Null  divergiert,  wenn 

(28)  tn  +  r>0,     also     m>  -  1 

ist,  während  es  gegen  die  Grenze  +  oo  divergieren  würde,  so- 
bald m  -f  1  negativ  wäre;  nur  in  dem  ersten  Falle  ist 

lim  B^=0 

H=  +  00 

und  die  Reihe 

^9Q^  1   j_   '"  j-  m(tn  —  l)        m{m—l){m  —  2) 

nicht  allein  als  konvergent,  sondern  auch  2"'  als  ihr  Grenz- 
wert erwiesen. 

III.  Für  X  =  —  1  zerfällt  das  Restglied  in  seiner  zweiten 
Form  in  die  Faktoren 

^  '  1  2  ^?  —  1  ' 

der  erste  hat  einen  endlichen  Wert,  der  zweite  geht,  vom  Vor- 
zeichen abgesehen,  für  lim  «  =  -|-  oo  in  das  unendliche  Produkt 

(l-v)(l-f)('-T)---  I 

über,  das  gegen  die  Grenze  Null  divergiert,  wenn 

(30)  m>n, 

hingegen  +  oc  wird,  wenn  ni  negativ  ist;  nur  in  dem  ersten 
Falle  ist 

lim  i^„  =  0 

n  =  +30 

und  die  Reihe 

/Qi  ,  1         »«    I     m{m  —  l)         »i(w  — l)(m  — 2) 

(3ij       1  -  r  +  -r.  2 1T2T3-     +  ■  •  ■ 


nicht  allein  als  konvergent,  sondern  auch  0  als  ihr  Grenzwert 
erwiesen. 


I 
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Das  Gesamtergebnis  der  Untersuchung  läßt  sich  in  folgen- 
dem zusammenfassen:  Die  Binom iaireilie 

^     ,    m        ,     m{m  —  1)     , 

1  +  1^+         1-2        ^'+--- 

ist  für  I  a:  I  <  1  hei  jedem  m  Konvergent  und  (1  -f  x)'"  ilir  Grenz- 
ivert;  für  x  =  1  konvergiert  sie  nur,  ivenn  m  dem  Intervall 
(—  1 .  +  oo)  angehört,  und  2"*  ist  dann  ihr  Grenzivert;  für 
X  =  —  \  Iconvcrgiert  sie  nur,  tvenn  m  dem  Intervall  (0,  +  oo) 
entnomme^i  ist  und  hat  den  Grenzaert  0. 

Von  der  Binomialreihe  wird  im  praktischen  Rechnen  bei 
der  Ausziehung  von  Wurzeln  Gebrauch  gemacht.  Um  yA  zu 
berechnen,  bestimme  man  die  der  Zahl  A  zunächstliegende  p-te 
Potenz  aP,  so  daß  A  =  a''  ^a  und  a  <  aP\  dann  ist 

l    -  p   aP         l-lp'-XaP)-         1.2.3i)S         \a"l        '"V 
je  kleiner  ~- ,   um  so  rascher  konvergiert  die  Reihe.     Um  die 
Konvergenz    zu    verstärken,    kann    man    yA  in    ,   ylcPA  um- 
gestalten und  dann  die  Entwicklung  für   ykPA  vornehmen. 

Für  ]/2  ergibt  sich  aus  (29),  wenn  man  w?  =  —  setzt, 
unmittelbar  die  Reihe 

'  "^-  ^  ^    2   "2-4  +  2.4.6  ' 

welche  jedoch  wegen  ihrer  langsamen  Konvergenz  zur  wirk- 
lichen Ausrechnung  nicht  gut  geeignet  ist;  dagegen  ist 

1    ,/;r7:  1 


]/2=  :  |/50  =  -.^]/72+  1 

=  '  fl  +  1.  1  -.1    1  +_i^-Lj  _...v 

5    \     ~    2      49        2-4  49^  ~  2-4-6  49»  )^ 

<lie  Ausführung  gestaltet  sich  so: 
1  =  1,000000000 
y.'     =0,010204080  2T4.o^      =0,000052061 

2      49  ' 

:;.'=  0,000000531  ■/'A-s  4V  =  0,000000006 

2-4-b49-'  ^  

0,000052067 


1,010204611 


16  = 
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7 
Die  Differenz  der  beiden  Summen  mit  —  multipliziert  gibt  die 

Zahl  1,414213556,  deren  letzte  Stelle  um  weniger  als  zwei 
Einheiten  zu  klein  ist,  so  daß  j/^  notwendig  zwischen 
1,414213556  und  1,414213558  liegt:  auf  acht  SteUen  ah- 
gekürzt  ist  also 

y2  =  1,41421356. 

99.  Zyklometrische  Reihen.     1)  Die  Punktion 
f{x)  =  arc  tg  X 
und  ihr  w-ter  Differentialquotient  (41,  (10)) 

sind  auf  dem  ganzen  Gebiete  der  reellen  Zahlen  stetig  und 
insbesondere  ist  (33,  3)) 

daher 

;-(4,.x)(o)  =  ^^l_:^.Z^=1.2...(4^) 
/•(4.+a)(0)  =  lllL:^(ii+il .  J  =  -  1  .  2  .  .  .  (4(/  +  2J. 

Setzt  man  die  aus  diesen  allgemeinen  Formeln  für  f  (0), 
f"{0),  .  .  .  sich  ergebenden  Werte  in  die  Maclaurinsche  Reihe 
ein,  so  ergibt  sich: 

f  32j  arc  tg  a;  =  ^  -  j^  +  -. , 

vorbehalthch  der  erst  zu  erweisenden  Konvergenz  des  Rest- 
gliedes gegen  die  Grenze  Null.  Dieses  Restglied  hat  zufolge 
93,  (13)  den  allgemeinen  Ausdruck: 


"  2m 


^(^i •-  V 

trennt  mau  in  -^ — '_  •\n  ^^^  Reelle  von  dem  Imaginären,  so  sei 

_  1        _       ,       • 


Vierter  Abschnitt.     Reihen.  245 

dann  ist  notwendig 

1        _ 

und  hiermit 

der  gemeinsame  absolute  Wert  von  6x  —  i  und  dx  -\-  i  ist 
I  Yd'x'^  +1,5  daher  der  gemeinsame  absolute  Wert  von  u  -{-vi 
und  u  —  vi  einerseits   gleich  -r. — —  ,  andererseits  gleich 

^        (\yd'x'-\-i  )"'  ^ 

Yu^  -\-  v^^ ,  woraus  folgt,  daß 
und 


i^-i^^Oi/to!)" 


+ 

Ist  nun  x^<i  1,  so  ist  der  Bruch  ^■,   .  -r-^  echt  und  es  konver- 

giert  die  rechtsstehende  Größe  mit  beständig  wachsendem  n 
gegen  den  Grenzwert  Null:  daher  ist  auch 

lim  i?„=0. 

n 
n  =  +00 

Für  x^  >  1  ist  die  Untersuchung  überflüssig,  weil  dann  die 
Reihe  in  (32)  aufhört  konvergent  zu  sein. 

Der  Bereich,   auf  welchem   der  Ansatz  (32)  Geltung  hat, 
ist  also  durch 

'  33)  -  1  ^  ^  ^  +  1 

gekennzeichnet. 

Für  x=l  ergibt  sich  die  Leibniz  zugeschriebene  Reihe*) 

(34)         -:  =  ;-:  +  :-■■•> 

welche  jedoch  zur  wirklichen  Berechnung  eines  genaueren 
Näherungswertes  von  ;r  wegen  ihrer  außerordentlich  langsamen 
Konvergenz   nicht   geeignet   ist.     Für    diesen   Zweck    empfiehlt 


*)  1G73  gefunden  und  in  den  Acta  eruditorum  für  1682  veröffent- 
licht. Vor  ihm  schon  (1671)  hatte  sie  wie  auch  die  Reihe  (32)  J.  Gregory 
aufgestellt. 
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sich  das  folgende  von  Joliu  Macliin  angegebene  Verfahren.*) 
Es  sei  a  ein  Bogen,  dessen  Tangens  ein  kleiner  rationaler 
echter  Bruch  a  ist:  dann  ergeben  sich  für 

tg2a,     tgSa,  .  .  .  tg«o; 

nach  bekannten  trigonometrischen  Formeln  ebenfalls  rationale 
Brüche;  man  schreite  in  der  Bildung  derselben  so  weit  vor, 
bis  man  der  Einheit  von  der  einen  oder  anderen  Seite  mög- 
lichst nahe  kommt;  sei  beispielsweise 

tg  na  ^=h^  1, 


dann  ist  na 


tg  n  a  —  tg 


4  ft  — 1 


1  +  tg  >/  a  •  tg 

ebenfalls  eine  rationale  Zahl  und 


=  na  —  arc  tg  c  =  w  arc  tg  a  —  arc  tg  c, 
d.  h.  auf  Grund  von  (32) 

4=  MT  -  T  +  T j  -  It  -  T  +  T j  • 

Mit  a  =  —  erhält  man 

o 
i.    o  ~5"  0         ,      .  T  120       ,  ^  , 


5- 


tg(4«-i) 


120 

119~~      _     1 

120  ~  239' 
^  "^  iß 


4  \5         3-5»~5-5ä 

_M ^^s      .    1 

\239        3  ■  239»  ~  b-% 


*)  170ß  in  Jone 's  Synopsis  palmariorum  mathcseos  mit  einem  auf 
100  Dezimalen  berechneten  Näherungswert  von  jt  mitgeteilt;  der  Buch- 
stabe n  findet  hier  zum  erstenmal  Anwendung  in  diesem  Sinne;  all- 
gemeinen Eingang  verschaffte  ihm  erst  Euler.  Die  Berechnung  von  ä 
ist  später  bis  zu  707  Dezimalen  geführt  worden. 
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die    erste    Reihe    kann    mittels    folgender    Bemerkung    durch 
rascher  konvergierende  Reihen  ersetzt  werden;  aus 


folgt 

daher  ist 

tg('2a-a) 


tg  «'  =  ~ 


^        10« 

20        1 
99~~T  1 


20     1         515 


a  =  2a-  arc  tg  -^  =  2arc  tg  -  -  arc  tg  .-, 

so  daß  also 

^  _  o  /  1  _      1        ,    „1 \ 

4  \10        3 ■ 10'    '    5 • 105  J 

\515        3-515^  ~  5-515^  / 

_       (' \       +  _1 ) 

\239        3-239=*    '    5-239^  / 

=  SA-4B-C. 
Diese  Formel  gibt  schon  bei  geringer  Rechnung  eine  zureichende 
Bestimmung  für  7t,   wie  die  folgende  Zusammenstellung  zeigt: 

-^    =      0,100000000  ^    =      0,001941747 

10  '  515 

,  l     =      0,000002000        -  5-4^3  =  -  0,000000002 

5    10*  '  3-ol5'  ' 


^;^,_- 0,000333333  ^=      0,001941745 

.'„,  =  -0,000000014  =39    =      0,004184100 

( • 10'  ' 

Ä  =      0,099668653  - 3 .^Va»  =  "  0,000000024 


C=      0,004184076 
SÄ-4B-C  =  0,785398168. 

Ä  ist  um  weniger  als  2  Einheiten  der  niedrigsten  Stelle  zu 
groß,  B  und  ebenso  C  um  weniger  als  eine  Einheit  zu  groß 
oder  zu  klein;  daher  SÄ  —  4B  —  C  um  weniger  als  21  Ein- 
heiten und  das  4 fache  davon  um   weniger  als  84  Einheiten  zu 
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groß,  so  daß  n-  zwischen  3,141592672  und  .  .  .  588  liegt;  auf 
6  Stelleu  abgekürzt  ist  daher 

TT  =  3,141592. 

Der  Beweis,  daß  die  Zahl  %  eben.so  wie  die  Zahl  e  eine 
transzendente  Zahl  ist  (95),  gelang  erst  in  jüngster  Zeit  (Lin- 
de mann).*)  Damit  war  auch  dargetan,  daß  die  Aufgabe  der 
Verwandhmg  eines  Kreises  in  ein  gleich  großes  Quadrat,  die 
Quadratur  des  Zirlcels,  mit  Lineal  und  Zirkel  nicht  gelöst 
werden  kann. 

2)  Zur  Entwicklung  der  Funktion 

f[x)  =  arc  sin  x 

bedienen  wir  uns  eines  Verfahrens,  von  dem  in  früherer  Zeit 
bei  der  Potenzreihenentwicklung  vorgelegter  Funktionen  haupt- 
sächlicb  Gebrauch  gemacht  wurde,  ehe  noch  die  Methode  der 
unbestimmten  Koeftizienten,  auf  der  es  beruht,  streng  begründet 
war. 

Wenn  eine  Entwicklung  existiert,  so  hat  sie  die  Form: 

arc  sin  x  =  a^x  -{-  a-^x-  -\-  a^x^  +  ■  ■  • , 

weil  arc  sin  0  =  0  ist  (33,  1)),  und  weiter  gilt  (88): 

,  =  1  «1  +  2a2«  +  SagicM ; 

beide  Reihen  haben  denselben  Konvergenzbereich;  andererseits 
ist  auf  Grund  von  98  für  a:^<  1: 

^^^=-=l  +  Y^-+2-.4^+2.4.6^    +•••' 

die  beiden  letzten  Gleichungen  haben  zur  notwendigen  Folge  (89): 

«^„=0,      (w=l,  2,  ...); 
1  1       Q  1       -  1-3  /o       ,    1  \  l-3...(2»— 1) 

la,  =  l,  3a3=2.   ^%  =  2T4'---(^^*'  +  l)«2.  +  i=   a.TTT^)  ' 

woraus 

_i  _li  _131  _  1 -3  ...(2  m— 1)       1 

«1  — i;    ^3—  2  "3'   ^'^~2-4.'  5'""^2n  +  l—       2  •  4  .  .  .  (2w)      ¥n^\' 


*)  Mathematische  Annalen,  20.  Bd.  (1882). 
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Durch  Eiuset/.ung  dieser  Werte  in  die  supponierte  Reihe  ergibt 
sich  die  verlan<rte  Entwicklung: 


arc  sm  x 


T  + 


1-3   x^ 


+ 


3      '2-45 

welche  gleichfalls  Geltung  hat,  solange  —  1  <  a;  <  +  1  *,  sie 
gilt  auch  noch  für  x  =  —  1  und  x  =  -\-  \,  weil  sie  auch  für 
diese  Werte  konvergiert.    Auch  sie  kann  zur  Berechnung  von 

1  .  Tt  . 

.T    verwendet    werden    (mit   x  =       z.  B.   gibt  sie   für  —,   mit 

X  =  \  für  -  eine  konvergente  Reihe),  ist  aber  hierzu  weniger 
geeignet  als  (32). 

100.  Die  Formeln  von  Taylor  und  Maclaurin  für 
Funktionen  mehrerer  Variablen.  Zum  Schlüsse  dieses 
Paragraphen  möge  die  Aufgabe,  welche  die  Taylorsche  Formel 
für  Funktionen  einer  Variablen  löst,  für  Funktionen  mehrerer 
Variablen  gestellt  und  gelöst  werden:  Ist  nämlich  f{x,  y,...) 
eine  Funktion  mehrerer  unabhängigen  Variablen,  so  soll 
f{x  -\-  li,y  -\-  l-,  .  .  .)  in  eine  nach  positiven  Potenzen  und  Pro- 
dukten solcher  Potenzen  von  h,  k,  .  .  .  fortschreitende  Reihe 
entwickelt  werden,  sofern  eine  solche  Entwicklung  überhaupt 
möglich  ist. 

Es  genügt,  die  Untersuchung  für  eine  Funktion  zweier 
Variablen,  f{x,y),  zu  führen,  weil  die  Ausdehnung  auf  mehr 
als  zwei  Variable  aus  dem  Gange  derselben  unmittelbar  sich 
ergibt. 

Der  Wertverbindung  xjy,  von  welcher  ausgegangen  wird 
und  die  dem  Gebiete  P  angehören  muß,  auf  welchem  die  Funk- 
tion gegeben  ist,  entspreche  der 
Punkt  3/  (Fig.  18),  der  Wertver- 
binduDg  x-\-h:y-\-h  der  Punkt  Jlfj ; 
verfolgt  man  die  Funktion  längs 
der  Geraden,  welche  M  und  M^ 
verbindet,  so  verhält  sie  sich  wie 
eine  Funktion  einer  Variablen. 
Sind  nämlich  cp,  ^  die  Richtungs- 
winkel von  Miß)  (47);  s  der  von 

einem  festen  Punkte  Mq  mit  den  Koordinaten  x^ly^  gemessene 
Abstand  M^M,  welcher  positiv  oder  negativ  gezählt  wird,  je 


Fig.  18. 
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nachdem  JIqJI  die  Richtung  Mq{S)  oder  die  entgegengesetzte 
Kiehtimg  hat;  Js=  MM^\  so  ist 


\  X  =  Xq  -{■  s  cos  (p  h  =  z/s  cos  (f 

\  y  =  Vo  +  ^  cos  ^  Jx  =  zJs  cos  t 


(36) 

und 

fe  y)  =  /T^o  +  s  cos  g),  y^  +  s  cos  t^-)  =  F{s) 
(37)      /'(j-  4-  /',  //  +  A-)  =  f{xQ  -\-{s-\-zls)  cos qp,  y^  +  (s  +  z/5)  cos t) 

=  F{s-\-  Js). 

Ist  nun  F(s)  in  einem  Intervalle,  das  die  Werte  s  und 
s  -\-  ^s  einschließt,  eindeutig  und  endlich,  und  besitzt  es  da- 
selbst vollständige  bestimmte  Dift'erentialquotienten  bis  zur 
w-ten  Ordnung  einschließlich,  so  gilt  nach  91,  (6)  und  (7), 
der  Ansatz: 


(38) 


Fis  -f  z/s)  =  F{s)  +  -^-^  z/s  +  ^^-  z/s'+.. 


+ 


l-2...{n-l)"^^         ^      l-2...n      ^^ 


0<Ö<1. 

F'(s),  F'(s), .  .  .  sind  aber  die  aufeinanderfolgenden  totalen 
Differentialquotienten  der  Funktion  f{x,y)  in  der  Richtung  (6^; 
für  sie  wurden  in  47,  54  in  einer  dort  erklärten  symbolischen 
Schreibweise  die  Ausdrücke  gefunden: 


F(''-i)(s)  =  1^^^  cos  (;p  +  ^  cos  ipY~'f{x,  y); 

daraus    folgt    nach    Multiplikation    mit    Z/s,  z/s-,  .  . 
unter  Rücksichtnahme  auf  (36): 


Js" 


(39) 


F'{s)z/s={£h+l^K)f(x,y) 
F"{s)zJs'=^[f^h-V-ll)'t\^,y) 
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da  schließlich  vermöge  (37)  und  (36) 

I'\s  +  d^s)  =  /'[xq  -f  (s  +  öz/s)  cos  (f ,  1/q  +  (s  +  Szfs)  cos  !/•] 

=  fix  +  eh,  y  +  dlc\ 
so  ist 

(40)      F('')(>  +  eJs) zis"  ^Q^h+  ^   kjfix  +  Oh,  y  +  dk). 

Trägt   man   die  Werte   aus   (37),    (39)   und   (40)    in   (38) 
ein,  so  ergibt  sich: 

fix  +  h,y  +  1;)-  fix,  y)  +  1.  (^-^^h  +  j,|  k)  f{x,  y) 

^*^'         ^        +  r-l-7— ,1  (--  *  +  f  k)'-'fix,  y) 
'    1  •  2  . . .  (?i  —  \)\cx  Cy    1       i\^JJ 

+  r.-^-.T^  (Ä ''  +  Ä  ''■)"^(*  + "'''  ^  +  *)• 

Dies  ist  die  Taylcnsche  Formel  für  die  Funktion  /"(a;,  y).  Zu- 
reichende Bedingungen  für  ihre  Gültigkeit  bestehen  darin,  daß 
die  Funktion  f{x,  y)  in  einem  Intervalle  auf  31^(8),  das  die 
Wertverbindungen  x/y  und  x  +  h/y  -\-  h  einschließt,  eindeutig 
und  endlich  ist,  und  daß  alle  partiellen  Differentialquotienten 
bis  zur  w-ten  Ordnung  einschließlich  in  dem  genannten  Inter- 
vall vorhanden,  die  der  letztgenanaten  Ordnung  auch  stetig  sind. 
Gehört  die  Stelle  x  =  0/y  =  0  dem  Gebiete  P  an,  auf 
welchem  die  Funktion  f(x,  y)  gegeben  ist,  so  kann  sie  zum 
Ausgangspunkte  der  Entwicklung  genommen  werden;  ersetzt 
man  dann  h,  /r,  um  sie  als  variable  Größen  zu  kennzeichnen, 
durch  X,  y,  so  geht  die  Formel  (41)  über  in: 


(42) 


f{x,  y)  =  /-(O,  0)  +   ;-  Q^x  +  ^■^y)f(0,  0) 


1  •  2 


+ 1 .  ■/. .  „  G4^ + »V)>^' »j')' 


die  Maclauritische  Formel  für  f[^x,  y). 
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Um    keinen   Zweifel    über    die   Bedeutung   der   Glieder   in 
(41)  und  (42)  zu  lassen,  sei  bemerkt,  daß  beispielsweise 

d 


den  Ausdruck 


{fj'+hM^'y'^ 


ox-  cxcy  oy 


vorstellt,   die  Differentialquotienten  sämtlich  an  der  Stelle  x/y 
genommen, 

d_ 
r 


[y^lyyff^^^^) 


den  Ausdruck 


.  \x-  H-  2  ,     !.  xtj  +  -  --.y  , 
CT*  cxcy    ^       cy 


die  Differentialquotienten  sämtlich  an  der  Stelle  0/0  genom- 
men, usw. 

Die  Bedingungen  für  die  Ausdehnung  der  Formeln  (41) 
und  (42)  zu  unendlichen  Reihen  brauchen  nach  den  Ausfüh- 
rungen in  92   und   94   nicht  besonders   angeführt  zu   werden. 

Hiermit  erfährt  der  Begriff  der  Potenzreihe  eine  Erweite- 
rung von  einer  auf  zwei  und  mehrere  Variabein.  Die  Maclau- 
rinsche  Reihe  gibt  die  Vorschrift  an,  nach  der  eine  vorgelegte 
Funktion  f(x,  y),  sofern  sie  dazu  fähig  ist,  in  eine  nach  x  und 
2/ fortschreitende  Potenzreihe  ^  (a;,  t/)  zu  entwickeln  ist;  anderer- 
seits treten  zu  den  elementaren  (in  endlicher  Form  darstell- 
barenj  Funktionen  zweier  Variablen  solche  hinzu,  die  durch 
die  Grenzwerte  konvergenter  Potenzreihen  '^{x,  y)  in  deren 
Konvergenzgebiet  definiert  sind.  So  auch  für  mehr  als  zwei 
Variable. 

§  4.  Die  elementaren  Funktionen  einer  komplexen  Variablen. 
101.  Begriff  der  Funktion  einer  komplexen  Va- 
riablen. Unter  der  komplexen  Variablen  z  versteht  mau  das 
Aggregat  x  +  yi,  worin  x  und  y  reelle  stetige  Variablen  be- 
deuten. Da  beide  als  voneinander  unabhängig  aufgefaßt  wer- 
den, so  ist  die  Menge  der  Werte  von  z  durch  oc^  zu  bezeich- 
nen. Zum  Xullwerden  von  ^  ist  iC  =  0,  y  =  0  erforderlich; 
dagegen  wird  2  unendlich,  auch  wenn  nur  eine  der  Variablen 
X,  y  unendlich  wird. 


Vierter  Abschnitt.     Reihen.  253 

Stellt  man  die  Wertverbindung  xiy  durch  einen  Punkt  im 
rechtwinkligen  Koordinatensystem  0(XY)  dar,  so  kann  dieser 
auch  als  Darstellung  der  komplexen  Variablen  z  angesehen 
werden;  in  diesem  Sinne  soll  die  Ebene  0{X.Y)  als  ^-Ebene 
bezeichnet  werden.  Der  Bereich  P,  welcher  der  Verbindung 
xy  zugewiesen  wird,  ist  zugleich  der  Bereich  von  z. 

Führt  man  mit  z  und  etwaigen,  reellen  oder  komplexen, 
Konstanten  einen  bestimmten  (algebraischen)  Rechiiungsprozeß 
aus,  so  ist  das  Resultat  w  desselben,  eine  Funktion  von  z, 
darstellbar  in  der  Form  einer  komplexen  Größe  u  -\-  vi,  worin 
«<,  V  reelle  Funktionen  von  x,  y  bedeuten-,  wir  schi-eiben  dies 
in  der  Form  an: 

IV  =  f{z)  =  u  -[-  vi. 

Aber  nicht  jeder  aus  zwei  Funktionen  u,  v  von  x,  y  ge- 
bildete Ausdruck  u  -\-  vi  soll  als  Funktion  von  x  -\-  yi  gelten; 
vielmehr  soll  dies  nur  unter  einer  sogleich  zu  entwickelnden  Be- 
dinguno; stattfinden.  Vorher  sei  noch  bemerkt,  daß  die  Stetis;- 
keit  von  f{z)  in  derselben  Weise  erklärt  wird  wie  bei  einer 
Funktion  einer  reellen  Variablen,  wobei  man  den  absoluten 
Wert  einer  komplexen  Zahl  in  dem  in  6  angegebenen  Sinne 
zu  verstehen  hat.  Insbesondere  ist  leicht  zu  zeigen,  daß  f(z) 
stetig  ist,  sobald  es  u  und  c  sind,  was  wir  denn  auch  für  den 
ganzen  Bereich  P  voraussetzen  wollen.  Überdies  nehmen  wir 
an,  daß  w,  v  daselbst  auch  stetige  partielle  Differentialquotienten 
nach  X  und  y  besitzen. 

Als  Funkfcion  von  x,  y  aufgefaßt,  hat  f(^z)  =  lo  -\-  vi  unter 
den  gemachten  Voraussetzungen  in  der  durch  die  Winkel  cp,  xp 
gekennzeichneten    Richtung    den    totalen  Differentialquotienten 

(46): 

dw        fcu    .    .dv\                .    (du    ,     .cv\ 
,     =    >     -f  i  ^-    cos  qp  -^    ^ h  *  a       cos  ^ ; 

in  bezug  auf  z  also,  weil  dz  =  ds  (cos  fp  -\-  i  cos  t^»),  den  Diffe- 
rentialquotienten: 

(du   .    .  d c\  .    (du   ,    .  dv\ 

,  (  ^      -f  I.  ^- )  cos  g)  -f  U \-  i        \  cos  'ü) 

die  \cx         oocj  \dy  oyl 

dz  cos  (p  -\-  i  cos  ip  ' 

soll  dieser  unabhängig  sein  von  de)'  Richtung,  nach  welcher  mau 
sich   in    der  ^^- Ebene   von   dem    Punkte  x/y   aus    bewegt,    mit 
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andern  Worten:  soll  f{z)  als  Funktion  von  z  an  der  betrach- 
teten Stelle  geradeso  wie  eine  Funktion  einer  reellen  Variablen 
nur  einen   bestimmten  DiJQPerentialquotienten   haben,    so    muß: 


du        .dv 
dx         dx 

~     1 

du        .dv 
_dy^'  dy 
i 

sein;  denn  alsdann  ist 

(1)                      '^'=^+i^ 
^  ■'                        dz        ex          ox 

,            cv        .du 

oder  =  ^ ^  ^— 

dy         dy 

frei  von  q),  rp:    die  obige  Bedi 

ingung   führt  aber   zu    den  Glei- 

chungen: 

du 

dv 

(2)                                        f ' 

^                                                 du 

dy  ~ 

d'y' 

cv 

dx 

Eine  stetige  Funktion  w  =  w  +  ui,  in  welcher  u,  v  den 
Bedingungen  (2)  entsprechen,  heißt  eine  analytische  Funliion, 
und  nur  eine  solche  wird  als  eine  FunJction  der  komplexen 
Variablen  x  -{■  yi  betrachtet.  Die  Gleichungen  (2)  heißen  die 
Caucfi y-Iiiettiannschcn  Differentialgleichungen. 

Besitzen  die  Funktionen  u,  v  auch  stetige  Differential- 
quotienten zweiter  Ordnung*),  so  folgt  aus  (2): 

d^ii  d^v 

dx^  cydx 
c^u  d^ V 

dy^  dxdy 
und  hieraus  nach   5'2 

und  eine  analoge  Gleichung  ergibt  sich  für  v.  Diese  Gleichung, 
die  Laplacesclte  Differentialgleichung  genannt,  ist  grundlegend 
für  die  Theorie  der  analytischen  Funktionen.  Man  nennt  Funk- 
tionen, die  ihr  genügen,  harmonische  Funktionen,  und  ein 
Funktionenpaar,  das  den  Gleichungen  (2)  genügt,  bezeichnet 
man  als  ein  Paar  Jwnjugierfer  Funktionen;  ein  solches  ist  also 
zur  Bildung  einer  analytischen  Funktion  geeignet. 


*)  Eine  weitere  Ausführung  dieser  Theorie  zeigt,  daß  dies  eine 
notwendige  Folge  der  Existenz  und  Stetigkeit  der  ersten  Differential- 
qnotienten  iat. 
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Wie  aus  (1)  zu  ersehen,  ist  der  absolute  Wert  von   ,    durch 
^  '  dz 

die  positive  Wurzel  aus  (^^:)'+  (^^y  oder  aus  (^^)'+ (^p' 
ausdrückbar,  daher  ist 

\dx}  '^Kdx)  ~  \dy)  '^\dy)' 
eine  Beziehung,  die  auch  unmittelbar  aus  (2)  zu  erschließen  ist. 
102,    Konforme    Abbildung.     Faßt  man   auch  ujv  als 
rechtwinklige  Koordinaten  eines  Punktes  in  einer  zweiten  Ebene, 
der  ,/r-Ebene"  auf,  so  ist  durch 

u:  =  f(x  -\-  yi)  =  u  -{-  vi 

eine  Zuordnung  der  Punkte  der  beiden  Ebenen,  der  ^-Ebene 
und  der  #c-Ebene,  vermittelt  oder  eine  Abbildung  der  ^-Ebene 
auf  die  «^'-Ebene  bestimmt.  Beschreibt  der  Punkt  x/y  im  Ge- 
biete P  eine  Linie,  so  beschreibt  infolge  der  Stetigkeit  von  f 
auch  der  Punkt  u/v  eine  Linie  in  seiner  Ebene.  Es  soll  nun 
untersucht  werden,  von  welcher  Art  diese  Abbildung  bei  einer 
analytischen  Funktion  ist. 

Zu  diesem  Zwecke  gehen  wir  von  dem  Differential  der 
Funktion  f(ß)  aus,  das  den  Ausdruck  hat: 

Bewegt  man  den  Punkt  3I(x/y)  bei  festbleibendem  y  um 
die  sehr  kleine  Strecke  dx  parallel  der  ic-Achse  nach 
3I^(x  -\-  dx/y),  so  ist  dy  =  0  und  die  zugehörige  Bewegung 
des  Bildes  also  durch 

^  \cx  dx/ 

bestimmt;   daraus  liest  man   den  Richtungskoeffizienten   dieser 

Bewegung  ab: 

(A.\  ^  .  -^ 

^  ^  dx  '  dx 

Bewegt  man  Mix  y)  sodann  bei  festbleibendem  x  nach 
M^ipcly  -f  dy),  so  ist  dx  =  0  und  die  zugehörige  Bewegung 
des  Bildes  ist  durch 

dv     ,    .  du^ 


^/^  =  (-  fx  + '  dl)  ^y 
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bestimmt,  woraus  man  ihren  Richtungskoeffizienten 
.^.  du  ^  dv 

^  ^  dx  '  dx 

abliest. 

Aus  (4)  und  (5)  erkennt  man,  daß  die  Bilder  von  MM^ 
und  3IJ\h  ebenso  aufeinander  senkrecht  sind  wie  MM^  und 
MM^  selbst;  und  da  das  Längenverhältnis  dieser  Bilder: 

(6)  \  d^w  \:\  dyW 

gleich  dem  Längenverhältnis  der  Originale  ist,  so  bildet  sich 
das  infinitesimale  rechtwinklige  Dreieck  MM^M^  der  ^-Ebene 
in  ein  äJmh'cIies  infinitesimales  Dreieck  der  «t^- Ebene  ab.  Es 
ist  leicht  zu  erkennen,  wie  sich  dieser  Sachverhalt  auf  belie- 
bige infinitesimale  Dreiecke  und  infinitesimale  Figuren  über- 
haupt überträgt,  und  da  in  ähnlichen  Dreiecken  einander  ent- 
sprechende Winkel  gleich  sind,  so  kann  man  sagen: 

Die  durch  eine  analytische  Fimldion  vermittelte  Abbildung 
der  0-Ebene  auf  die  w-Ebene  ist  in  den  Jdeinsten  Teilen  ähnlich, 
oder  tvinlieltreu,  oder,  nach  einer  von  Gauß  eingeführten  Benen- 
nung, Jconform. 

Das  Grrößenverhältnis  der  kleinsten  Figuren  in  Bild  und 
Original  ist  nicht  in  allen  Teilen  dasselbe;  aus  (6)  ergibt  sich 
das  Länofenverhältnis  sehr  kleiner  Strecken:  das  lineare  Ver- 
Zerrungsverhältnis  aber,  das  bestimmt  ist  durch  den  Quotienten 

'  ^     '  gleich    [/(t)— )  +  \- — )  ;  ist  gleich  dem  absoluten  Wert 

des  Dififerentialquotienten  ,  an  der  betreffenden  Stelle  und 
somit  veränderlich  von  einer  zur  andern.  ■ 

Die  konforme  Abbildung  hat  für  die  Kai-tographie  große 
Bedeutung. 

Zur  Illustration  der  vorgeführten  Begriffe  diene  die  Funktion 
w  =  f{z)  =  ix^  —  if)  -\-2xyi- 
daß  sie  analytisch  ist,  folgt  daraus,  daß  x^  —  y^  =  u,  '2xy  =  v 
konjugierte  Funktionen  sind,  weil 

du  o     _  dv 

X  oy 

und 

du  j,     cv 

dy  "^  ex 
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Ihr  Diö'erentialquotient  ist 


dw        ci       I    o     • 


sein  absoluter  Wert  2  Yx^  +  y^. 

Eliminiert  man  y  zwischen   den  Gleichungen  x^  —  ij-  =  w, 
2xy  =  Vy  so  ergibt  sich 


u  =  x''  — 


4a;^ 


als  Gleichung  jener   Kurven   in   der  ^t; -Ebene,   in  welche   sich 

Fig.  19. 


-Ubene 


w  -Ebeni' 


-X 


das  System  der  Parallelen  zur  i/- Achse  abbildet;  es  sind  Para- 
beln.    Durch  Elimination  von  x  entsteht 


41/- 


y' 


als  Gleichung  jener  Kurven  der  «(;-Ebene,  in  welche  sich  die 
Parallelen  zur  a;- Achse  abbilden;  auch  sie  sind  Parabeln. 
Beide  Arten  von  Parabeln,  durch  entgegengesetzte  Lage  von- 
einander unterschieden,  haben  den  Ursprung  der  ^t-Ebene  zum 
gemeinsamen  Brennpunkt  (Fig.  19).  Sie  zerlegen  diese  Ebene 
in  rechtwinklig  krummlinige  Vierecke,  speziell  in  infinitesimale 
Quadrate,  wenn  die  ^- Ebene  in  infinitesimale  Quadrate  zerlegt 
worden  war. 

Da  u,  V  und  somit  auch  iv  sich  nicht  ändern,  wenn  man 
bei  X  und  y  zugleich  das  Zeichen  wechselt,  so  bilden  sich  je 
zwei  in  bezug  auf  0  symmetrische  Quadrate  der  ^- Ebene  in 
ein  Viereck  der  ?(;-Ebene  ab. 

Czuber,  VorloBungen.     I.    3.  Aufl.  17 
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Mim  erörtere  jene  Zerlegung  der  ^- Ebene,  die  einer  Zer- 
legung der  ?<'-Ebene  in  Quadrate  durch  Parallele  zu  den  Achsen 
entspricht. 

Im  folgenden  werden  die  elementaren  Funktionen  einer 
komplexen  Variablen  einer  kurzen  Erörterung  unterzogen. 

103.  Die  Potenz.  Moivres  Binomialformel  für  ganze 
Exponenten.  Es  gelte  als  Grundsatz,  daß  die  Potenz  einer 
komplexen  Zahl  begrifflich  ebenso  aufzufassen  sei  wie  die 
Potenz  einer  reellen  Zahl;  wenn  also  n  eine  natürliche  Zahl 
bedeutet,  so  sei  auch  bei  komplexem  2 

«"  =  5  •£-...  in-mal),      z-"=-jf,      -2°=!. 

Es  sei  nun 

(1)  z  =  X  -\-  iy  =  r(cos  cp  -\-  i  sin  qo)*, 
dann  ist 

z-  =  r(cos  (p  -\-  i  sin  95)  •  r(cos  (p  +  /  sin  95) 

=  }•-  [cos^  (p  —  B\n'  (p  -\-  2i  sin  cp  cos  9?] 

=  r^(cos  2(p  -\-  i  sin  2(p), 
z^=  r-(cos  2  g)  -f  '  sin  2(p)  r(cos  9p  +  i  sin  95) 

=  r^  [cos  2  (p  cos  9?  —  sin  2  9)  sin  99  -f  ?'  (sin  2  cp  cos  9p  -f  cos  2  9?  sin  tp)] 

=  r^(cos3q}  +  i  sin  3  9p): 
die  Allgemeingültigkeit  von 

(2)  2"  =  r"  (cos  nq)  -{-  i  sin  ncp) 

ergibt  sich  daraus,  daß  die  Hinzufügung  eines  weiteren  Faktors 
z  =  r(cos(p  —-  i  sin  9))  für  5"  +  ^  dasselbe  Bildungsgesetz  liefert. 
Aus  der  Beziehung 

1 

' , ,— ^-^    V  =  —  (cosw  —  isinw)  ==  —  [cos  ( —  95)  +isin  (—  9>)1 

r(co8g)-j- tsinqp)        r  ^        ^  r/        ,.  l  "ry    i  v      t/j 

ergibt  sich 

|^~"  =  /*~"  (cos  '—  ncf)  +  /  sin  (—  n(p)) 
I        =  >•- "  (cos  ntp  —  i  sin  w 9p) . 

Da  r~",  cos  w 9p,  sin  wg:»  einwertige  Größen  darstellen,  so 
sind  die  positive  und  die  negative  ganze  Potenz  einer  Tiomplexen 
Variablen  einwertige  FunJctionen  derselben. 


1 
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Vergleicht  man  die  Formeln  (2),  (3)  mit  den  aus  (1) 
unmittelbar  hervorgehenden 

z"  =  r"(cos  9^  +  '  sin  9p)",     ^~"=  r~"(cos  tp  -\-  i  sin  9?)"", 
so  ergibt  sich 

(4)         (cos  9?  -f  *'  sin  9))±  "  =  cos  (+  ntf)  +  /  sin  (+  **y), 
die  Mo  i  vre  sehe  Binomialformel*) ,  zunächst   gültig  für  jedes 
ganze  n. 

lO-t.  Die  Wurzel.  Moivresche  Binomialformel  für 
rationale  Exponenten.  Die  n-ie  Wurzel  aus  einer  kom- 
plexen Zahl  werde  begrifflich  ebenso  aufgefaßt  wie  die  Wurzel 
aus  einer  reellen  Zahl;  es  sei  also  auch  bei  komplexem  z  und 
ganzem  positiven  n 

yz  =  IV 
nur  dann,  wenn 

w"=  z. 

Setzt  man  iv  =  u  -\-  iv  =  jR(cos  ^  +  «sin  3>)j  so  führt  dies 
vermöge  des  vorigen  Artikels  zu  der  Beziehung: 

R"  (cos  nO  -\-  i  sin  n^)  =  r  (cos  (p  -\-  i  sin  cp) , 
welcher  nur  auf  die  eine  Weise  genügt  werden  kann,  daß 

J?»  =  r, 

gesetzt  wird,  wobei  x  jede   positive   wie  negative  ganze  Zahl 
einschließlich  der  Null  bedeuten  darf.     Hieraus  ergibt  sich 

R=   yr  \,  0  =  -*-^- : 

daher  ist 

/e\    "/~      " /~7 ; — '■ — • \  "/~    /        q)-\-2x7t    ,    .    .     q)-\-2-iin\ 

(0)  y z=yr [COS q)-{-tsm(p )=    yr   (cos — |-«sin^— ^^ )• 

• 

Der  anscheinend  unendlich  vieldeutige  Ausdruck  auf  der  rechten 
Seite  nimmt  in  Wirklichkeit  nur  n  verschiedene  Werte  an,  die 
man  erhält,  wenn  man  der  Reihe  nach 
(6)  x  =  o,  l,2,...(w-l) 

setzt.     Die  Verschiedenheit  der   aus  diesen  Substitutionen  her- 
vorgehenden Werte   folgt   daraus,   daß    die  zugehörigen  Werte 

CD    I    2  yt  Ä 

von      ^ sämtlich    in   dem    Intervalle  (0,  2;t)   liegen   und 


*)  Abraham  de  Moivre,  Miscellanea  analjtica,  London  173U. 

17* 


260  Erster  Teil.     Differential-Rechnung. 

voneinander  verschieden  sind.  Bezeictnet  man  ferner  irgend 
eine  Zahl  der  Reibe  (6)  mit  a,  so  kann  jede  ganze  Zahl 
außerhalb  dieser  Reihe  durch 

pn  -f-  a 

ausgedrückt  werden,  wobei  })  eine  positive  oder  negative  ganze 

Zahl  bedeutet;  setzt  man  nun  x  =  pn  -j-  a,  so  wird 

qp4-2x«        qp -|- 2  (pn -1- a)  TT        (p-\-2aTt        ^^ 

n  n  n  '       x-     7 

und  da  2p:t  auf  den  Wert  der  trigonometrischen  Funktionen 
in  (5)  keinen  Einfluß  hat,  so  liefert  die  Substitution  y,=pn  -{-  a 
dasselbe  wie  die  Substitution  x  =  u. 

Hieraus  folgt,  daß  die  n-te  Wurzel  aus  einer  Tiomplexen 
Variablen  eine  n-ivoiige  Funliion  dieser  Variablen  ist;  doch 
haben  die  n  Werte  denselben  absoluten  Betrag  und  unter- 
scheiden sich  nur  in  der  Amplitude,  so  daß  ihre  Bilder  auf 
einem  Kreise  um  den  Ursprung  liegen  und  seinen  Umfang  in 
n  gleiche  Teile  teilen.  Da  übrigens  die  komplexe  Variable 
auch  die  reelle  und  die  rein  imaginäre  Variable  in  sich  be- 
greift, so  gilt  das  Gesagte  auch  für  die  n-te  Wurzel  aus  einer 
reellen  Zahl. 

Setzt  man  in  der  Formel  (5)  r  =  1  und  läßt  auch  für  ein 

komplexes  z  den  Ansatz 

1 

zurecht  bestehen,  so  ergibt  sich 

/'7\          /               I     •    •        \„                 q)4-2y.7t         .    .      (p4-2xx 
[l)        (cos  qp -j- ^  sm  ^) "  =  cos  ^--'-    1- ^  sin 

Gilt  ferner  auch  für  komplexe  z 

wo   unter  —  ein  irreduzibler  Bruch  verstanden  werden  soll,  so 
P 

ergibt  sich  durch  Verbindung  von  (4j  und  (5): 
iP/-        P/ 


8) 


-^z'i  =  y[r(cos  g)  +  i  sin  (p)]'^ 


=  Yr^'lGosqcp  -f  i  sin qq)) 

=  rP    (cos  ^*^^^    -    +  «  sin  ^  ^ j  ; 
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und  hieraus  für  ;•  =  1 


7 


(9)  (COS  9  4-  /  Sin  (p)i'  =  COS  ^^^—^ +  ?  sin  ^      '    —  ; 

in  beiden  Formeln  ist  nach  und  nach 

z  =  0,  1,...Q.-1) 

zu  setzen,  um  alle  Werte  zu  erhalten,  deren  die  rechte  Seite 
fähig  ist. 

Hiernach  gilt  für  jedes   rationale   (positive  wie  negative) 
n  die  Formel: 

(10)  I  cos  9?  +  /  sin  q))"  =  cos  n((p  -\-  2x7t)  -\-  i  sin  n  ((p  +  2jc7t). 
Man  kann  also,  alle  Fälle  umfassend,  für  die  Potenz  mit  kom- 
plexer Basis  die  Formel  aufschreiben: 

2"  =  I  ^"  I  { cos  n{(p  -\-  2ii7i)  +  «■  sin  w  (qp  +  ^xTt) } , 
und  läßt  man  sie  auch  für  ein  irrationales  n  gelten,  so  erweist 
sich  z"  für  ein  solches  ii  als  eine  unendlich  vielwertige  Funktion. 
105.  Die  natürliche  Potenz.  Als  analytische  Definition 
der  natürlichen  Potenz  werde  die  auch  für  einen  komplexen 
Exponenten  beständig  und  absolut  konvergente  Potenzreihe 
angenommen,  welche  in  95,  (17)  unter  Voraussetzung  eines 
reellen  Exponenten  gefunden  worden  ist;  es  sei  also 

(11)  ^-"=i  +  f +  rii  +  -"- 

Für  einen  andern  Wert  z'  der  Variablen  ist 

e-'-^+f +  {-.,  +  ■■■■ 

Wendet  man  auf  diese  zwei  Reihen  das  in  75  entwickelte 
Multiplikationstheorem  absolut  konvergenter  Reihen  an,  so  er- 
gibt sich  für  das  allgemeine  Glied  c„  der  Produktreihe  der 
Ausdruck: 


1  -2 


2  ..  .n     '     1       1  •  2  ...(»—  1) 

fi  -.'»-2 

j.  J ! j j * .1 

^1-2     1-2. ..(n—  2)  ~  ^1-2...« 


1-2...« 
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hiernach  ist 

d.  h. 

Die  uatürliche  Potenz  erfüllt  also,  wenn  mau  ihr  die  Definition 
(11)  zugrunde  legt,  das  Gesetz,  welches  die  Arithmetik  für 
Potenzen  gleicher  Basis  und  mit  reellem  Exponenten  nach- 
weist, auch  für  komplexe  Exponenten,  sie  erfüllt  es  also  ganz 
allgemein. 

Daraus  folgt 

vermöge  der  Definition  (11)  ist  aber 

e.y_  1    ,   !y_..2/^  __JJ^   ,         y"         :   'Jl . 

^1  1-2        1- 2 -S"!- 23-4^1. 2-3-4-5  ' 

wegen  der  beständigen  absoluten  Konvergenz  dieser  Reihe  sind 
notwendig  auch  die  Reihen 


1- 

1  •  2  "^   1  •  2  •  3  •  4 

y 
1 

?/'     ,         y' 

beständig  und  absolut  konvergent;  als  solche  sind  sie  bereits 
in  96,  (22)  und  (23),  erkannt  und  cos?/,  respektive  sin?/  als 
ihre  Grenzwerte  erwiesen  worden;  mithin  ist 

(12)  e'y  =  cos  y  -\-  isiny 
und 

(13)  f^  +  iy  ^  gl  (cos  y  -f-  i  sin  y) . 

Die  erste  dieser  beiden  Formeln  ist  von  Euler*)  nach  ihrer 
hohen  Bedeutung  für  die  Analysis  gewürdigt  worden.  Formal 
gestattet  sie,  das  Moivresche  Binom  cos  (p -\- i  sm  q)  in  Form 
einer  natürlichen  Potenz  mit  imaginärem  Exponenten,  ^'p^  dar- 
zustellen. 

Ändert  man  in  (12)  y  um  2'ax,  unter  x  eine  positive  oder 
negative  ganze  Zahl  verstanden,  so  ändert  sich  die  rechte  Seite 

*)  Introductio  in  Analysin  infinitorum,  1748;  deutsch  von  F.  Maser, 
Berlin  1885. 
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Fig.  20. 
Y 


wegen  der  l'eriodizität  der  trigonometrischeu  Funktioneu  mit 
der  Periode  2n  nicht;  folglich  ist 

lind 

(14)  0'  +  -^'"'=  e-'. 

Die  natürliche  Potenz  ^  ist  demnach  eine  eindeutige  periodische 
Funktion  von  z  und  2ni  der  Modul  der  Periode  (32).  Ist  z 
rein  imaginär  =  iy,  so  ist  vermöge  (12)  der  Modul  von  e*^ 
bei  jedem  Werte  von  y  die  Einheit;  ist  z  komplex  ==  a;  -]-  iy, 
so  ist  der  Modul  von  e"  auf  Grund  von  (13)  e'. 

Wegen  der  Periodizität  von  e'  genügt  es,  um  alle  Werte 
der  Funktion,  deren  sie  fähig  ist,  zu  erhalten,  z  ein  Gebiet 
zuzuordnen,  das  dem  x  das  Intervall 
(—  CX3,  +  oo),  dem  y  das  Intervall  (0,  2:t) 
zuweist,  also  einen  Streifen  der  Ebene, 
welcher  von  der  a;- Achse  und  einer  zu 
ihr  parallelen  Geraden  im  Abstände  2% 
begrenzt  wird  (Fig.  20).  Zerlegt  man  die 
ganze  Ebene  in  Streifen  dieser  Breite,  so 
wiederholen  sich  die  Werte  von  e^,  welche 
aus  dem  erstgenannten  Streifen  entspringen,  in  jedem  anderen 
derart,  daß  e-''=  e%  wenn  zz  YY',  zz  =  2^1  oder  ein  positives 
oder  negatives  Vielfaches  hiervon  ist.  Die  Ebene  KOY  ist 
daher  unendlich  vielfach  auf  die  Ebene  CTOF  abgebildet  (102). 

Verbindet  man  die  Gleichung  (12)  oder 
e^'  =  cos  X  +  i  sin  x 

mit  der  aus  ihr  durch  Zeichenänderung  des  x  hervorgehenden 

e~  '•'■  =  cos  X  —  i  sin  x 

durch  Addition  und  Subtraktion,  so  ergeben  sich  die  ebenfalls 
von  Euler  auftrestellten  Formeln: 


'i.ri 

2Jii 

\~' 

\~ 

0 

Y' 


cos  X  = 


sm  X  = 


2 


2  t 


106.  Der  natürli  che  Logarithmus.  Unter  dem  natür- 
lichen  Logarithmus    der    komplexen  Variablen    z  =  x -\- iy 
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soll  jede    komplexe  Variable    w  =  u  -\-  iv    verstaudeu    werden, 

die  für  alle  Werte  von  x,  y  die  Beziehung 

e"'  =  s 

erfüllt;  mit  andern  Worten,  wie   bei  reellen  Variablen  soll  der 

natürliche  Logarithmus  die  Umkehrung  der  natürlichen  Potenz 

sein.     Zu    seiner    Bezeichnung    diene    dasselbe  Symbol  Iz  wie 

bei  reellen  Variablen. 

Aus 

g'c  =  g(/+i  p  =  e"(cos  V  +  /  sin  v)  =  x  -\-  iy 

folgt  aber  nach  dem  Grundsatze,  daß  zwei  komplexe  Größen 
nur  dann  gleich  sind,  wenn  die  rellen  Bestandteile  und  die 
Koeffizienten  von  i  beiderseits  übereinstimmen,  daß 

c"  cos  V  =  X 

e"  sin  V  =  «/; 
daraus  ergibt  sich  für  den  Modul  von  e"',  d.  i.  für  e",  der  Wert 

e"  =    Yx-  +  y^  ,     woraus  ii  =  l   Yx^  -{-  y^   ; 
fem  er 

cos  v  =  -^,        sm  f  =  ^ ,  tg  r  =  — ; 

bezeichnet  also  Are  tg  —  jenen  einzigen  Bogen  aus  dem  Inter- 

valle  (0,  2:r),  dessen  Tangens  den  Wert  hat  und  dessen 
Kosinus,  Sinus  beziehungsweise  mit  x,  y  dem  Zeichen  nach 
übereinstimmen,  so  ist 

V  =  Arctcr  i^  4-  2^%, 

wobei  y.  jede  positive  und  negative  ganze  Zahl  mit  Einschluß 
der  XuU  bedeuten  kann. 

Xachdem   so   die  Elemente  von  w   durch  jene  von  z   dar- 
gestellt sind,  hat  man: 

(16)        l{x  -Viy)  =  l\Yx'^-\-y^    +zArctg-|-  + 2;c;ri. 

Der  natürliche  Logarithmus  einer  komplexen  Variahein  ist  dem- 
nach eine  unendlich  vieluertige  FunJction,  und  aus  einem  seiner 
Werte  ergibt  sich  jeder  andere  durch  additive  Hinzufügung  eines 
entsprechenden  Vielfachen  von  2:ii. 

Den  zu  X  =  0  gehörigen  Wert  bezeichnet  man  als  Haupt- 
wert mit  dem  Symbol  Iz,  so  daß  Iz  =  Tz  -{-  2x;r. 
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Die.ses  Verhalten  ist  die  notwendige  Folge  der  Periodizität 
der  natürlichen  Potenz,  aus  Avelcher  der  natürliche  Logarithmus 
durch  Umkehrung  hervorgeht  (33). 

Weil  die  komplexe  Variable  auch  die  reelle  und  die  rein 
imaginäre  umfaßt,  so  gilt  der  eben  ausgesprochene  Satz  auch 
für  diese. 

Ist  y  =  0,   so  ist  Are  tg  -—   entweder   =  0    oder    =  ;r,   je 

nachdem  a;  >  0  oder  a;  <  0 ;  man  hat  also  für  den  allgemeinen 
Logarithmus  einer  reellen  Zahl  x  die  Ansätze: 
für  a;  >  0         Ix  =  lx  -{-  2x7ti 
für  a;  <  0         Ix  =  1  \  x  \  -{-  (2x  -\-l)7ti, 
wobei  Tx,  bzw.  T  \x\  den  Logarithmus  im  gewöhnlichen  arith- 
metrischen  Sinne  bedeutet. 

Die  erste  dieser  Formeln  zeigt,  daß  sich  unter  den  un- 
endlich vielen  Werten  des  natürlichen  Logarithmus  einer  posi- 
tiven reellen  Zahl  ein  einziger  reeller  Wert  befindet,  eben  der 
Hauptwert;  dieser  ist  es,  den  man  gewöhnlich  mit  Ix  bezeichnet. 
Aus  der  zweiten  Formel  geht  hervor,  daß  die  Werte  des  Loga- 
rithmus einer  negativen  reellen  Zahl  wie  die  einer  komplexen 
Zahl  sämtlich  imaginär  sind. 

Es   mag  noch   die   einfache   Gestalt    der   Formel  (16)    an- 
geführt werden,  welche  sich  bei  trigonometrischer  Darstellung 
von  2  ergibt.     Ist  z  =  r(cosq)  -f-  ism(p),  so  hat  man: 
I2  =  Ir  4-  i(p  +  2x.Ti. 

Bei  der  Abbildung  von  tv  ==  I2  entsprechen  jedem  Punkte 
der  .r-Ebene  unendlich  viele  (äquidistante)  Punkte  der  tv-Fthene. 

107.  Trigonometrische  Funktionen.  Zur  Definition 
der  trigonometrischen  Funktionen  Sinus  und  Kosinus  sollen 
bei  komplexem  Argument  dieselben  beständig  und  absolut 
konvergenten  Potenzreihen  genommen  werden,  welche  sich  in 
96,  (22)  und  (23),  bei  rellem  Argument  für  diese  Funktionen 
ergeben  haben.  Bezüglich  der  anderen  Funktionen  sollen  die 
nämlichen  Beziehungen  gelten,  wie  bei  reellem  Argument,  also 

tsz  =  usw.     Wir   wollen    zeigen,    daß   dies    auf  das  näm- 

°  cos  z  °      ' 

liehe  hinauskommt,  wie  wenn  man  die  Formeln  105,  (15)  als 
allgemein  geltende  Definitionen  festgelegt  hätte. 
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In  tler  Tat  folgt  aus  (11): 

iz  z*  iz^  2* 

1    "~  1  •  2  ~  1  •  2  •  3  "*"  1T2  ~3  -4    '    12-3-4.5 

iz  z^      ,       i i  ° 


1  + 


+ 


tz' 


=  i-T-i:-2  +  i 


+ 


2-3    '    1.2-3-4        1-2-3.4-5 
und  hieraus  durch  Addition  und  Subtraktion: 

^  J:J —  =  1  _     ~      + 

2  l-2~l-2-3-4 


2i 


z'  z^ 

l-2-3^  1-2.  3. 4-5 


nimmt  man  also  die  rechtsstehenden  Reihen,  die  mit  jenen 
96,  (23),  (22)  übereinstimmen,  als  Detinitionen  für  cos  2  und 
sin  2,  so  ist  auch 


(17) 


cos^  = 


e  '  —  c 
2t 


Da  die  natürliche  Potenz  periodisch  ist  mit  dem  Modul  27ti,    , 
so  daß  e'-'^2z«i^  g.(--  +  2z/r)  ^  g,;^   g^  gj^^^j  ,^^g  J^unktionen  cos  ^^, 

sin  2    ebenso    wie    die    gleichnamigen    Funktionen    der    reellen 
Variablen  periodisch  mit  dem  Modul  27C. 

Ist  ^  rein  imaginär,  z  =  ix,   so   geben   die   Formeln  (17) 

e^  +  e    " 


(18) 


cos  IX  = 


sin  ix  =  i 


=  cosh  X, 

X 

-  =  ^  sinh  x, 


80  daß  der  Kosinus  einer  rein  imaginären  Variablen  reell,  der 
Sinus  rein  imaginär  ist.  Durch  diese  Formeln  ist  zugleich 
der  Zusammenhang  zwischen  den  Kreis-  und  den  Hyperbel- 
funktionen (34)  hergestellt. 

Ist  2  komplex  =  a;  +  iy,  so  hat  man  nach  (17): 

cos  (x  +  iy) 

^  e"  .  e-y+e-'^-  ^  _  (e''-\-  e"'^)  (^  +  e'^)  -  (e'^-  g-'^)  (e^-  e'^) 
2  4 

sin  (x  +  iy) 

_  e'^-g-y-e-^^-e^  _  (e'^-  e"")  (e^-^-  e'^)  -  (e'^+  e"*^)  je"-  e'^) , 


2  t 


4  t 
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Fig.  21. 


mit  Beachtung  der  Formeln  (15)  und  (18)  gibt  dies: 
cos  {x  -\-  iy)  =  cos  x  cos  iy  —  sin  x  sin  iy 
sin  {x  -\-  iy)  =  sin  x  cos  iy  -\-  cos:f  siu  iy, 

Formeln,  welche  völlig  dem  für  reelle  Bögen  geltenden  Addi- 
tionstheorem entsprechen;  in  der  Form  geschrieben: 

cos  (x  -\-  iy)  =  cosx  cos  hy  —  i  sin  x  sinh  y 

sin  (x  +  iy)  =  sin  x  cos  hy  -f  i  cos  x  sinh  y 

lassen  sie  die  linksstehenden  Funktionen  unmittelbar  als  kom- 
plexe Größen  erscheinen. 

Der  Kosinus  und  der  Sinus  einer  Jcomplexen  Variablen  sind 
demnach  eindeutige  periodische  Funldionen    mit  dem  Modid  2%. 

Wegen  der  Periodizität  genügt  es, 
um  den  ganzen  Verlauf  dieser  Funktionen 
kennen  zu  lernen,  dem  z  als  Gebiet  einen 
Streifen  der  Ebene  zuzuweisen,  welcher 
von  der  y- Achse  and  einer  zu  ihr  par- 
allelen Geraden  im  Abstände  2%  begrenzt 
ist  (Fig.  21).  Teilt  man  die  ganze  Ebene 
in  derlei  Streifen,  so  wiederholen  sich  in 
jedem  derselben  die  Werte  aus  dem  erst- 
gedachten Streifen  derart,  daß  cos  /  =  cos^, 

sinÄ'=sin^r,    wenn   zz  •  X.X.'   und   zz'=2'ji   oder   einem  Viel- 
fachen davon. 

108.  Zyklometrische  Funktionen.  Als  Ärcustangens 
einer  komplexen  Variablen  z  ^  x  -\-  iy  werde  jede  komplexe 
Zahl  u-  =  w  -f  iv  bezeichnet,  die  der  Bedingung: 

tgw  =  z 

genügt.     Mit  Benutzung   der   Gleichungen  (17)   führt   dies   zu 

der  Gleichung 

1    e'^—e-''" 


A' 


:>' 

0 
Y 

,T    '/ 

.7 

.aus  welcher  zunächst 


+  e" 


und  weiter 


e^'"'+  1 


iz 


1  -(-  iz 
1  —  iz 


268  Erster  Teil.     Differential-Rechnung. 

folgt,  SO  daß  sich  für  «'  die  Bestimmung: 

ir  =  irr  /  V       •    =  Are  tg  z 

ergibt:    dadurch   ist   die  Lösung  der  Aufgabe   auf  die  Bestim- 
mung des  natürlichen  Logarithmus  einer  komplexen  Variablen 
zurückgeführt,  die  in  106  erledigt  worden  ist.     Es  ist 
1  -j-  tr 1  —  y  -\-ix  1  —  x^  —  y^    \  ^  ^ 


der  Modul  hiervon  die  positive  Quadratwurzel  aus 

(1  —  a;*  —  y*)*^-f  4a;*  _  jl -^  X* -\- yy  —  iy^  _  a;»  +  (1  —  y)- 
'{ X'  +  Jl'-fyfr    ~     Ü*  +  (1  +  y? )'     ~  X*  +  (1  +  y)^^  5 

daraus  ergibt  sich  auf  Grund  von  106,  (16): 

l  —  tz        2      a;*  + (1 -|- j/)-  °  1  —  X*  —  y*    ' 

und  hiermit 

[  Are  tg  {x  +  ij/) 

I  19)  i,  a;«  +  (1  +  2/)*        1     .       ,  2x 

\=  T  ^    i  r).~^ ^s  +  IT  Are  tg  ;; i —  -,  +  x.t;; 

{        i      T* -|- (1  —  2/)*         2  »1  —  x^—y-  ' 

2a; 

dabei  ist  unter  Are  tg , ^  jener  Bogen  aus  dem  Intervalle 

1      X        y 

(0,  2fc)  zu  verstehen,  dessen  Tangens i~zi  i  ^^^  "^^  dessen 

Sinus,  Kosinus  im  Vorzeichen  mit  2x,  1  —  x^  —  y^  respektive 
übereinstimm  en. 

Der  Arcustnngens  einer  Ixomplexen  Variablen  ist  demnach 
eine  unendlich  vieldeutige  Funldion;  aus  einem  seinem'  Werte 
ergibt  sich  jeder  andere  durch  additive  Hinzufügung  eines  ent- 
sprechenden Vielfachen  von  %. 

Als  bevorzugter  Wert  soll  jener  gelten,  der  x  =  0  ent- 
spricht, und  als  Hauptivert  mit  aretg  z  bezeichnet  werden ;  es 
ist  dann  Aretg  ^  =  aretg  ^  -\-  xtt. 

Die  andern  zyklometrischen  Funktionen  führen  ebenfalls 
auf  den  natürlichen  Logarithmus  zurück.  Auch  wenn  w  eine 
komplexe  Zahl  ist,   gilt  nämlich  vermöge  (17)  die  Gleichung: 

e'"'  =  cos  w  -f  i  sin  iv, 
woraus 

w  =    .  l  (cos  IV  -f  i  sin  iv)'^ 
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setzt  man  nun  einmal  sinzc;^^,  ein  zweitesmal  cosw  =  2,  so 
ergibt  sich  im  ersten  Falle 

Are.  sin  ^  =  —  ?  (j/l  —  ^^  -f  iz)  ; 
im  zweiten  Falle 

Are  cos  2  =  -.-  l  {2  i-  i  "j/l  —  z^) , 

die  Wurzel  beidemal  als  zweideutige  Größe  aufgefaßt.  Die 
Ausführung  dieser  Formeln  in  den  Variablen  x,  y  soll  unter- 
bleiben. Nur  einige  Bemerkungen  mögen  noch  angefügt  wer- 
den. Ist  z  reell  und  dem  Betrage  nach  kleiner  als  1,  so  ist 
auch  yi—z^  reell  und  der  Modul  von  "j/l  —  ^^-f  i^f,  ebenso 
wie  der  von  z  -j-  i]/!  —  2^  gleich  1 ;  infolgedessen  entfällt  ver- 
möge 106,  (16)  der  logarithmische  Teil  und  es  bleibt  ein  reeller 
Bogen  bestehen.  Wenn  hingegen  z  reell  und  dem  Betrage 
nach  größer  als  1  ist,  dann  ist  ]/!  —  z~  imaginär  und  der 
Modul  von  yi  —  z^  -\-  iz  gleich  |  z  -f  Yz^  ~  1  | ;  jener  von 
z-i-iyi—s'^  =  z  —  Yz^—l  gleich  j^  — ]/?— 1|;  man  hat  also 
auf  Grund  von  106,  (16): 

Are  sin  ^  =    .  l   z  -i-Vz^  —  1    +  -^  +  2jf  Jt 

Are  cos  z  =    .  l  z  —  Vz^  —  1    +  ^2^%. 

i  ' 

Aus  diesen  Darlegungen  ergibt  sich  die  für  reelle  z,  welche 
absolut  genommen  kleiner  sind  als  1,  aus  den  Elementen  schon 
bekannte  Formel: 

Are  sin  z  -\-  Are  cos  z  =  ~  -\-  2  x  jr . 

Hervorgehoben  seien  zum  Schluß  die  nahen  Beziehungen, 
die  sich  durch  Heranziehung  der  komplexen  Variablen  zwischen 
den  trigonometrischen  Funktionen  und  der  Exponentialfunktion 
einerseits,  den  zyklometrischen  Funktionen  und  dem  Logarith- 
mus andererseits  aufgetan  haben  und  die  sich  durch  die  ganze 
Analysis  hindurch  verfolgen  lassen. 

§  5.     Die  unbestimmten  Formen. 
100.  Die  Form       •   Wenn  eine  Funktion  f\x)  der  stetigen 
Variablen  x  für  ein  Intervall  (a,  ß)  eindeutig  definiert  und  in 
diesem  Intervall  stetig  ist,  mit  Ausnahme  einer  einzigen  Stelle 
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x  =  a,  welche  inuorhalb  («,  ßj  liegt  oder  jnit  eiuer  der  Grenzen 
zusaninieufällt  und  an  welcher  die  Definitiou  ihre  Geltung  ver- 
liert, so  stellt  sich  die  Aufgabe  ein,  das  Verhalten  der  Funktion 
in  der  Umgebung  dieser  kritischen  Stelle  zu  untersuchen.  Diese 
Aufgabe  erhält  einen  bestimmten  Ausdruck  in  der  Forderung: 
den  Grenzwert  von  /\2)  zu  suchen  für  einen  näher  bezeich- 
neten, aber  stetigen  Grenzübergang  lim  x  =  a  (18). 

Die  Funktion  f(x)  erscheint  an  einer  solchen  Stelle  x  =  a 
iu  einer  sogenannten  unhestimmtmi  Form  und  nach  dieser  Form 
richtet  sich  das  einzuschlagende  Verfahren.  Welches  diese 
Form  aber  auch  sei,  so  bezeichnet  man  den  Grenzwert  lim  /(icj, 

x  =  a 

wenn  ein  solcher  existiert,  als  einen  uneigenÜichen  FimMions- 
uert,  wohl  auch  nicht  gerade  zutreffend  als  den  wahren  Wert 
der  unbestimmten  Form,  und  ergänzt  die  an  der  Stelle  x  =  a 
unterbrochene  Definition  der  Funktion  dadurch,  daß  man  diesen 
Grenzwert  als  ihren  Wert  an  dieser  Stelle  festsetzt,  also 
(1)  /•(«)  =  lim  f{^x) 

x  =  a 

annimmt;  dies  geschieht  auch  dann,  wenn  der  gedachte  Grenz- 
wert +  oü  oder  —  co  ist.  Die  Ergänzung  erfolgt  also,  sofern 
der  Grenzwert  ein  endlicher  ist,  nach  dem  Grundsatze,  daß 
die  im  Intervalle  («,  ß)  mit  Ausschluß  von  a  herrschende 
Stetigkeit  auch  für  x  =  a  fortbestehen  bleibe. 

Unter  den  unbestimmten  Formen  ist  es  eine,  auf  welche 
man  die  übrigen  zurückzuführen  sucht;  sie  hat  folgende  Ent- 
stehung. 

Es  sei  f{x)  =  — -^  eine  gebrochene  Funktion,  deren  Zähler 
und  Nenner  in  dem  Intervalle  (a,  ß)  stetig  sind  und  an  der 
Stelle  x  =  a  zugleich  verschwinden;  dann  nimmt  der  Ausdruck 
der  Funktion  die  Form    -  an. 

Da  (p{x)  und  il^ix)  für  lim  a;  =  a  unendlich  klein  werden, 
so  hängt  der  Grenzwert  ihres  Quotienten  von  der  Ordnung 
des  Unendlichkleinwerdens  jeder  einzelnen  ab  (16). 

Hierüber  gibt  mitunter  schon  eine  einfache  algebraische 
Umformung  Auskunft;  sind  z.  B.  m,  n  natürliche  Zahlen,  so  ist 

X    —  a  {X  —  a)\x        -\-  ax         -\-  ■  ■  ■  -\-  a        )  ^ 


m  = 


a;».-a"  ix-a){x"-^-^ax''-^  + [-  a"'')  ' 
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Zähler  und  Nenner  werden  also  für  \imx  =  a  von  derselben 
Ordnung  unendlich  klein  wie  x  —  a,  daher  ist 

Ist  ./;  =  0  die  kritische  Stelle  und  sind  g)(x),  il^ix)  in 
Potenzreihen  entwickelbar,  so  können  diese  Reihen  ein  von  x 
freies  Glied  nicht  enthalten  (85,  Schluß);  es  sei  daher: 

(jp(;r)  =  «0*''"+  «1^'"  +  ^+  «2a;"'  +  --f  •  •  •  =  a;'"(ao+  «i^-'  +  •  •  ■), 
t{x)  =  \x"-\-  &iä;"  +  ^  +  &2^"  +  2  -^  .  .  .  =  a;"(6o  +  \x  ^ ): 

für  lima;  =  0  werden  jetzt  cp{x),  t{x)  in  bezug  auf  x  selbst 
unendlich  klein  von  der  m-ten,  bzw.  von  der  w-ten  Ordnung 
und  man  hat  nun  drei  Fälle  zu  unterscheiden: 

x'" 

a)  für  m  >  )i  ist  lim  —  =  0,  daher 

x  =  o  x"' 

x'" 

b)  für  m  <  n  ist  lim  —  =  oo  (-{-  oo  bei  geradem  u  —  m , 

x  =  Q  x" 

bei  ungeradem  n  —  m   links  —  oo,  rechts  +  oo),  also 
/'(0)  =  lim^^  =  cx); 

c)  für  m  =  n  endlich  erhält  man 

Zur  Erläuterung  dieses  Verfahrens  mögen  folgende  Bei- 
spiele dienen: 

1)  Für  X  =  0  nimmt 

^/   X         x  —  sina; 

f{^)  = p 

die  Form         an;  es  ist  aber 


(x-      ^'      + ^' \ 

\  l-2-3'l.2.3-4-5  / 


X  —  Sin  ic  =  X  —  [X  — 

x^  x" 

~"  1~*2  .  3  ~~  1  •  2-3^4  -5    ' 

daher 


m  ==  lim  fix)  =  ^ 
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2)  Dieselbe  Erscheinung  tritt  bei 

-/  N       X  —  arc  ig  x 

'  ^   ''  1  —  cos  iC 

ein;  die  Entwicklungen  von  Zähler  und  Nenner  geben 

,                            /  X          .t"    ,    X"  \         x^         x^    , 

x-avctgx  =  x-[^-   .^   +   ^ j  =   ^  _  _  +  .  .  . 

folglich  ist 

f{0)  =  lim  f{x)  =  0. 

x  =  0 

3)  Das  gleiche  Verhalten  zeigt 

für  a:  =  0;  nun  ist,  sobald  x  genügend  klein  geworden, 

1(1  +  X  -{-  x'^)  +  1(1  -  X  -i-  x^) 
x-{-x^     {x-\-x^^     {x-\-x^y  /x  —  x^{x  —  x^''     (x—x-f        \ 


-i+T+r2+-+i 


-     1      2      '            ' 

e^  +  e~^—  2  cosä; 

-:+>^--2('- 

a;* 

1  •  2  •  .3  •  4 

^G 

/■(Oj  -  lim  /-(x')  =  '  ■ 

daher 


Die  Entwicklung  gibt  zugleich  ein  bequemes  Mittel,  die 
betreffende  Funktion  für  der  Null  naheliegende  Werte  von  x 
näherungsweise  zu  berechnen;  so  kann  die  Funktion  des  1.  Bei-, 

Spiels  für   sehr  kleine  Werte  von  x  durch  — — _    ,  jene   des'J 

x       x^ 

3          5                   .            .                            2  ic         31  ic" 
2.  Beispiels  durch ^  und   dies   wieder   durch  — -—  , 

2  ~  24 

x^ 
1  + 

2 

die    des    3.    Beispiels    durch  ^    und    dies    wieder    durch 

^  180 

-r-  +    ,    näherungs weise  ersetzt  werden. 

2  4  '^ 
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Zu  einem  allgemeinen  Verfahren  der  Grenzwertbestimmung 
von  Quotienten,  deren  Zähler  und  Nenner  für  x  =  a  gleich- 
zeitig Null  werden,  führt  die  Differentialrechnung.  Ange- 
nommen, die  Funktionen  (p{x),  ^{x)  besitzen  in  einem  be- 
liebig engen,  a  und  a  -\-  h  enthaltenden  Intervalle  stetige 
Ditferentialquotienten  m-ter,  bzw.  w-ter  Ordnung,  so  können 
(p{a-^]i)  und  rl>(a  +  h)  nach  der  Taylorschen  Formel  (91) 
wegen  93 (a)  =  0,  il>{a)  =  0  wie  folgt  entwickelt  werden: 

v(„  +  ;.)  =  9Xa)'.  +  ^l>Ä=+-  +  ?'^:^-*'A«   (0<e'<i) 

t(a  +  h)  -  ^-(a)A  +  *"«^=+  ...  +  4'<|+i7'7,.-     (0«)"<  1). 

Wenn  nun  g)'(a)  4=  Ö  und  t^'(a)  =[=  0,  so  werden  qD(a  +  Ä), 
■^{a  4-  Ä)  niit  In  zugleich  unendlich  klein  von  erster  Ordnung, 
und  man  hat 

Ist  hingegen 
(f  iyO.)  =  0  und  auch  weiter  noch  ^"{a)  =  0,  .  .  .  qp("'~^^(a)  =  0, 

aber  ff^"'\a)  +  0, 

■\\}'{a)  =  0  und  auch  weiter  noch  7p"{a)  =  0,  .  .  .  jp'^'^~'^\a)  =  0, 

aber  tlj'^"\a)  4=0, 

und  bleiben  die  letzten  Beziehungen  auch  in  dem  Intervalle 
{a,  a  +  h)  bestehen,  so  wird 

y(a  +  fe)  _  1  •  2  . .  .  nfe"*  ^^^(M"  Ö'Ä) , 
ii,fa-^h)~'  1-2...UI  h^  i/;(")(a  +  0"/!)  ' 

unter  diesen  Voraussetzungen  wird  also  (p{a-\-h)  für  limÄ  =  0 
in  bezug  auf  /<  unendlich  klein  von  der  w-ten,  ■^p{a  -\-  h)  von 
der  «-ten  Ordnung;  danach  ist 


*)  Die  in  diesem  Ansätze  enthaltene  Regel  hat  Johann  Bernoulli 
zuerst  gefunden.     Acta  erudit.  1704.     Die  Aufgabe,  den  Grenzwert  eines 

Bruches  zu  bestimmen,    der  die  Form  -     oder  die  im  nächsten  Artikel 

besprochene    —    annimmt,   hat  zum   erstenmale   (in   geometrischer  Ein- 

00  ^ 

kleidung)  G.  F.  de  V Hospital,  Analyse  des  infiniment  petits,  Paris  1696, 
in  Angriff  genommen. 

Czuber,  Vorlesungen.     I.     3.  Aufl.  18 


274  Erster  Teil.     Ditferential-Kechnuupf. 

f(a)  =  lim  -  ;  — ,  ,s  =  0,  wenn  ))i  >  n, 

/(a)  =  lim  TT—- r^i^  =  ^x>,  wenn  m  <  w, 


(3)  /^(a)  =  lim      — ;--^  =     („)    ^  ,     wenn  wa  =  m. 


;,  =  oi/'(a  +  Ä)        i/)(")(a) 
Das  Verfahren,  zu  welchem  diese  Betrachtung  führt,  läßt 
sich  folgendermaßen  charakterisieren:  Man  differentiiere  Zähler 

CD  (OC) 

und  Nenner  des  Bruches  -^  ,-t  je  für  sich  und  tviederhole   dies 

so  oft,  his  man  im  Zähler  oder  im  Nenner  zu  einem  Differen- 
tialquotienten lammt,  der  für  x  =  a  nicht  Null  ist;  je  nachdem 
dies  im  Nenner  zuerst  oder  im  Zähler  zuerst  oder  nach  m 
Wiederholungen  in  beiden  gleichzeitig  eintritt,  ist  lim  ~.-r\  /^'** 

lim  X  =  a   gleich  Null,  oder  =  oo   oder  =  —,  ,  -  • 

In    dem    letztgedachten    Falle    nimmt    nicht    allein      ,  { , 

sondern  nehmen  auch  %^y-{,  --,S  [,  .  .  .  -^:^ ,v       für  x  =  a  die 

unbestimmte  Form        an  und  alle  diese  Quotienten  haben  den- 

m^"'^  ia) 
selben  Grenzwert      ,  ,      ;    denn  wendet   man   die  Taylorsche 

Formel  auf  (p^''^  {a  +  h)  und  i/;^'')  (a  +  h),  wo  r  <  m,  an,  so  wird 
wegen  tp^'^a)  =  0,  (p^'-^^\a)  =  0,  . . .  9)('"-i)(a)  =  0  und  i^Wfa)  =  0, 
^('•+i)(aj  =  0,  .  .  .  ^("»-i^Ca)  =  0: 


m  —  r 


^     ^  ^        1  •  2  . . .  (m  —  r) 

^  ^        1  ■  2  . .  .  (ot  —  r) 


und 


lim 


p('')(a  +  Ä)         9)("*^(o) 


so  daß  man  schreiben  kann: 

, .-.  ^,'  \       T      qp  (a;)       t      qp'(a;)       ,.      (p"  {x) 

(4)  n ,«)  -  l.m  ^(,-i  -  I.m  ^^^)  =  hm  ^^^  -  . . . . 

Bisher  wurde  die  kritische  Stelle  als  im  Endlichen  liegend 
vorausgesetzt.     Wenn  aber  (f){jc),  iIj(x)  mit  beständig  wachsen- 
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dem  X,  z.  B.  bei  lim  a:  =  +  oo,  gegen  Null  konvergieren,  so 
nimmt  ,  ,  für  lim  x  =  -{-  co  die  Form  —  an,  das  durch  (4) 
charakterisierte  Verfahren  der  Grenzwertbestimmung  bleibt  aber 

bestehen.     Setzt    man    nämlich    x  =      ,    so    nimmt    —         die 

unbestimmte  form  für  lim  ^;  = -f- 0  an  und  hierfür  gilt  der 
Vorgang  der  sukzessiven  Differentiation;  nun  ist  aber 

A.(4)  =  -i-.'(4) 

wobei  q)'  ( — j  den  Wert  von  (p'{x)  für  x  =  — ,  t'{—)  den  Wert 
von   tl^\x)   für  x  =   __    bedeutet;   daher  ist 


und    lim ,      =  lim 


,,.,(A)      ,.(i)  ...o,,„(i) 


^'W 


Das    an    erster    Stelle    unter    Voraussetzung    ganzzahliger 
positiver  m,  n  behandelte  Beispiel 


m 
a 


m  —  n 


X   —  a 
erledigt  sich   mit  Hilfe   der  Differentialrechnung:  für  beliebige 
rationale  ni,  n  (ci  >  0);   es  ist  vermöge  (2) 
..  .        fmx"'-''\ 

\nx        /x  =  <. 

Die  drei  späteren  Beispiele  führen  auf  diesem  Wege  zu  folgen 
der  Rechnung: 

, .       X  —  sin  X         , .       1  —  cos  X        , .       sin  x  1 

X-  /       2x      \ 

,.      a;  — arctgic       ,.       1  +  a;"''        l(l-\-x*)^\  ^ 

lim ^ hm  -^     =  \  ^^-^'^ — -  /       =0; 

j.  =  o    ^  —  cosa;  ^_^    sina;  \    cos  a;    / ^  =  0 

lij^  l{l-\-x-\-x^-\-l{l-x  +  x') 

x  =  o  e^  -\-  e~^  —  2  cos  a: 

2a;  +  4a;'  /  2 -{- 10x-—2x*  —  ix^ 


=  lim        ^  +  a;'  +  a;*       _  (  (ij|-^*+x^* I        _  j^ 

X  =  0   c*  —  e~  ^  +  2  sin  a;        V     e'  -\-  e~ "  -{-  2  cos  a:     y  x  =  o         ^ 

18* 
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Als  weitere  Beispiele  inögeu  dienen: 
,w    .  x»— 19a; +  30        ,     .  ^  ,  o      f  7       4  | 

fix)  =    .— „— , — s — r -Tq  bei  x  =  2  und  .r  =  3,     -r,  -x-   • 

,,,   X  sin  X  —  cos«  ,     .  «       \^fi\ 

'  ^   ^        sm  2  a;  —  cos  2  x  —  1  4  '    [  2  J 

„.V         x  — sina;    ,    .  ^      f  1  ) 

110.    Die    Form    ^--     Es  habe  die  Funldion  wieder  die 
Form  eines  Bruches  ^  ^ ;  hei  der  stetigen  Annäherung  von  x  an 

die  Grenze  a  mögen  jedoch  Zähler  ivie  Nenner,  jeder  mit  einem 
bestimmten  Vorzeichen,  ins  Unendliche  tvachsen.  Dann  nimmt 
fix),  wie  man  dies  kurz  ausdrücld,  an  der  Stelle  x  =  a  die  un- 
bestimmte Form  ^  an;  der  Grenzwert  dagegen,  welchem  sich 
dabei  f{x)  im  gegebenen  Falle  nähert,  hängt  wieder  von  der 
Ordnung  des  ünendlichwerdens  von  Zähler  und  Nenner  ab. 

Einen  wichtigen  Fall,  in  welchem  die  Frage  leicht  erledigt 
werden  kann,  bildet  die  Funktion 

X 

wo  w  >  0  vorausgesetzt  wird;  für  limic  =  +  cc>  wachsen  Zähler 
und  Nenner,  positiv  bleibend,  ins  Unendliche;  wie  groß  aber 
auch  X  und  m  ist,  es  gilt 

^^>l+Y  +  r.2  +  -- -  +  1.277.^' 
daher  auch 

wo  immer  m  >  w  vorausgesetzt  werden  kann,  so  daß  der 
rechtsseitige  Bruch  mit  x  über  jeden  positiven  Betrag  wächst; 
daher  ist 

lim  -  -  =  +  cx) .  (w  >  0) . 

x  =  +oo  a;" 

Es  wird  also  die  natürliche  Potenz  e"  (und  jede  Exponential- 
größe  a"^,  deren  a  >  Ij  für  lim  a;  =  +  oc   unendlich  groß  von 
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höherer  Ordnung  als  jede  noch  so  hohe  algebraische  Potenz  x"- 
mit  positivem  Exponenten.    Daraus  schließt  man  umgekehrt,  daß 

lim  ""'[  =0.  (n>0). 

Von  dieser  Funktion  läßt  sich  leicht  schließen  auf 

für  w  >  0  und  lim  a'  =  -f-  ex: ;  denn  setzt  man  Ix  =  z,  so  wird 
X  =  e'  und  mit  lim  x  =  -\-  <:)o  zugleich  lim  5  =  -f  oo;  die 
Funktion  aber  geht  über  in 


z    m 


infolgedessen  ist 


lim  —  =  ^    lim  -*^  =  0.  (n>0). 


Hiemach  wird  der  natürliche  und  jeder  Logarithmus,  dessen 
Basis  größer  als  1  ist,  für  lim  x  =  -\-  oo  unendlich  groß  von 
niedrigerer  Ordnung  als  jede  positive  Potenz. 

Mit  Hilfe  der  Differentialrechnung  wird  die  Grenzwert- 
bestiramung    im   vorliegenden   Falle   ebenso    erledigt,    wie   bei 

der  Form    -  •     Zuerst  soll  dies  unter  der  Voraussetzung  gezeigt 

werden,  daß  lim  a;  =  +  oo  (oder  —  oo),  und  daß  von  einer 
Stelle  X  angefangen  ip' {x)  nicht  mehr  Null  wird,  ipix)   also 

monoton  verläuft.     Dann  gilt  der  Satz,  daß,  sofern    ,,,  {  einen 

o  '        '  '       '  '^  {x) 

Grenzwert  A  besitzt,  ^ .     (jegen  denselbeti  Grenzwert  lionvergiert. 

Sind  nämlich  x^,  x  (Xq  <  x)  zwei  Werte  der  Variablen, 
welche  dem  Inteiwalle  (X,  +  oo)  angehören,  so  ist  nach  dem 
verallgemeinerten  Mittel wertsatze  (39): 

'^  (X)  —  -jp  (a;„)       ^\x, ) '  Xo  ^  Xj  <^  X , 

daraus  schließt  man  weiter: 

1  _  ?  ^^o) 
11>{X)  '  ^  _1\>{X^)  ^'{x^) 

i>{x) 
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lind 

qp(x) 

Da  nun  ,-'  ,  für  lim  a;  =  +  oo  den  Grenzwert  A  hat,  so  kann 
man  x^  so  groß  festsetzen,  daß     ,    '  -  von  Ä  um  einen  beliebig 

kleinen  Betrag  s  verschieden,  also  gleicli  A  +  e  ist;  nach  Fest- 
setzung von  Xq  kann  man  ferner  x  so  groß  annehmen,  daß 
der  Bruch 

1  _  ^  (^o) 


qp(a;o) 


cp{x) 

von  der  Einheit  um  einen  beliebig  kleinen  Betrag  sich  unter- 
scheide, also  gleich  1  +  ■>;  sei;  dann  aber  hat  man 

^  =  (i±,)(^  +  .,, 

und  weil  £,  y]  dadurch,  daß  man  Xq  und  x  groß  genug  wählt, 
der  Null  immer  näher  gebracht  werden  können,  so  ist  tat- 
sächlich 

lim  ^  (  =  J.  =  hm  -*Tt-( ' 

Der  Satz  gilt  auch   dann  noch,   wenn  ^^r—  mit  x  ins  Un- 
°  '  ip  (x) 

endliche  wachsen  sollte;  denn  da  der  erste  Faktor  der  rechten 
Seite   in   (5)   gegen   1   konvergiert,    so   ist  mit  lim     ,)-!.  =  oo 

auch  lim  ^,  .=00. 

Der  Fall,  daß     ,     die  unbestimmte  Form  —  für  lim  x  =  a 

'  1p{X)  CX) 

annimmt,  läßt  sich  auf  den  vorigen  durch  die  Substitution 

1 


x  =  a  -{- 


z 


uud  darauffolgenden  Grenzübergang  lim  ^^  =  -|-  ex:  (oder  —  cc) 
zurückführen;  da  aber 
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wobei    die    Differentiation    rechts    sich    auf   das  x   vertretende 
Aggregat  a  -\ bezieht,  so  ist 


Hm  ^!  =  lim     '^^^"^^  =  lim  ^  ^  -P  =  Hm  ^'^^ 


Die  über  das  Verhalten  von  ^'(^)  gemachte  Voraussetzung 
lautet  jetzt  dahin,  daß  sich  eine  Umgebung  von  a  wie  in  (5) 
muß  bezeichnen  lassen,  innerhalb  welcher  ^''{x)  nicht  Null 
wird. 

Sollte  --7-r4  bei  dem  vorgeschriebenen  Grenzübergange  wie- 

der    die  unbestimmte  Form  —  annehmen,  so  geht  man  zu  dem 

Verhältnis  der  zweiten  Differentialquotienten  über,  sofern  auch 
t"(x)  die  angeführten  Bedingungen  erfüllt,  usw. 

Mitunter  bedarf  es  nur  einer  anderen  Schreibung,  um  eine 
Funktion,   die   die  Form  —  annimmt,  so  darzustellen,  daß  sie 

die  Form    ^   erlangt:  dies  findet  beispielsweise  bei  r~-r„      ,    .., 

0  "  '  ^  tg(2n  -{-  l)x 

für  X  = -r-  statt,    wenn  man  —      ^      dafür  schreibt;   bei 

2  '  cotga;  ' 

TT  ,        7CX 

X  .  ^^~2~ 

für  a;  =  0,  wenn  man  es  in  tc  umsetzt. 

7  /Y" 


.     nx  '  X 

cotg  -  ^ 

Beispiele.  1)  Die  vorhin  behandelten  zwei  Fälle  erledigen 
sich  nach  dem  gegenwärtigen  Verfahren  wie  folgt:  Sind  i?,  i)  +  l 
zwei  aufeinanderfolgende  natürliche  Zahlen  und  p^n<.p-\-\i 
so  hört  die  Unbestimmtheit  von 


nach  ^)-maliger,  bzw.  nach  (p  +  1) -maliger  Wiederholung  des 


lim  —  =  lim     ,  — ^jT — j  =  +  oü, 
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Verfahrens  (6)  auf,  je  nachdem  p  =  n  oder  ii  <  n  ist;  im  ersten 
Falle  ist 

e         ,.                e 
—  =  lim     , Tv 

im  zweiten  Falle 

lim  —  =  lim — — 1 

a:=  +  oox"  n{n  —  l)  ...  {n—p)x''-''-^ 

=  lim  —. TT -. ^  =  -|-   OO  . 

Was  ferner 

^  (»  >  0) 

anlangt,  so  ist  schon  nach  einmaligem  Differentiieren 

1 

lim         =  lim  ,  =  lim =  0. 

x=+o,  x"  nx"    ^  nx" 

2)  Auf  die  Funktion 

X  -f-  cos  X 
X  —  sin  X 

ist  für  lim  ic  =  +  cx)  (wie  auch  —  oo)  das  Verfahren  nicht 
anwendbar,  weil  es  keine  Zahl  X  gibt,  über  welche  hinaus  der 
Differentialquotient  des  Nenners,  d.  i.  1  —  cos  x,  nicht  mehr 
Null   wird;    auch   nähert   sich    der  Quotient   der  Ableitungen, 

,  —     —  ,  keiner  bestimmten  Grenze;  indessen  zeigt  der  bloße 

Anblick,  daß 


T      X  4-  cosa;        ^ 
lim  — —-.-  —  =  1 


^_^x  —  sina; 

3)  Die  Funktion 

Itg  ax 
ligx 

nimmt  für  a  >  0  bei  dem  Grenzübergange  lim  x  =  -\-0  die  Form 
—  an,  und  es  ist 

a  •  sec*  ax 

lim     ,f        =  lim       --^ 

ar=  +  o  '*&^  secj\^ 

igx 


,.       asm  2  a;        /  2  a  cos  2  a:  \  . 

=  lim  -.— T, —  =  1  -„  —    „  ==  1 . 

__,nSin2ax        \2rt  cos  2aa;/j-  =  o 


x=  +0 
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wobei  bemerkt  wird,  daß   der  Quotient  der  ersten  Differential- 

Quotienten,  nämlich  -—=-"-,  bei  x  =  0  die  Form  —  erlangt. 
^  '  sin  2ax'  0  ° 

111.  Die  Form  0  •  oo.   Wenn  f{x)  =  (f{x)ip{x)  und  ivenn 
hei  einem  bestimmten  Grensühergange  lim  a;  =  a 

lim  (f{x)  =  0,     lim  ^(a:)  =  oo 

icird,  so  nimmt  f(x)  die  unbestimmte  Form  0  •  oo  an,  die  sich 

auf  eine  der  Formen  -— ,  —    bringen  läßt,  z.  B.  dadurch,   daß 

man  f{x)  in  der  Gestalt 

-j-^ ,    beziehungsweise         - 
i/j(.t)  (p{x) 

schreibt.     Es  treten  dann  die  früheren  Methoden  in  Kraft. 
Einen  Fall  dieser  Art  bietet  die  Funktion 

f{x)  =  x'^{lxy  (m  >  0,  n>0) 

dar  für  lim  .r  =  -|-  0,  Avenn  nur  auch  m,  n  solche  Zahlen  sind, 
daß  x^,  (Ix)"  reelle  Bedeutung  haben.     Schreibt  man 

so   kann   das  Verfahren  von   110   angewandt  werden,   wonach 

n{lxT-^  — 
lim  f{x)  =  lim ^^  =  -  -  lim  x'^dx)"-'; 

ist  n  eine  natürliche  Zahl,  so  gibt  die  M-malige  Wiederholung 
dieses  Vorganges  schließlich 

lim  f{x)  =  (-  l)»*'fcl5^-  ^  lim  X'"  =  0, 

.r=  +  0  *"  j;=+0 

und  liegt  n  zwischen  den  natürlichen  Zahlen  jj;  und  /;  +  1,  so 
ist  nach  (p  -f-  l)-maliger  Wiederholung 

lim  /■('a;)  =  (-iy  +  ^"  "~^^-:^^=^-^him  x^{lxy-J'-'  =  0, 
x=+o  m^  x=+o 

x"' 
weil  x"'(lx)"~P~''-  = ,        nun  ein  Bruch  ist,  dessen  Zähler 
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gegen  Niül  abnimmt,  während   der  Nenner  über  jeden  Betrag 
Avächst. 

Man  liätte  mit  Berufung  auf  ein  früher  erledigtes  Beispiel 
auch  so  vorgehen  können:  Setzt  man  x  =  e~-,  woraus  Ix  =  —  s, 
so  verwandelt  sich  /'(.r)  in 


und    da    lim  x  =  -{-  0    zur   Folge    hat    lim  »iz  =  -{-  cc,    so    ist 
zufolge  des  ersten  Beispiels  in   HO 

lim  f(x)  =        /      hm    4^  =  0. 

Die  Form  oo  •  0  tritt  bei  der  Funktion 

f{x)  =  x\a^~  V  («><>) 

für  lim  X  =  -{-  oo  (wie  —  oo)  ein;  schreibt  man  dafür 


n^)  =  '-'^ ' 


und  setzt  -  -  =  ^,  so  hat  man  es  mit  dem  Quotienten 

a'  —  l 

z 

für   lim  ^  =  0    zu    tun,    der    die    Form  —  annimmt;  daher  ist 
nach  109,  (2): 

lim  X  Ka""  —  1  j  =  lim  "  ~—  =  ( ^^---  )       =  ?« . 

Es  soll  gezeigt  werden,  daß  2"  sin  p-  für  a;  =  oo  den 
Grenzwert  a  und  (a  —  a;)  tg  -r-  für  ic  =  a  den  Grenzwert  —  hat. 

112.  Die  Form  oo  —  oo.  Wenn  f{x)  =  ^>{x)  —  t\}{x). 
und  uenn  bei  einem  hestimmten  Grenzübergange  lim  x  =  a  di< 
beiden  Teile  (p(x),  ilf{x)  zugleich  gegen  die  Grenze  -\-  oo  oder 
gegen  die  Grenze  —  oo  Jconvergieren,  so  erscheint  f{x)  in  der 
unbestimmten  Form  oo  —  oo. 
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Zur  Ermittlung  des  Grenzwertes  von  f{x)  läßt  sich  auch, 
hier  mitunter  von  Reihenentwicklungen  zweckmäßiger  Gebrauch 
machen.     Handelt  es  sich  z.  B.  um 


f(x)  =  -[/(a  +  a;)  (6  +  a:)  -  "|/(a  -  x){b  -  x) 

für  lim  X  =  oo  —  die  beiden  Quadratwurzeln  positiv  gedacht  — , 
so  bilde  man  mit  Benutzung  der  Binomialreihe  (98): 

V{a  +  x)(b  +  X)  =  X  (l  +  "  +-  "  +  ^1)  ^ 

,/(„  ^^(f-x)  -  .r  (l  -  1-+  ''  +  •§)' 

_      (.-  1   /a  +  &        ah\         1    /a  +  ö        a&\*  1 

""^\^~YV  x~'^)~^  \  X  ~^)  J  ' 
diese  Entwicklungen  sind  zulässig,  sobald  nur  x  so  groß  ge- 
worden ist,  daß     ^     -\ t;  und  -^ dem  Betrage  nach 

'  XX-  XX-  ° 

unter  der  Einheit  liegen;  es  ist  dann 

/•w  = « +  6  -  <»-+^"'  - . . . 

und  hieraus 

/•(oo)  =  lim /"(x')  =  «  +  Z^. 

X  =  oo 

Desgleichen  kann  bei 

f(x)  =  x-x'l[l  +  ^), 

das   für   lim  x  =-  oo    die   Form   oo  —  co    annimmt '••),   von    der 
I      Reihenentwicklung    Gebrauch    gemacht    werden;    denn    sobald 
''  >  1  geworden,  ist 

f(x}  =  X  —  x^( »«  +  ^s  —■'■]=  -^  —  z h  ■  ■  ■ 

'  ^    '  \x         2x-        dX'^  /  2  6x 

und 

lim  f{x)  =  -  • 


*)  Die  folgende  Rechnung  belehrt  selbst  darüber,   daß  der  zweite 
Teil,  der  die  Form  c\j  •  0  annimmt,  den  Grenzwert  oo  hat. 
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Wo  dieser  Weg  nicht  eingeschlagen  werden  kann  oder 
beschwerlich  ist,  da  bringe  man  f(x)  in  eine  Gestalt,  die  für 
lim  X  =  a  die  unbestimmte  Form  —  annimmt,  indem  man 

setzt  derart,  daß  gjgia:),  ^2(^)  ^ür  lim  x  =  a  gegen  Null,  (Pi{x), 
i'i{x)  aber  weder  gegen  Null  noch  gegen  oo  konvergieren. 
Dann  erlangt 

die  Form  — ,  welche  nach  früher  entwickelten  Methoden  zu 
behandeln  ist.     Auch  eine  der  beiden  Darstellungen: 

f{x)  =  g>(x)  -  tl>(x)  =  l  — ^(^)  =  ?^^(^) 

kann  zum  Ziele  führen. 

Beispiele.     1)  Es  sei  für 

fix)  =  2x  ig  x  —  %  sec  x 

der  Grenzwert  zu  bestimmen  bei  lim  x  =  —  ■     Man  findet 

,.        ,,  X        T      2a;sin.r  —  ir        /2  sin  a;  + 2a:  cos  a:\  r^ 

hm  na:)  =  lim =( .   —      )        =  —  2. 

„     ^  '^  „        cos  X  \         —  sin  a;  '      n 

2  2  2 

2)   Die  Funktion  fix)  =    .  , ;    wird    bei    lim  ./;  =  0 

unbestimmt;  es  ist  nun: 

,.       „,  s       ,.     X* — sin'a;      ,.  2a;  —  sin  2a; 

lim  /  (a;)  =  lim  — j  .  j-    =hnir — t—^ — j — ,  .   „ 
„'^  ^  a;^sin*a;  2 a; sin ''a;  +  a;* sin 2a; 

-,.  2  —  2  cos  2a; 

=  lim 


28in*a;4-4a;sin2a;-}-2x*cos2a; 

y  4  sin  2  a; 

6  sin  2a; -|- 12a;  cos  2x — 4a;*8in2a; 


/  8  cos  2a;  \ 

\24cos2a; — 32a;  sin  2a;  —  8a;*cos2a-/j=o 


dreimal   wiederholt   sich   die    Form  —  und   erst   der   Quotient 
aus  den  vierten  Differentialquotienten  führt  zu  dem  Grenzwerte. 
3)  Man  weise  nach,  daß  — ^  —  cotg^a;  für  x  =  0  den  Grenz- 
wert —  besitzt. 


Vierter  Abschnitt.     Reihen.  285 

113.   Die  Formen  0^,  oo*',  1°°.     Eine  Funldion  von  der 
Gestalt 

f{x)  =  cp{xy(^)  ((p{x)>0) 

laiin  zu  drei  iceiteren  unhestimmten  Formen  Anlaß  bieten;  sie 
nimmt   nämlich,  wenn  bei   einem   bestimmten  Grenzübersange 

lim  x  =  (I 

lim  (p{x)  =  0         lim  xpix)  =  0, 

die  Form  0°;  ferner  wenn 

lim  (p{x)  =  CO       lim  ip{x)  =  0, 

die  Form  oo°;  endlich  wenn 

lim  (p(^x)  =  1         lim  ^(x)  =  cx>, 

die  Form  1""  an.  Geht  man  aber  von  der  Funktion  selbst  zu 
ihrem  Logarithmus  über: 

lf(x)  ^il){x)l(p{x), 

so  kommt  man  zu  einem  Ausdrucke,  der  in  allen  drei  Fällen 
die  bereits  erledigte  unbestimmte  Form  0  •  oo  annimmt;  existiert 
für  ihn  ein  Grenzwert  und  ist  dieser  A,  so  ist 

lim  f{x)  ==  e^. 

x  =  a 

Beispiele.     1)   Der  Logarithmus   von  f(x)  =  a;%   d.  i.  xlx, 
hat  für  lim  x  =  -{-  0  zufolge  111  den  Grenzwert  0;  mithin  ist 

lim  af  =  1 . 

a;=  +  0 

2)    Für  lim  x  =  ~ —  0  tritt  bei 

f(^x)  =  (tg  xy°^  ^ 

die   Form  oc°   ein;   der    Logarithmus   hiervon,   in    der  Gestalt 

Ugx 


geschrieben,  nimmt  die  Form   —  an;  nach    zweimaliger  Diffe- 
rentiation von  Zähler  und  Nenner  findet  man  aber 

sec*a; 

,.         Ugx       ,.  tgx 

hm        ^     =  lim     -    . 
^        sec  X  sec  x  tg  x 

, .      sec  X        1 .         sec  xtgx         , .  1  ^ 

=  lim  7-,—  =  iim  —7 — s     ==  um  — =  ü , 

tg"  X  2  tg  a;  BBC*  X  2  sec  x  ' 
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daher  ist 

lim     (tga:)*=°'-'  =  ^o  =  1. 

rr 

x=       -0 

2 

3)  Für    lim  r  =  oo  und  ein   beliebiges  aber  bestimmtes  x 
erlangt 

/•w  =  (1  +  f ) 

die  Form  1°°;  der  Logarithmus  davon  kann,  sobald  nur  z  dem 
absoluten  Werte  nach  größer  ist  als  x,  entwickelt  werden 
wie  folgt: 

und  hat  demnach  für  lim  ^  =  oo  den  Grenzwert  rc;  infolge- 
dessen ist 

lim  (l  +  ^Y=  ^. 

(Vgl.  30,  (J),  (K);  95.) 

4)  Dieselbe  unbestimmte   Form   wie  in   3)  stellt  sich  bei 

h 

f(x)  =  (cos  axy 
für  lim  X  =  0  ein;  der  Logarithmus  hat  die  Form  —  und  gibt 
nach  zweimaliger  Differentiation 

,.      bl  cos  ax 
lim j — 

x=0         ^ 
-..      — ab  sin  ax        /        — «''ft  cos  ax        \  a^&  _ 

2ic  008 aa;  \2eosax  —  2axsin  ax/x  =  o  2    ' 

daher  ist 

lim  (cos  axY'  =  e     ^  . 

x  =  0  • 

5)  Zu  zeigen,  daß  r^~j  für  lim  x  =  +  0   entweder 

1 
den  Grenzwert  1  oder  e    ^  oder  0  hat,  je  nachdem  r  <,  =  oder 
>  2  ist.    (Man  bestimme   nach    einmaliger  Differentiation   den 
Grad  des  Zählers  und  Nenners.) 

6)  Nachzuweisen,  daß  lim  (sin  xy^''^  =  —=  und 

rt  ye 

'=1 

lim  (tg  a;)*s2^  =  — 

n  ^ 

ist.  "=T 


I 


Fünfter  Abschnitt. 
Maxima  und  Minima  der  Funktionen. 

§  1.    Maxima  und  Minima  der  Funktionen  einer  Variablen. 

114.  Begriff  der  extremen  Werte  einer  Funktion. 
In  dem  Verlaufe  einer  nicht  einförmigen  oder  niclit  monotonen 
stetigen  Funktion  (17)  sind  solche  Werte  der  Variablen  von 
besonderer  Bedeutung,  bei  welchen  der  Übergang  vom  Wachsen 
ins  Abnehmen  oder  das  Umgekehrte  stattfindet,  mit  anderen 
Worten,  bei  welchen  die  Trennung  der  Kontinua  erfolgt,  welche 
die  Funktion  in  abwechselndem  Sinne  durchläuft.  Die  für 
solche  Werte  der  Variablen  geltenden  Werte  der  Funktion  sind 
es,  welche  in  den  Anwendungen  der  Analysis  häufig  vorzugs- 
weise in  Betracht  kommen.  Man  bezeichnet  sie  als  extreme 
Werte  der  Funktion  oder  als  Extreme  kurzweg;  ihre  genaue 
Kennzeichnung  und  Unterscheidung  besteht  in  Folgendem. 

Es  sei  f{x)  eine  in  dem  Intervalle  (a,  ß)  definierte  ein- 
deutige und  stetige  Funktion  der  Variablen  x.  Dieselbe  hat 
an  einer  innerhalb  [u,  ß)  gelegenen  Stelle  x  =  a  einen  größten 
Wert  oder  ein  Maximum,  wenn  sich  eine  Umgebung  von  a 
feststellen  läßt  derart,  daß  der  an  der  Stelle  a  geltende  Wert 
f{a)  der  Funktion  größer  ist  als  jeder  andere  aus  dieser  Um- 
gebung; die  Funktion  hat  an  der  mehrerwähnten  Stelle  einen 
kleinsten  Wert  oder  ein  Minimum,  wenn  sich  eine  Umgebung 
von  a  angeben  läßt  derart,  daß  der  Funktionswert  f{a)  kleiner 
ist  als  jeder  andere  aus  dieser  Umgebung. 

Es  läßt  sich  also  dieser  Definition  zufolge  ein  positiver 
Betrag  tj  so  bestimmen,  daß  im  Falle  eines  Maximums 

(1)  /-(a -f /m  - /-(aX  0 
und  im  Falle  eines  Minimums 

(2)  f{a+li)-f{a)>0 
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für  alle  Werte  vou  //,  welche  der  Bedingung 

I  M  <  V 
genügen,  mit  alleiniger  Ausnahme  von  h  =  0  .*) 

Die  zulässige  Größe  der  Umgebung,  also  der  äußerste 
Wert  von  1],  wird  davon  abhängen,  wie  häufig  f(x)  in  (a,  ß) 
zwischen  Wachstum  und  Abnahme  wechselt;  es  darf  aber  für 
den  Zweck  der  Untersuchung  i]  unter  diesem  äußersten  Werte 
bleiben  und  beliebig  klein  angenommen  werden. 

Die  Begriffe  des  Maximums  und  Minimums  beziehen  sich 
also  nicht  auf  die  Gesamtheit  der  Werte  der  Funktion,  sondern 
immer  nur  auf  die  Werte  einer  beliebig  engen  Umgebung. 
Eine  Funktion  kann  in  dem  ihr  zugewiesenen  Intervalle  meh- 
rere oder  selbst  unbegrenzt  viele  Extreme  erlangen  und  unter 
ihren  verschiedenen  Maximis  kann  es  ein  größtes,  ebenso  unter 
ihren  Miniuiis  ein  kleinstes  geben;  erst  die  Vergleichung  dieser 
mit  den  Werten  f(cc),  f(ß),  welche  die  Funktion  an  den  Grenzen 
des  Intervalls  besitzt,  kann  die  Frage  nach  dem  größten  und 
kleinsten  Wert  der  Funktion  im  Intervall  (a,  ß)  zur  Entschei- 
dung bringen.**) 

115.  Notwendige  Bedingung  für  ein  Extrem  bei 
stetigem  Verlauf  des  ersten  Differentialquotienten. 
Der  Übergang  vom  Wachsen  zum  Abnehmen  oder  umgekehrt 
kann  in  verschiedener  Weise  vor  sich  gehen.  Wir  stellen  den 
wichtigsten,  die  Regel  bildenden  Fall  an  die  Spitze  und  setzen 
voraus,  die  Funktion  f(x)  besitze  an  jeder  Stelle  innerhalb  (a,  ß) 
einen  Differentialquotienten  im  eigentlichen  Sinne  oder  einen 
vollständigen  Differentialquotienten  (*20).  Unter  dieser  Voraus- 
setzung  läßt   sich    der  Satz   erweisen,   daß  an  einer  Stelle,  an 

*)  Nach  einer  von  O.  Stolz  (Grundzüge  der  Differential-  und  Inte- 
gralrechnung, Leipzig  1893}  getroffenen  Unterscheidung  bezeichnet  man 
die  80  definierten  Extremwerte  als  eigentliches  Maximum  und  Minimum 
und  spricht  von  einem  uneigentlichen  Extrem,  wenn  bei  noch  so  kleinem 
7]  stellen  a-\-h  existieren,  an  denen  f(a -\- h)  ^  f(a)  ist.  Hier  soll  von 
dieser  ausnahmsweisen  Erscheinung  abgesehen  werden. 

**)  Man  bezeichnet  wohl  auch  die  in  obigem  Sinne  definierten  Ex- 
treme als  relative  Maxima  und  Minima  zum  Unterschiede  von  den  abso- 
luten, die  sich  auf  das  ganze  Intervall  (a,  ß)  beziehen. 


Fünfter  Abschnitt.     Maxima  und  Minima  der  Funktionen.      289 

welcher  die  Fuuldion  ein  Extrem  erreicht,  Ihr  Differentialquotient 
verschwindet. 

Im  Falle  eines  Maximums  ist  uämlicli  vermöge  der  l\e- 
lation  (1) 

f(a-\-h)  —  t\o) 
h 

für  Werte  von  //  aus  dem  Intervalle  (—  r],  0)  positiv,  für  Werte 

aus  (0,  7])  negativ,   und   der  eine   Grenzwert  dieses   Quotienten 

für  lim  /i  =  +  0  kann  daher  weder  negativ  noch   positiv  sein, 

es  muß  also 

(3)  f\a)  =  0 

sein.     Im  Falle  eines  Minimums  ist  derselbe  Quotient  vermöge 

(2)  links  von  a  negativ,  rechts  davon  positiv,  sein  als  existierend 

vorausgesetzter  Grenzwert  für  lim  /i  =  +  0  kann  deshalb  weder 

positiv  noch  negativ,  muß  also  notwendig  gleich  ]!*^ull  sein. 

Daraus  aber  ist  der  folgende  Schluß  zu  ziehen:  Wenn  die 
FunJction  f{x)  an  jeder  Stelle  zwischen  a  und  ß  einen  eigentlichen 
Differentialquotienten  'besitzt,  so  sind  die  Werte  von  x,  für  ivelche 
sie  ein  Extrem  erlangen  lann,  unter  den  Wurzeln  der  Gleichung 
f'{x)  =  0  zu  suchen. 

Wäre  X  =  a  eine  dieser  Wurzeln,  so  bestünde  die  un- 
mittelbarste Entscheidung  der  Frage,  ob  hier  ein  Extrem  und 
welches  von  beiden  stattfindet,  in  der  Unter.suchung  des  Vor- 
zeichens von  f'(a  +  Ji)  für  entsprechend  kleine,  entgegengesetzt 
bezeichnete  Werte  von  h]  ist  nämlich  f'[a-{-h)  in  einer  ent- 
sprechend klein  festgestellten  Umgebung  von  a  links  von  a 
positiv,  rechts  davon  negativ,  so  ist  f{x)  in  dieser  Umgebung 
links  von  a  wachsend,  rechts  von  a  abnehmend  und  erlangt 
in  a  selbst  ein  Maximum,  bei  dem  umgekehrten  Verhalten  ein 
Minimum. 

Die  Funktion  f{x)  =  2x^  —  oa;^  +  6  beispielsweise  besitzt 
für  alle  Werte  von  x  einen  eigentlichen  DiiBFerentialquotienten: 
f"(x)  =  Qx{x  —  1), 

und   die    Gleichung  f'{x)  =  0   hat   die   beiden  Wurzeln  x  =  0 
und  x=\.    Bedeutet  Ö  eine  positive  Zahl  <  1,  so  ist 
/"'(_d)=       ßd(l-f  d)>0 
/•'(ö)  =- 6(5(1 -d)<0; 

Czuber;  Vorleaungen.     I.     3.  Aufl.  19 
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demnach  hat  die  Funktion  an  der  Stelle  x  =  0  ein  Maximum, 
und  dieses  ist  /"(O)  =  h.  Ferner  ist  unter  der  gleichen  Voraus- 
setzung über  d 

f\l  -8)  =  -  6(J(1  -d)<0 

f'{l+ö)=      6(5(1 +  d)>0, 

an  der  Stelle  x  =  1  tritt  also  ein  Minimum  ein,  und  dasselbe 
ist  /■(!)  =  &-  1. 

110.  Unterscheidung  zwischen  Maximum  und  Mi- 
nimum. Die  Entscheidung  kann  einfacher  getroffen  werden, 
wenn  die  Funktion  f{x)  an  jeder  Stelle  innerhalb  (a,  ß)  auch 
einen  eigentlichen  zweiten  Ditferentialquotienten  f"{x)  besitzt 
und  wenn  dieser  an  der  Stelle  x  =  a  nicht  NuH  ist.  Es  gilt 
dann  der  Satz:  Wenn  f"(a)  <  0,  so  ist  f{a)  ein  Maximum, 
und  wenn  f"(a)  >  0,  so  ist  f(a)  ein  Minimum. 

Ist  nämlich  f"{a)  <  0,  so  muß  es  eine  Umgebung  von  a 

geben,  in  welcher  auch 

r  (a  +  h)-f'(a) 
h  ' 

wovon  ja  f"{cL)  der  Grenzwert  für  lim  h  =  +  0  ist,  negativ 
ist;  wegen  f'{ci)  =  0  bleibt  in  dieser  Umgebung  auch 

f'(a±hj 
h 

negativ;  daher  ist  /"(a  -f  h)  links  von  a  positiv,  rechts  davon 
negativ,  f(a)  also  in  der  Tat  ein  Maximum. 

Ist  f"(a)  >  0,  so  muß  sich  eine  Umgebung  von  a  be- 
grenzen lassen,  in  welcher  auch 

/^(o  +  Ä) -/■'(«) 
h'  ' 

oder  das  diesem  gleichkommende 

h 

positiv  bleibt;  infolgedessen  ist  f'(a  +  h)  links  von  a  negativ, 
rechts  davon  positiv,  f(a)  also  tatsächlich  ein  Minimum. 

Wenn  jedoch  f"\a)  =  0  ist,  dann  gilt  zunächst  der  fol- 
gende Satz:  Ist  f"(a)  =  0  und  f"'(a)  =4=  0,  so  ist  f(a)  kein 
Extrem;  ist  aber  auch  /""(a)  =  0,  dagegen  /"^' (a)  =)=  0,  so  ist 
f{a)  ein  Extrem  und  es  entscheidet  das  Vorzeichen  von  f'^\a)  über 
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die  Art  des  Extrc))is  nach  derselben  Beyel.  wie  vorhin  f"{a)  ent- 
schieden hat. 

Wecn  nämlich  /"'(^)  =  0  und  f"'(o)  <  0,  so  sind  die  Kri- 
terien dafür  vorhanden,  daß  f'{a)  ein  Maximum  ist;  da  aber 
f'{a)  =  0  ist,  so  muß  f'{a  -f  h)  in  gehöriger  Nähe  und  zu  beiden 
Seiten  von  a  negativ  sein;  dann  aber  ist  f(a)  kein  Extrem. 

In  gleicher  Weise  schließt  man  aus  f"{a)  =  0  und  f"'{a)  >  0, 
daß  f'{a)  =  0  ein  Minimum  ist,  daß  also  f  in  -f  h)  in  gehöriger 
Nähe  und  beiderseits  von  a  positiv  sein  müsse,  woraus  folgt, 
daß  /'(a)  kein  Extrem  ist. 

Der  zweite  Teil  der  Behauptung  erweist  sich  folgender- 
maßen als  richtig 

Aus  f""{a)  =  0  und  f^''{a)  <  0  schließt  man,  daß  /"(«)  =  0 
ein  Maximum  ist,  daß  also  eine  Umgebung  von  a  existiert,  in 
welcher  f"{a  -\-  h)  negativ  bleibt  mit  alleinigem  Ausschluß  von 
h  =  0;  in  dieser  selben  Umgebung  ist  f'(a  +  /*)  abnehmend, 
und  da  f'{a)  =  0,  so  ist  f'{ci  -\-  h)  links  von  a  positiv,  rechts 
davon  negativ,  infolgedessen  f{a)  ein  Maximum. 

In  analoger  Weise  ergibt  sich,  daß  für  f^'  (a)  >  0  f(a) 
ein  Minimum  ist. 

117.  Allgemeines  Kriterium.  Unter  gewissen  Voraus- 
setzungen, die  aber  bei  den  gewöhnlich  auftretenden  Funktionen 
fast  ausnahmslos  vorhanden  sind,  läßt  sich  die  Frage  nach  den 
Extremen  allgemein  erledigen.  Die  Funktion  f{x)  besitze  im 
ganzen  Bereiche,  in  welchem  sie  betrachtet  wird  (etwa  mit 
Ausnahme  der  Grenzen),  eigentliche  Diflf'erentialquotienten  und 
für  einen  Wert  x  =  a,  für  den  f'{a)  =  0,  sei  auch 
r(«)  =  0,     r(a)  =  0,  .../■(«-^)(a)  =  0, 

hingegen  f^"'{a)  =j=  0;  femer  sei  /'("^(a;)  wenigstens  in  einer  an- 
gebbaren Umgebung  von  a  stetig. 

Unter  diesen  Voraussetzungen  läßt  die  Funktion  in  der 
letztgedachten  Umgebung  die  Anwendung  der  Taylorschen 
.Formel  zu,  und  diese  (91,  (6)  und  (7))  gibt: 

/■(«  -f-  //)  =  /•(«)  -h  ^2^^  h%  (0  <  ö  <  1) 

woraus 

(4)  /-(a  +  h)  -  m  =  ^    2' -  _  ^^  /•(«)(«  +  eh). 

19* 


292  Erster  Teil.     Differential-Rechnung. 

Vermöge  der  Stetigkeit  von  f^"Hx)  läßt  sich  eine  hinreicliend 
kleine  Umgebung  von  a  feststellen  so,  daß  innerhalb  derselben 
f<")(x)  von  f^"\o)  um  beliebig  wenig  sich  unterscheidet,  daß 
also  /'(")(a  +  Oh)  dasselbe  Vorzeichen  hat  wie  f^"\a). 

Dann  hat  für  ein  gerades  n  die  Differenz  f(n  +  /')  —  f{a) 
in  dieser  ganzen  Umgebung,  also  zu  beiden  Seiten  von  a,  das- 
selbe Vorzeichen  wie  /"^"^(a);  f(a)  ist  sonach  ein  Extrem  und 
zwar  ein  Maximum,  wenn  f^"\ci)  <  0,  ein  Minimum,  wenn 
f^"Ka)  >  0. 

Für  ein  ungerades  n  dagegen  ändert  die  Differenz  f(a  +  h) 
—  f(a)  mit  h  zugleich  ihr  Vorzeichen,  infolgedessen  ist  f(a) 
kein  Extrem. 

Das  Ei-gebnis  dieser  Betrachtung  kann  in  dem  Satze  zu- 
sammengefaßt werden:  An  einer  Stelle  x  =  a,  welche  der  Glei- 
chung fix)  =  0  genügt,  hat  die  Funktion  f{x)  ein  Extrem  nur 
dann,  ivenn  der  nächste  an  dieser  Stelle  nicht  verschwindende 
Differentialquotient  von  f{x)  von  gerader  Ordnung  ist;  ist  er 
negativ,  so  ist  f(a)  ein  Maximum,  ist  er  j)ositiv,  so  ist  f{a)  ein 
Minimum. 

Die  beiden  in  116  nachgewiesenen  Sätze  sind  spezielle 
Fälle  dieses  allgemeinen  Satzes. 

Das  gemeinsame  Merkmal  des  Maximums  und  Minimums, 
das  in  der  Gleichung 

f'(a)  =  0 

sich  ausspricht,  hat  im  Zusammenhalte  mit  22,  2)  eine  einfache 
Bedeutung  in  dem  Falle,  wo  man  die  Werte  von  f{x)  durch 
die  Ordinaten  einer  Kurve  in  einem  rechtwinkligen  Koordinaten- 
system darstellt;  es  sagt  aus,  daß  in  einem  Punkte,  der  einem 
Extrem  entspricht,  die  Tangente  an  jene  Kurve  parallel  ist  zur 
Abszissenachse.  Man  erkennt  leicht,  daß  dies  auch  für  schief- 
winklige Koordinaten  gilt. 

118.  Beispiele.    1)  Die  in  115  behandelte  Funktion 

f{x)^2x^-?>x'^  +  h, 

deren  Differentialquotient  für  x  =  0  und  x  =  1  NuU  wird,  er- 
ledigt sich  mit  Hilfe  des  zweiten  Differentialquotienten 

f"{x)  =  12x  -  6, 
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indem  f'iO)  =  —  6  und  f"{l)  =  0  ist;   daher  ist  f(0)  =  h  ein 
Maximum  und  /"(l)  =  &  —  1  ein  Minimum. 
2)  Eine  Funktion  von  der  Form 

f(x)  =  a^x'"  +  aiX'^  +  ^  +  ff2^"'  +  2  _| 

—  m  eine  natürliche  Zahl  ^  2  — ,  wo  die  rechte  Seite  ein 
Polynom  oder  eine  konvergente  Potenzreihe  ist,  besitzt  an  der 
Stelle  x  =  0  ein  Extrem,  wenn  m  gerad,  und  zwar  ein  Maximum 
oder  Minimum,  je  nachdem  a^  negativ  oder  positiv  ist;  das 
Extrem  selbst  ist  /"(O)  =  0. 

Denn  es  ist  /"'(O)  =  0,  und  der  erste  für  x  =  0  nicht  ver- 
schwindende Differentialquotient  ist 

/■("»(a;)  =  1.2...  w«o  +  2  •  3  .  .  .  (m  +  l)a,x  +  ■  •  • , 

daher  /■('")  (0)  =  \-2  ..  .ma^. 

Von  diesem  Satze  kann  häufig  Gebrauch  gemacht  werden. 
So  folgt  aus  ihm  beispielsweise,  daß 

y  =  ¥p  + « 

ein  Maximum  oder  Minimum  erreicht  bei  x  =  0,  je  nachdem 
p  <  0  oder  p  >  0;  denn  nach  obigem  gilt  dies  für  ij  —  q,  und 
zwar  ist  das  Extrem  dieser  Differenz  0,  daher  jenes  von  y 
gleich  q.     Desgleichen  kann  über  das  Extrem  von 

y  =  ax"^  -\-  2ßx  +  y 

entschieden  werden;  bringt  man  nämlich  diese  Gleichung  auf 
die  Form 

^  -  j^  +  r = T  («^ + ^y^ 

80  ist  unmittelbar  zu  erkennen,  daß  y  —  y  -\-  für  x  =  —  — 
den  maximalen  oder  minimalen  Wert  0  annimmt,  je  nachdem 
a  <  0  oder  a  >  0 ;  dieselbe  Erscheinung  tritt  auch  bei  y  selbst 
ein,  und  zwar  ist  dessen  maximaler,  bzw.  minimaler  Wert 
y  —  ■  (Scheitel  der  Parabel.) 
Auch  bei  der  Funktion 

f{x)  =  x"'(a  —  xY, 

in  welcher  w?,  n  natürliche  Zahlen  >  2  und  a  eine  positive 
Zahl  bedeuten  sollen,  kann  der  Satz  benutzt  werden;  faßt  mau 
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sie  als  nach  x  geordnetes  Polynom  auf,  so  ist  a'^x"^  das  nied- 
rigste Glied,  daher  /"(O)  =  0  ein  Minimum,  wenn  m  gerad  ist; 
man  kann  die  Funktion  aber  auch  in  der  Gestalt 

(a  —  (rt  —x)Y{a  —  x)" 

schreiben  und  in  ein  nach  a  —  x  geordnetes  Polynom  umformen, 
dessen  niedrigstes  Glied  dann  a"'(a  —  a;)"  ist;  infolgedessen  ist 
f(a)  =  0  ein  Minimum,  wenn  n  gerad  ist.  Ein  Extrem,  und 
zwar  ein  Maximum,  besitzt  die  Funktion  unbedingt;  denn 

fix)  =  x^~^{a  —  xY  ~  ^  ( ma  —  (m  -\-  n)x] 

verschwindet  außer  an  den  beiden  erledigten  Stellen  x  =  0  und 
X  =  a  auch  an  der  Stelle 

ma 

m  -\-  n  ' 

und  weil  bei  dem  Durchgange  durch  dieselbe  f'{x)  von  positiven 
Werten  zu  negativen  Werten  übergeht,  so  ist 

'   \  »i  -}-  n/  \  in  -f-  n/ 

ein  Maximum. 

3)  Die  extremen  Werte  der  Funktion 
ax^  -\-  2bx  -{-  c 


(«">  ^  = 


Ax^-\-2Bx  +  C 


können  außer  auf  dem  Wege  der  Differentialrechnung  auch  in 
der  folgenden  rein  algebraischen  Weise  bestimmt  werden.  Ordnet 
man  die  Gleichung  nach  x  und  löst  die  so  erhaltene  quadra- 
tische Gleichung: 

{Ay  -  a)x^  -+-  2{By  -h)x  +  Cy-c=-0 

nach  X  auf: 


^  _  -  {By  -h)±  YiBy  -  hy  -  {Ay  -  a){Cy  -  c) 
Ay  —  a  ' 

so  bestimmen  die  Grenzen  für  die  Realität  von  x  zugleich  die 
extremen  Werte  von  y;  man  erhält  sie  aus  der  Gleichung 

{By-hf-{Ay-a){Cy-c)  =  0, 

die  geordnet  lautet: 

{ß)       {AC  -  B')y^  -{Aci-aC-  2Bh)y  +  ac  -  h' =  0- 
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sie  hat  aber  zur  Folge 

/  N  By  —  h 

^'' ^  Ay  —  a 

und  daraus   ergibt   sich   weiter    mit  Berücksichtigung   des   ur- 
sprünglichen Ansatzes: 
.^.  ax  -\-b         bx  -{-  c 

so  daß  man  zur  Bestimmung  der  Stellen,  an  welchen  ein 
Wechsel  von  wachsenden  zu  abnehmenden  y  und  umgekehrt 
stattfindet,  die  quadratische  Gleichung  hat: 

(s)  (Ab  -  aB)x^  -f-  {Ac  -  aC)x  +  Bc-hC  =  0. 

Entweder  bestimmt  man  aus  (ß)  die  Werte  von  y  und 
dazu  mittels  (y)  die  zugehörigen  Werte  von  x,  oder  aus  (f) 
die  Werte  von  x  und  mittels  (d)  die  dazugehörigen  Werte 
von  y. 

x~   I   cc   I    1 
Beispielsweise  ergibt  sich  für  y  =    ,  _  die   Lösung: 

^1  =  1?  ^1  =  3  (Maximum);  x^  =  —  1,  Po  =  „    (Minimum j. 

4)  Es  sind  die  extremen  Werte  der  Funktion 

f(x)  =  a  cos  a;  +  6  sin  a; 
festzustellen. 

Besitzt  eine  periodische  Funktion  —  und  eine  solche  ist 
f{x)  —  einen  extremen  Wert,  so  besitzt  sie  deren  unendlich 
viele  von  gleicher  Größe  und  zwar  an  Stellen,  welche  um  je 
eine  Periode  voneinander  abstehen;  deshalb  genügt  es,  die 
Untersuchung  auf  das  Intervall  einer  Periode,  hier  also  auf 
(0,  2:t),  zu  beschränken. 

Es  ist 

f'{x)  =  —  a  sinx  -\-  h  cos  x 

f"{x)  =  —  a  cos  X  —  b  sin  :r; 

aus  f'(x)  =  0  ergibt  sich 

sin  X  :  cos  x  =  b  :  a, 


woraus 


sin  X  = —    —  ,      cos  X  = 7^ : 
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für  diese  Werte  von  sin:r,  cosa*  nimmt  f"{x)  einen  der  Werte 

+  Va-  +  h^ 
•in;  infolgedessen  hat  die   Funktion  an  der  durch 

h  a 

sm  a;  =  ,     cos  x  =     - 


1  a- -f  ft-  Ya^'+b^ 

bestimmten  Stelle  ein  Maximum  von   der  Größe  "j/a^  +  h^  und 
an  der  durch 


sin  X  = ,     cos  X  = 


—  |/o*  +  6*'  — l/a«  +  &* 


bestimmten  Stelle  ein  Minimum  von  der  Größe  —  yoF-^-h^. 

Man  bemerke,  daß  sich  die  vorgelegte  Funktion  in  die 
Gestalt 

f(x)  =  Ya^  -\-  h^  cos  (x  —  arctg      | 

bringen  läßt,  an  welcher  die  extremen  Werte  unmittelbar  zu 
erkennen  sind. 

5)  Die  Zahl  a  ist  in  zwei  Teile  zu  zerlegen  derart,  daß 
das  Produkt  dieser  Teile  den  größtmöglichen  Wert  annehme.*) 

Ist  der  eine  Teil  x,  so  ist  a  —  x  der  andere,  und  es  han- 
delt sich  um  das  Maximum  von 

f(x)  =  x(a  —  x). 

Aus  f'{x)  =  a  —  2x  =  0  folgt  x  = -^ ,  und  da  f"{x)  =  —  2 
negativ  ist,  so  ist  tatsächlich 


'  l,  2  /  ■"  T 


der  größtmöffliche  Wert  des  Produktes. 

Auf  diesen  einfachen  Fall  lassen  sich  mancherlei  Probleme 
zurückführen;  als  Beleg  dafür  mögen  die  folgenden  dienen. 

u)  Unter  den  Rechtecken  von  gegebenem  Umfange  2a 
jenes  von  der  größten  Fläche  zu  bestimmen. 

Heißt  eine  Seite  des  Rechtecks  x,  so  ist  a  —  x  die  andere; 
es  soll  also  x{a  —  x)  ein  Maximum  werden.  Das  verlangte 
Rechteck  ist  demnach  das  Ouadrat. 


*)  In  geometrischer  Fassung  zuerst  von  P.  Fermat  (1638)  behandelt. 


1 
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ß)  Unter  den  einem  gegebenen  Kreise  vom  Durchmesser 
a  eingeschriebenen  Rechtecken  dasjenige  von  der  größten  Fläche 
aufzusuchen. 

Ist  X  die  eine  Seite  des  Rechtecks,  so  ist  das  Quadrat  der 
anderen  a^  —  x^,  xYcr  —  x^  die  Fläche;  ihr  Quadrat  x-{(.i^  —  x^') 

wird  ein  Maximum  für  x- =  ^  ,  die  Fläche  selbst  ist  dann  eben- 
falls  ein  Maximum  =        und    der    Gestalt   nach    ein   Quadrat, 

weil  X  =  Vn^  —  x^  =  -  —  • 
T/2 

y)  Den  Elevationswinkel  bei  dem  schiefen  Wurf  zu  be- 
stimmen, bei  welchem  sich  die  größte  Wurfweite  einstellt. 

Heißt  c  die  Wurfgeschwindigkeit,  g  die  Beschleunigung  der 

Schwerkraft  und  x  der  Elevationswinkel,   so   ist  

die  Wurfweite;  sie  wird  zu  einem  Maximum,  wenn  sina;  cos  a; 
oder  sin^  x  cos-  x  =  sin^  x{\  —  sin-  x)  seinen  größten  Wert  er- 
langt; dies  aber  geschieht  für  sin^:r  =  — ,  also  für  ^=  .  , 
d   i.  bei  einem  Winkel  von  45°. 

(5)  Die  Höhenlage  der  Öffnung  in  der  vertikalen  Seiten- 
wand eines  Gefäßes  zu  bestimmen,  bei  welcher  die  Ausfluß- 
weite  am  größten  ist. 

Bedeutet  h  die  Tiefe  der  horizontalen  Grundebene  und  x 
die  Tiefe  der  Öffnung  unter  dem  Flüssigkeitsspiegel,  so  ist  die 
Ausflußweite  2'|/a:(/i  —  a;);  sie  wird  am  größten,  wenn  x{]i  —  x) 
ein  Maximum  erreicht,  und  dieses  tritt  für  x  =  ^    ein. 

6)  Es  sind  zwei  Punkte  A,  B  und  eine  Gerade  XX'  ge- 
geben (Fig.  22);  man  soll  jene  Punkte  P 
in  XX'  bestimmen,  für  welche  der 
Winkel  AFB  —  als  relative  Größe 
aufgefaßt  —  einen  extremen  Wert  er- 
langt. 

Bezeichnet  0  den  Schnittpunkt  der  Geraden  AB  mit  XX', 
80  ist 

0  =  APB  =  XPB  -  XPA-, 

setzt  man  OA  =  a,  OB==b,  OP  =  x,  XOA  =  a,  fällt  AA' 
und  BB'  senkrecht  zu  XX',  so  findet  sich: 
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XP^  =  Arctg      "'•"" 


XPB=  Are  tg 


a  cos  a  —  X 

b  sin  a 
h  cos  a  —  X 


und  daraus 


„         .        .  h  sin  a.  »        ^  « sin  a 

0  =  Are  tff  ,  Are  tg 

°  0  cos  o:  —  a;  °  a  cos  a  —  a; 

.        .  (a  —  ?y)  sin  a  •  x 

=  Are  tg     , — - — j— T-, —. — i- 

'^  ah  —  (a  -f  o)  cos  a  ■  x  -\-  x* 


Um  die  Rechnung  zu  vereinfachen,  bezeichne  man  Zähler 
Neni 
dann  ist 


und  Nenner  des  letzten  Bruches  mit  u,  v,  so  daß,ö  =  Arctg      ; 


dB  V-  UV  —  UV 

"*"  v^ 

und  es  lautet  somit  die  für  einen  extremen  Wert  notwendige 
Bedingung: 

UV  —  UV  =  0, 
d.  h. 

(a  —  h)  sin  a[ah  —  {a  -\-  h)  cos  a  •  x  +  x^] 

—  {a  —  h)  sin  u  •  x\—  {a  -\-  h)  cos  a  -{-  2x]  =  0, 

oder  nach  Ausführung  der  Rechnung 

x^—  ah  =  0, 
woraus 

a;  =  +  Yab. 

In  analytischem  Sinne  entspricht  die  eine  Lösung  einem 
Maximum,  die  andere  einem  Minimum  von  ö;  um  eine  Unter- 
scheidung treffen  zu  können,  ist  eine  Festsetzung  über  6  not- 
wendig: 6  soll  den  hohlen  Winkel  bedeuten,  durch  welchen 
PA  in  PB  übergeführt  wird,  und  soll  negativ  oder  positiv 
sein,  je  nachdem  die  Drehung  im  Sinne  des  Uhrzeigers  oder 
in  dem  entgegengesetzten  Sinne  vor  sich  geht.  Unter  solchen 
Umständen  ist  6  positiv,  wenn  in  Fig.  22  P  rechts  von  0 
liegt,  negativ,  wenn  P  links  von  0  liegt;  es  entspricht  dann 
X  =  -{■  Yah  ein  Maximum,  x  =  —  Yah  ein  Minimum. 
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Fig.  23 


Sind  a,  h  entc]^eo;engesetzt  bezeichnet,  lie<;en  also  A,  B  zu 
entgegengesetzten  Seiten  von  XX'  (Fig.  23),  so  zeigt  die  Lösung 
an,  daß  es  keinen  größten  oder  kleinsten  Wert  von  0  gibt. 
Versteht  mau  unter  0  den  Winkel,  durch 
welchen  FA  in  PJi  übergeführt  wird 
mittels  einer  Drehung  gegen  den  Sinn 
des  Uhrzeigers*),  so  durchläuft  0,  wäh- 
rend X  das  Intervall  ( —  oo,  +  oc)  be- 
schreibt, beständig  abnehmend  das  In- 
tervall (2;t,  0),  es  findet  daher  tatsächlich  weder  ein  Maximum 
noch   ein  Minimum  statt. 

Die  Aufgabe  kann  durch  geometrische  Betrachtung  wie 
folgt  gelöst  werden.  Den  Ort  der  Punkte  P,  für  welche  der 
Winkel  APB  (Fig.  22)  konstant  ist,  bildet  ein  Kreisbogen 
über  der  Sehne  AB]  die  beiden  Kreise  des  Kreisbüschels  mit 
den  Grundpunkten  A,  B,  welche  die  Gerade  XX'  herühren, 
geben  in  den  Berührungspunkten  die  Lösungen  der  Aufgabe. 
Denn,  geht  man  von  einem  dieser  Kreise  über  zu  einem  ein 
wenig  größeren  aus  dem  Büschel,  der  die  Gerade  XX'  sclmeidet, 
so  ruht  in  diesem,  wie  man  sich  durch  eine  einfache  Betrach- 
tung überzeugt,  über  der  Sehne  AB  ein  kleinerer  Winkel  als 
in  dem  berührenden   Kreise. 

Handelte  es  sich  in  Fig.  22  um  jenen  Punkt  in  XX',  aus 
welchem  die  Strecke  AB  unter  dem  größten  Winkel  erscheint, 
so  entspräche  dieser  Frage  der 
Punkt  X  =  -\-  Ya  h,  rechts  von  0. 

7)  Es  sind  zwei  Punkte  A,  B 
und  eine  sie  nicht  trennende  Ge- 
rade XX' gegeben  (Fig.  24).  Man 
soll  den  kürzesten  über  einen 
Punkt  von  XX'  führenden  Weg 
von  A  nach  B  bestimmen. 

Einem  Grundsatze  der  Geometrie  zufolge  wird  der  Weg 
aus  zwei  geradlinigen  Strecken  sich  zusammensetzen,  so  daß 
es  darauf  ankommt,  den  Punkt  P  in  XX'  so  zu  bestimmen, 
daß  s  =  AP  -\-  PB  ein  Minimum  werde. 

*)  Die  Festsetzung  ist  beidemal  so  getroffen,  daß  0  bei  Überschrei- 
tung von  x  =  0  stetig  bleibt. 


Fig.  24. 
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Setzt  man  .1^-1'=  a,  BB'  =  h,  AB'  =  c,  Ä' P  =  x,  so  ist 


und  die  notwendige  Bedingung  für  ein  Extrem  lautet: 
ds  X  c  —  X 

oder  in  den  Linien  der  Figur  ausgedrückt: 

J/P_  PB' 
AP  ~  BP  ' 

daraus  schließt  man  auf  die  Ahnliclikeit  der  Dreiecke  AA'V 
und  BB' P  und  hieraus  wieder  auf  die  Gleichheit  der  Winkel 
X'PA  und  XPB  (Reflexionsgesetz).  Die  Konstruktion  von  P 
geschieht  in  der  Weise,  daß  B' B^=  BB'  gemacht  und  A  mit 
B^  verbunden  wird. 

Die  direkte  Verfolgung  der  Bedingungsgleichung  (a)  führt 
nach  Beseitigung  der  Irrationalitäten  und  der  Nenner  zu  der 
quadratischen  Gleichung 

(ß)  [h-  —  a-)x-  -\-  '2a^cx  —  a-c'  =  0, 

und  diese  gibt  die  beiden  Wurzeln 

ac  ac 


a  +  6'        2        a—h' 
die  erste  leitet   auf  die   gefundene  Lösung  hin:    denn   aus   der 
hervorgehobenen  Ähnlichkeit  folgt 

Z'P :  rt  =  (c  -  J^P)  :  h, 
woraus 

ac 


A'P  = 

^        a-\-b 


1 


Die  zweite  Lösung  ist  der  gestellten  Aufgabe  fremd  und  rührt  '^ 
daher,   daß   die    Gleichung  (ß)   umfassender   ist  als  («)  infolge 
der  ausgeführten  Quadrierung:  die  Gleichung  (ß)  schließt  auch 
die   Bedingung    für   das   Maximum   von  AP  —  BP  oder   von 


Va'  +  x^  -  Yb^  +  (c  -  xy 

in  sich  und   hierfür   gilt  a*2,   das    den  Schnittpunkt   Q  der  Ge- 
raden AB  mit  XX'  bestimmt;  in  der  Tat  ist 

ap-pb<:ab, 

daher  AB  der  Maximalwert  der  Differenz  AP  —  PB,  welcher 
sich  dann  einstellt,  wenn  P  mit  Q  zusammenfällt. 
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Man  hätte  auch  von  der  folgenden  Betrachtung  ausgehen 
können.  Der  Ort  der  Punkte  P,  für  welche  AP  -\-  PB  einen 
bestimmten  konstanten  Wert  s  hat,  ist  eine  Ellipse  mit  den 
Brennpunkten  AB  und  der  großen  Achse  s  (Fig.  24);  die 
kleinste  unter  diesen  (konfokalen)  Ellipsen,  welche  mit  der 
Geraden  XX'  reelle  Punkte  gemein  hat,  ist  diejenige,  welche 
sie  berührt:  der  Berührungspunkt  bestimmt  die  Lösung  der 
Aufgabe  und  hat  nach  einer  bekannten  Eigenschaft  der  Ellipsen- 
tangente eine  solche  Lage,  daß  <^  X' PA  =  -^  XPB. 

8)  Es  sind  zwei  Punkte  -p.    25 

A,  B  und  eine  sie  trennende 
Gerade  X  X '  gegeben  (Fig.  25). 
Man  soll  denjenigen  Punkt  P 
in  XX'  bestimmen,  für  wel- 
chen die  Differenz 

d  =  AP-PB 

ein  Maximum  wird. 

Die    analytische   Behandlung    der   Aufgabe    führt    zu    der 

nämlichen  Gleichung  (j3)  wie  vorhin.    Von  den  beiden  Wurzeln 

entspricht  nun 

ae 


Xo  = 


a  —  b 


dem  verlangten  Maximum  und  liefert  den  Punkt  P,  zu  dessen 
Konstruktion  B' B^^  =  BB'  zu  machen  und  A  mit  B^  zu  ver- 
binden ist;  dieser  Punkt  ist  also  durch  die  Gleichheit  der 
Winkel  X'PA  und  XPB  charakterisiert.     Die  zweite  Lösung 


X,  = 


a-\-b^ 


welche  auf  den  Schnittpunkt  Q  der  Geraden  AB  mit  XX' 
hinleitet,  ist  der  gestellten  Aufgabe  fremd  und  bestimmt  das 
Minimum  von  AP -\-  PB:  denn  tatsächlich  ist 

AP  -\-PB^AB, 

daher  AB  der  kleinste  Wert  von  AP -\-  PB,  welcher  eintritt, 
wenn  P  mit  Q  zusammenfällt. 

Geometrisch  löst  sich  die  gestellte  Aufgabe  durch  folgende 
Betrachtung.     Der  Ort  der  Punkte  P,  für  welche  die  Differenz 
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AP  —  BP  eiiieu  bestimmten  konstanten  Wert  d  hat,  ist  eine 
Hyperbel  mit  den  Brennpunkten  A,  B  und  der  reellen  Achse  c?; 
diejenige  unter  diesen  konfokalen  Hyperbeln,  welche  die  Ge- 
rade XX'  berührt,  hat  unter  denen,  die  mit  dieser  Geraden 
reelle  Punkte  gemein  haben,  die  größte  reelle  Achse;  ihr  Be- 
rührungspunkt bestimmt  also  die  Lösung  der  Aufgabe  und 
liegt  nach  einer  bekannten  Eigenschaft  der  Hyperbel  so,  daß 
•^X'PA^^X'PB. 

9)    Es   sind   zwei   Punkte  A,  B   und    eine    sie    trennende 

Ebene  MM'  gegeben  (Fig.  2Q).    Man  soll  den  Weg  von  A  nach 

p.    26  ^  bestimmen,  welchen  ein  Bewegliches  in 

^-1  y  der  kürzesten  Zeit  zurücklegt,  wenn  es  sich 

;  \\      ; von  A  bis   zur  Ebene    mit   der  Geschwin- 

■    \  \-7>  vj  /      digkeit  u  und   von   da  ab    bis  B  mit   der 

'^     V^^^f      /       Geschwindigkeit  v  bewegt.*) 

'"""^-^>^U,  Der  Weg  wird  sich  notwendig  aus  zwei 

12^-'  geradlinigen  Strecken  zusammensetzen  und 

bestimmt  sein,  sobald  man  den  Punkt  P 
der  Ebene  kennt,  über  welchen  er  führt.  Von  diesem  läßt 
sich  ferner  erweisen,  daß  er  in  die  Verbindungslinie  der  ortho- 
gonalen Projektionen  Ä,  B'  von  A,  B  auf  MM'  fällt,  daß 
der  Weg  selbst  also  in  der  durch  A,  B  zu  MN  gelegten 
Normalebene  verläuft.  Denn  zu  einem  Wege  wie  AQB,  der 
über  einen  Punkt  Q  außer  A' B'  führt,  läßt  sich  immer  ein 
Weg  finden,  der  in  kürzerer  Zeit  zurückgelegt  wird  als  AQB-^ 
man  braucht  nur  QP  senkrecht  zu  AB'  zu  ziehen,  und  erkennt 
•sogleich,  daß  AP<AQ,  BP<BQ,  daß  also  auch  ABB  in 
kürzerer  Zeit  zurückgelegt  wird  als  AQB. 

Ist  AA'  =  a,  BB'  -=  b,  A'B'  =  c,  A'P  =  x,  so  ist  die  für 
den  Weg  APB  erforderliche  Zeit 


]/a*  4-  x^       ]/b^  +  (c  —  ic)* 
t —      -f- 


U  V 


*)  Mit  dieser  Aufgabe  befaßte  sich  1\  Fermat  (1662),  der  ein  Ver- 
fahren zur  Bestimmung  der  Maxima  und  Minima  gefunden  hatte,  das  im 
Wesen  auf  die  Annullierung  des  ersten  Dilferentialquotienten  hinaus- 
kommt. Leibniz  nahm  sie  in  die  historisch  denkwürdige  Abhandlung 
auf,  die  in  der  zweiten  Fußnote  zu  22  zitieit  ist  und  die  sich  neben 
dem  Tangentenproblem  auch  mit  den  Extremwerten  beschäftigt. 


1 
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und  ihr  kleinster  Wert  ergibt  sich,  wenn  P  so  gewählt  wird,  daß 
dt  X  c  —  X  ^ 

oder  in  den  Linien  der  Figur  ausgedrückt,  daß 

M  ■ ^P  ~   V  '  BF  ' 

bezeichnet  mau  also  die  Winkel  APN  und  BPN',  welche  die 
Wegteile  mit  dem  Lote  NN'  zur  Ebene  einschließen,  mit  a,  ß^ 
so  ist  der  verlangte  Weg  durch  die  Beziehung 

sin  u  u 

sin  ^         V 

gekennzeichnet,  wonach  das  Sinusverhältnis  der  genannten 
Winkel  gleich  sein  muß  dem  analog  gebildeten  Verhältnis  der 
Geschwindigkeiten  (Refraktionsgesetz). 

10)  Man  erledige  die  folgenden  Fälle. 

a)  y  =  2x^-^x^-\-  12a;  ~  3 

[x  =  \,  y  =  2  (Max.);  x  =  2,  y=l  (Min.)}. 

b)  y  =  X  —  x^ 

[  l/3  21/3   ,,,       V  1/3  2|/3    .,,.     sl 

1^  =    3  '  ^  =     9     (Max.);  x^-^,  y  =  --^  (Min.)|  • 

c)  y  =  x^  —  3a;^+  6x  {weder  ein  Max.  noch  ein  Min.} . 

}x  =  0,  1/  =  -  1  (Min.);  x  =  -2,  y=  l   (Max.^ j- 

11)  Ein  einseitig  offenes  zylindrisches  Hohlgefäß  von  ge- 
gebenem Fassungsraum  ist  so  zu  formen,  daß  es  eine  möglichst 
kleine  Oberfläche  habe  (Basisradius  =  Höhe). 

12)  Ein  beiderseits  geschlossener  Hohlzylinder  von  ge- 
gebenem Volumen  ist  so  zu  formen,  daß  er  eine  möglichst 
kleine  Oberfläche  besitze  (Basisdurchmesser  =  Höhe). 

13)  Einer  gegebenen  Kugel  ist  ein  Kegel  von  minimalem 
Volumen  umzuschreiben  (Höhe  =  doppeltem  Kugeldurchmesser, 
Kegelvolumcn  =  doppeltem  Kugelvolumen  i. 

14)  Der  Raum  unter  einem  kegelförmigen  Zeltdach  ist 
gegeben;  wie  ist  dasselbe  zu  gestalten,  damit  es  eine  möglichst 
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kleine  Oberfläche  (Mantelfläche)  erhalte?  (Höhe  =  Basisradius 
X]/2;  Zentriwinkel  des  ausgebreiteten  Mantels  207°50'). 

119.  Extreme  Werte  bei  singulärem  Verhalten  des 
Differentialquotienten.  Die  bisher  gepflogenen  Unter- 
suchungen über  die  Extreme  einer  stetigen  Funktion  f{x)  waren 
an  die  Voraussetzung  geknüpft,  daß  die  Funktion  an  jeder  Stelle 
innerhalb  des  Intervalls  {ic,  ß),  für  welches  sie  definiert  ist, 
einen  vollständigen  Differentialquotienten  besitzt.  Aber  auch 
bei  anderem  Verhalten  der  Funktion  können  sich  extreme 
Werte  einstellen. 

1)  Angenommen,  an  einer  Stelle  a  zwischen  a  und  ß  höre 
die  Ableitung  f'{x)  auf  definiert  zu  sein;  dagegen  gebe  es  dort 
einen  bestimmten  linken  und  ebenso  einen  bestimmten  rechten 
Differentialquotienten  (20),  und  die  beiden  seien  ungleich  be- 
zeichnet; dann  ist  f[a)  ein  Maximum  oder  ein  Minimum,  je 
nachdem  bei  der  angegebenen  Ordnung  der  beiden  Differential- 
quotienten ein  Übergang  vom  positiven  zum  negativen  oder 
das  Umgekehrte  stattfindet. 

Denn  im  ersten  Falle  ist 

f(a-^h)-f(a) 
h  ' 

das  für  lim  A  =  —  0  gegen  eine  positive  Grenze  konvergiert, 
für  negative  /<,  deren  Betrag  über  eine  angebbare  Grenze  nicht 
hinausreicht,  positiv,  folglich  für  solche  h 

/■(a  +  A) -/-(«.)<  0;  I 

derselbe  Quotient,  da  er  für  lim/i=  +  0  gegen  eine  negative 
Grenze  konvergiert,  bleibt  für  positive  Ji  unter  einem  angeb- 
baren Betrage  negativ,  so  daß  für  solche  h 

/■(«  + /O -/■(»)<  0; 

dadurch  ist  aber  /'(«)  als  Maximum  erwiesen  (114,  (1)). 

Ahnlich  gestaltet  sich  der  Beweis  im  zweiten  Falle. 

Der  Übergang  vom  Wachsen  ins  Abnehmen  oder  um- 
gekehrt äußert  sich,  wenn  man  f{x)  durch  die  Ordinaten  einer 
Kurve  darstellt,  im  vorliegenden  Falle  in  solcher  Weise,  daß 
die  Kurve  an  der  Übergangsstelle  zwei  vei-schiedene  Tangenten 
aufweist  fl7,  Fig.  4). 
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Als  Beispiel  diene  die  Funktion 

fix)  =  h  i-Yi^-^af , 
wo  die  Wurzel  als  positiv  aufgefaßt  wird;   diese  Funktion  be- 
sitzt an  jeder  Stelle  mit  Ausnahme  von  x  =  a  einen  bestimm- 
ten Differentialquotienten: 


der    nesativ    und 


Fig.  27. 


y{x—a)- 
—  1  ist  im  Intervalle  ( —  cx3,  a),  positiv 
und  =  -|-  1  im  Intervalle  {a,  -\-  oo);  an  der 
Stelle  a  selbst  ist  der  linke  Differentialquotient 
—  1,  der  rechte  -\-  1,  daher  ist  f{a)  =  h  ein 
Minimum.  —  Die  Funktion  fix)  ist  geome- 
trisch durch  die  Ordinaten  der  Schenkel  des 
rechten  Winkels  LMN  (Fig.  27)  dargestellt, 
dessen  Scheitel  die  Koordinaten  («,  />)  hat 
und  dessen  Schenkel  gegen  die  Achsen  gleichgeneigt  sind. 

2)  Angenommen  ferner,  die  Ableitung  f{x)  von  f{x)  sei 
an  einer  Stelle  a;  =  «  innerhalb  (a,  ß),  an  der  die  Funktion 
.selbst  einen  bestimmten  Wert  f(a)  hat,  nicht  definiert  und 
werde  bei  Annäheruncr  an  dieselbe  unendlich  groß  in  der  W^eise, 
daß  lim  f'{x)  =  -f-  oo    und  lim  f'{x)  =  —  oc    oder  umgekehrt; 

dann  ist  /'(«)  ein  Extrem  und  zwar  ein  Maximum,  wenn  f'{x) 
sich  in  der  erstgedachten  Weise  verhält,  ein  Mi  Fig.  2s. 

nimum,  wenn  es  das  umgekehrte  Verhalten  zeigt. 

Die  Begründung  hierfür  ist  dieselbe  wie 
vorhin. 

Der  Übergang  vom  Wachsen  ins  Abnehmen 
oder  umgekehrt  äußert  sich  bei  geometrischer 
Darstellung  jetzt  so,  daß  die  beiden  bei  .r  =  a  zusammenstoßen- 
den Teile  der  Kurve  eine  zur  «/-Achse  parallele  Tangente  haben 

mg.'^^). 

Eine  solche  Erscheinung  weist  beispielsweise  die  durch- 
aus stetige  Funktion 

auf,  indem  ilir  Differentialquotient 


zyx 


Cz  über,  Vorlesungen.     I.    3.  Aufl. 
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an  der  Stelle  x  ^  a  nicht  existiert,  links  davon  —  cx>,  rechts 
-f  CO  wird  bei  unbegrenzter  Annähernng  des  x  an  a-  daher 
ist  f(a)  =  h  ein  Miuinmra  (Fig.  28). 

120.  Extreme  Werte  ein  er  implizit  gegebenen  Funk- 
tion. Es  bleibt  noch  zu  zeigen,  wie  man  die  extremen  Werte 
einer  imjjlieit  gegebenen  Funktion  ei-mittelt. 

Durch  die  Gleichung 

(5)  F{x,  y)  =  0 

sei  y  als  stetige  Funktion  von  x  definiert.  Ihr  Differential- 
quotient -T  -  ergibt  sich  aus  der  Gleichung 

(6)  f"  +  ''/^--o; 

^  ^  dx        dy  dx         ' 

er  muß  —  von  den  in  119  behandelten  Ausnahmefällen  ab- 
gesehen, welche  jedesmal  eine  besondere  Untersuchung  er- 
fordern —  für  einen  extremen  Wert  verschwinden,  und  dies 
hat  zur  Folge,  daß  auch 

wird.  Besitzen  nun  die  Gleichungen  (5)  und  (7)  gemeinsame 
Lösungen,  deren  eine 

X  =  a,      y  =  h 

sein  möge,  so  bezeichnet  x  =  a  eine  Stelle,  an  welcher  y  einen 
größten  oder  kleinsten  Wert  haben  kann,  und  dieser  extreme 
Wert  selbst  ist  dann  y  =  1>.  Darüber  kann  im  Sinne  von  116 
in  vielen  Fällen  schon  durch  den  zweiten  Differentialquotienten 

^  j   entschieden  werden;  dieser  aber  ergibt  sich  allgemein  aus 

der  Gleichung: 

a^F       2    d'F   dy       d\F/dy\'       dFd^^^ 
dx^  dxdy  dx       dy^  \dx)         dy  dx^  ' 

die  durch  nochmalige  Differentiation  der  Gleichung  (6)  ent- 
steht (57);  im  vorliegenden  Falle  soll  er  jedoch  an  der  Stelle 
X  ==  a   untersucht   werden,   an  welcher   die   Funktion  y  selbst 

den  Wert  b  hat  und  wo  j  =  0  ist;  für  diese  Stelle  gilt  also 
die  einfache  Beziehung 

fd^F\        .    (dF\      /fPj/' 


\dX^)a,b  \cy  Ja,lj\dx^Ja 
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woraus 


(8) 


Ist  dieser  Wert  nicht  Null,   so  zeigt   sein  Vorzeichen  an,   ob 
y  =  h  ein  Maximum  ist  oder  ein  Minimum. 

Die  Resultate  dieser  Untersuchung  werden  hinfällig,  wenn 

für   X  =-  a,   y  =  h    der    Diiferentialquotient    ^^ —    verschwindet; 

denn  dann  ist  die  Gleichung  (7)  eine  Folge  von  (6)  auch  dann, 

wenn  -p   nicht  Null  ist.     Dieser  Fall  wird  später  in  anderem 

Zusammenhange  zur  Erledigung  kommen. 

Beispiele.     1)  Es   sind   die  extremen  Werte  von  y  za  be- 
stimmen, wenn 

F{x,  y)  =  x^y^  -}-  y  —  x  =  0. 

Verbindet  man  mit  dieser  Gleichung  die  weitere 

ex  ^  ' 

so  fühlt  die  Auflösung  beider  zu  dem  Wertepaar 


X 

für  dieses  erlangt 


dx" 


6xy^  den  Wert  2 


i^^3  x^y'^  +  1   den  Wert  l  , 
ty  "^  2  ' 

folglich  ist  an  der  errechneten  Stelle 

dx-       ö  y  [) 

negativ  und  aus  diesem  Grunde  y  =  [/^^  das  Maximum  von  y. 

2)  Für  die  in  58,  2)  bereits  behandelte  Funktion  y,  definiert 
durch  die  Gleichung 

F(x,  y)  =  a;^  —  3  axy  +  ^/^  =  0, 

die  extremen  Werte  zu  bestimmen. 

20* 
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Aus  der  gegebenen  und  der  aus  ihr  abgeleiteten  Gleichung 
-K—  =  ox-  —  öay  =  0 

ergeben  sich  durch  Auflösung  die  Wertepaare: 

-^1  =  0,  ?/,  =0;         x^  =  a  }/2,  y^  =  ayi- 

für  das  erste  nimmt 

-„     =  o?/-  —  öax 

den  Wert  0  an  und  es  tritt  der  erwähnte  Ausnahmefall  ein; 
für  das  zweite  hat  dieser  Differentialquotient  den  Wert  3a^y2, 
der  zweite  Differentialquotient 

den  Wert  6rti/2;  mithin  ist  an  dieser  zweiten  Stelle 

rf*y  _  _  2 

infolgedessen  ?/.,  =  ci  Y^  ein  Maximum  oder  ein  Minimum  der 
Funktion  y,  je  nachdem  a  >  0  oder  a  <  0  ist 

3)  Ist  xy[x  —  y)  =  2a^,  so  ist  für  x  =  —  a  y  =  —  2a 
ein  Maximum  oder  ein  Minimum,  je  nachdem  a  >  0  oder 
a  <  0  ist. 

4)  Wenn  x^  +  i/^  —  Aa'xy  =  0  und  a  >  0  ist,  so  ent- 
spricht die  Lösung:  a;  =  a")/3,  t/  =  a")/27  dem  Maximum,  die 
Lösung:  x  =  —  aj/ä,  y  =  —  a^^l  dem  Minimum  von  y. 


§  2.  Maxima  und  Minima  der  Funktionen  mehrerer 
unabhängigen  Variablen. 
121.  Kriterien  für  eine  Funktion  zweier  Variablen. 
Wir  gehen  von  einer  Funktion  zweier  Variablen  z  =  fix,  y) 
aus,  welche  auf  dem  Gebiete  P  eindeutig  und  stetig  ist.  Die- 
selbe hat  an  einer  innerhalb  P  gelegenen  Stelle  x  =  a,  y  =  h 
ein  Maximum,  bzw.  ein  Minimum,  wenn  sich  eine  Umgebung 
von  a/b  feststellen  läßt  derart,  daß  der  Funktionswert  f(a,  h) 
größer,  bzw.  kleiner  ist  als  jeder  andere  aus  dieser  Umgebung 
entnommene    Wert    der    Funktion.      Es    muß    sich    also    eine 


i 
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positive  Zahl   >;  feststellen  lassen  derart,  daß  für  den  Fall  eines 
Maximums 

(1)  f{a  +  h,  h-^k)-f{a,h)<0, 

und  für  den  Fall  eines  Minimums 

(2)  f{a  +  h,  b  +  l-)-f{a,  b)>0 

für  alle  Wertverbindungen  h  l\  für  welche  gleichzeitig 

i  Ä  I  <  r;         I  ^  I  <  ^, 

ausgenommen  die  Wertverbindung  0/0. 

Legt  man  die  geometrische  Darstellung  des  Gebietes  P 
zugrunde  (Fig.  29,  (47)),  so  ist  durch  jede  Wert  Verbindung 
Ji/k   eine   durch    den  Punkt  a/b   laufende  Rg-  29. 

Gerade  S  bestimmt,  und  verfolgt  man  die       ^  ^   "*^' 

Funktion  längs  dieser,  so  besagen  die  Re- 
lationen (1),  (2),  f[x,  y)  sei  dabei  an  der 
Stelle  ajb  ein  Maximum,   bzw.   ein  Mini-    ^*^' 
mum;  und  dies  muß  der  Definition  gemäß 
für  jede  durch  a/&  gehende  Gerade  gelten. 

Man  kommt  hiernach  zu  dem  Schlüsse,  daß  die  Funktion 
fix,  ij)  an  der  Stelle  ajb  nur  dann  einen  extremen  Wert  haben 
kann,  wenn  /"(«,  b)  bei  Verfolgung  der  Fun ktions werte  in  jeder 
durch  ab  gehenden  Geraden  ein  Extrem  darstellt. 

Hierzu  ist  vor  allem  notwendig,  daß  der  totale  Differen- 
tialquotient (47,  (7,)): 


n 


df 

ds 


df  ,    df 

ir-  cos  QC  -f   :^  cos  tb, 
CX  (>f 


gebildet  für  die  Stelle  a  b,  in  jeder  Richtung,  also  für  jede 
Wertverbindung  cos  qp,  cos  i^»  (die  übrigens  der  Bedingung 
cos-^  -f  cos"t^'  =  1  zu  genügen  hat),  gleich  Null  sei,  und  dies 
wieder  jändet  nur  dann  statt,  wenn  an  der  Stelle  ajb 


dx  ' 


(3) 
ist. 

Daraus  ergibt  sich  der  Satz:  Diejenigen  Stellen,  an  uelchen 
die  Funktion  fix,  y)  einen  extremen  Wert  besitzt,  sind  unter  den 

f  f  df 

Lösungen  des  Glcichungspaares  ^— :  =  0,  ::^  =  0  zu  suchen. 
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Es  sei  nun  alh  eine  aus  diesen  Gleichungen  hervorgegangene 
Lösung.  Zur  weiteren  Entscheidung  werde  der  zvveite  totale 
Ditferentialquotient  (54,  (4)): 

/.N         d^f       d^f        9       ,    o    ^V  ,1    ^'f        2  , 

(**^         ds^  =  dx^  '''''^  9^  +  2  ä^  ^^^  9^  cos  f  +  ^^,  cos^  ^ 

für  die  Stelle  afh  herangezogen;  er  muß,  soll  f\a,  b)  ein  Maxi- 
mum sein,  für  alle  Richtungen  negativ,  und  soll  f(a,  h)  ein 
Minimum  sein,  für  alle  Richtungen  positiv  sein.     Dazu  ist  vor 

allem  erforderlich,  daß  weder  „  ^  noch  ,    ,  verschwinde:  denn 

wäre  „-V  =  0,  so  würde   ,  ^  =  0  für  xb  =  ^  ,  und  wäre  ^~  =0, 

dx-  '  ds-  ^        2  '  dy  ' 

so  würde     ,  .  =  0  für   op  =    -  •     Nun  ist,  wenn  „— ,-  4=  0, 

ds-  ^        2  '  dx^    '       ' 

^— ,  j-^  =    ^— , )  cos-  op  -f  2  7^  ^— K-  cos qp  cos  i/'  +  ^^-V  ^-v  cos"^ ^' 
dx^  ds^       \dx-/  ^  cx^  dxdy        ^  dx- dy^  ' 

und  nach  Ergänzung  der  beiden  ersten  Teile  der  rechten  Seite 
zu  einem  vollständigen  Quadrat: 

)  ^-'^^' 

l  =  b:^  cos  ^  +  -^^  cos  i^J  +  L^ -^^  -  (^^  J  cos^  t- 

jetzt  läßt  sich  darüber  entscheiden,  unter  welcher  Voraus- 
setzung die  rechte  Seite,  also  auch  die  linke  Seite,   also  auch 

d^  f 

-,  ,  in  allen  Richtungen  ein  und  dasselbe  Vorzeichen  hat.     Die 

ds-  ^ 

hinreichende  und  notwendige  Bedingung  hierfür  ist  nämlich, 
daß  an  der  Stelle  alh 

^^J^  dx^  d^^  ~  \dxdy)  ^  ^ 

sei. 

Daß  diese  Bedingung  hinreichend  ist,  erkennt  man  so- 
gleich; denn  besteht  sie,  so  ist  der  Ausdruck  auf  der  rechten 

d^f     M 
Seite  von  (5)  für  alle  Richtungen  positiv  und  es  hat  somit     ,  g     ■ 

beständig  das  nämliche  Vorzeichen  wie  (o-4)     •  ■ 

Daß  die  Bedingung  auch  notwendig  ist,  ergibt  sich  auf 
folgende  Art.     Wäre 

dx*  dy"-       \dxdyl  ' 
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SO  ließen  sich  sowohl  Gerade  bezeichnen,  für  welche  die  rechte 
Seite  von  (5)  positiv,  als  auch  solche,  für  welche  sie  negativ 
ist;  eine  Gerade  der  ersten  Art  wäre  diejenige,  welche  durch 
cos  1^'  =  0  (wozu  cos  g?  =  +  1  gehört)  gekennzeichnet  ist;  und 
eine  Gerade  der  anderen  Art  würde  sich  beispielsweise  aus 

(0  ^-^,cosg)+^^cos^  =  0 


ergeben.     Bestünde  endlich 

h/-        \dxdyl  ' 


dx'  dl 


so  hätte  allerdings  die  rechte  Seite  von  (5)  für  alle  Geraden 
das  positive  Zeichen,  jedoch  mit  Ausnahme  derjenigen,  die  sich 
aus  (7)  ergibt,  weil  für  diese  der  ganze  Ausdruck   und    somit 

^  verschwände,   so  daß   für   diese  Gerade   eine  Entscheidung 

nicht  getroffen  werden  könnte.*) 

Auf  Grund  dieser  Erörteruncf  ergibt  sich  also  der  folgende 
Satz:  An  einer  Stelle  a/b,  an  tvelcher  die  beiden  ersten  Differen- 

ticdquotienten  ^    ,  —  verschwinden,  hat  die  FunMion  f{x,  y)  einen 

extremen  Wert,  wenn  dort  -^  x— 4  —  {-^ — ^)  >  0  ist,  und  zwar 
'  ox^  dy^        \cxdyl 

*)  Die  vorstehende  Untersuchung  kann  auch  in  die  folgende  all- 
gemeinere Form  gebracht  werden,  in  der  sie  wiederholt  auftritt:  „Unter 
welchen  Bedingungen  besitzt  die  Funktion 

-^2  =  «11  ^*  +  2ai2g/j  +  a.2Ti''' 

mit  den  reellen  Variablen  |,  r\  und  den  reellen  Koeffizienten  «jj,  a^^,  rt^» 
die  Eigenschaft,  daß  sie  nur  für  die  Wertverbindung  §  =  0,  rj  =  0  Null 
wird,  für  jede  andere  entweder  einen  positiven  oder  für  jede  einen  nega- 
tiven Wert  besitzt?" 

Man  braucht  nur  F^  durch  die  positive  Zahl  i,-  -\-  ly  zu  dividieren, 

wodurch  an  dem  Vorzeichen  nichts  geändert  wird,  und  ^t==  =  cos  op, 

l/l^  +  ri* 

— :r-L  —  =C08ii)  ZU  setzcn,   um  auf  die  Form  (4)  zurückzukommen,  die 

wegen  cos-qp  -f  cos*qp  =  1  ein  gleichzeitiges  Nullwerden  von  cosqp,  cosip 
ausschließt. 

Eine  Funktion  der  hier  betrachteten  Art,  mit  zwei  Variablen  und 
homogen  vom  zweiten  Grade,  nennt  man  eine  binäre  quadratische  Form 
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ri'f 

ist  f{n,  b)  ein  Maximum,  wenn  ^  ,,  an  der  gcndunicn  Stelle  negativ, 
ein  Minimum,  nenn  „,  »  positiv  ist.    Ist  hingegen  (in  der  Stelle 

ab  der  Äusdniclc  ^  g  ^  g  —  (ö~^  )  <  ^^  ^^  findet  ein  extremer 

Wert  nicJd  statt,  und  ist  er  =  0,  so  läßt  sieh  ohne  weitergehende 
UntersucJtnng  eine  Entscheidung  nicht  treffen. 

Im  Pralle  eines  Extrems  kann  übrigens  die  letzte  Unter- 
scheidnng  ebensowohl  mit  Hilfe  von  .-^  wie  mit  „  ^  erfolgen, 
weil  die  Bedingung  (6)  nicht  erfüllt  sein  kann,  ohne  daß  1 


beide  von  Null  verschieden  und  desselben  Vorzeichens  sind. 


Die  durchgeführte  Betrachtung  verliert  ihre  Grundlage,  wenn 
,  j  für  jede  Richtung  verschwindet,  und  dies  tritt  vermöge  (4 1 
dann  ein,  wenn  für  x  =  a,  y  =  b 

r(_o,  //-=o,  ^-(=0.    . 

ex-         '        cxcy         '        öy 

Es   muß  dann,  soll  f'{n,  b)  ein   extremer  Wert  sein,   auch  -y^ 

für  alle  Richtungen  verschwinden  (116),  und  dies  setzt  (54,  (G)) 
voraus,  daß  an  der  Stelle  ab  auch  alle  partiellen  Differential- 


und  bezeichnet  sie,  wenn  .sie  die  beiden  angeführten  Eigenschaften  be- 
sitzt, als  definit;  wenn  sie  sie  nicht  besitzt,  als  indefinit;  wenn  sie  sie 
nur  teilweise  zeigt,  als  semideßnit. 

Die  hinreichende  und  notwendige  Bedingung,  damit  i\  definit  sei, 
ist  also  0,10^2  —  «is'^0,  und  das  Vorzeichen  richtet  sich  dann  nach 
ftjj  (oder  Ojj). 

Die  Form  ]'\  ist  indefinit,  wenn  o^^a^^  —  öt,^*<^0  ist. 

Sie  ist  endlich  semideßnit,  wenn  ai,««, — "is'^^i  ^i®  ^^^  dann 
zwar  die  Eigenschaft  der  Zeicbenbeständigkeit,  wird  aber  Null  nicht 
bloß  für  1  =  0,  7j  ^  0,  sondern  für  alle  Weitverbindungen,  die  der  Pro- 
portion I  :  7j  =  —  «14  :  «11   genügen. 

In  Anwendung  auf  das  vorstehende  Problem  kann  man  also  sagen, 

daß  nur  dann  sicher  ein  extremer  Wert  vorhanden  ist,   wenn   die  Form 

r-f  r)^f  ?,^f 

14  ^'  +  2  ^  l    |rj  -f   .4  ^'  definit  ist. 

dx^_  dxdy  dy^ 

Über  den  Fall  der  semidefiniten  Form  sind  mehrfache  Unter.suchungen 

angestellt    worden    (s     den   Artikel    „Differential-Integralrechnung"    von 

A.  Voss  im  Teil  I,  Bd.  II  der  Enzykl.  d.  mathem.  Wissensch.,  ]).  83—85). 
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quotienteii   dritter  Ordnung  von  f{x,  y)  Null  werden;   ist   dies 

d*f 
der    Fall,    so    kommt    es    weiter    auf    , '    an.    Das  Vorzeichen 
'  ds* 

dieses  Differentialquotienten,  wenn  es  für  alle  Richtungen  das- 
selbe bleibt,  entscheidet  über  Maximum  oder  Minimum  in  dem- 

selben  Sinne  wie  das  Vorzeichen  von    ,'     sobald    ,  ,  =)=  0   ist. 

ds^'  ds-    ' 

Inbetreff  der  Fortsetzung  dieser  Schlüsse  braucht  nur  auf  117 
verwiesen  zu  werden. 

122.  Kriterien  für  eine  Funktion  beliebig  vieler 
Variableu.  Die  Definitionen  für  das  Maximum  und  Minimum 
einer  Funktion  u  =  f(Xi,  r,,  .  .  .  xj  von  n  (>  2)  unabhängigen 
Variablen  sind  jenen  für  eine  Funktion  zweier  Variablen  analog; 
es  hat  die  Funktion  an  der  Stelle  a:^  a^,/ •  •  •  ^«  ^in  Maximum 
bzw.  ein  Minimum,  wenn  sich  eine  positive  Zahl  ?y  angeben 
läßt  derart,  daß 

(8)     f{x^  +  /<.i,  rr,  +  /^o,  .  .  .  a-„  +  //„)  -  f(x^,  x^,  .  .  .  x^)  <  0, 

bzw. 

1^9)    f{Xi  ^  /'u  Ä'2  +  \,...x^-^  h„)  -  f{x„  x^,...  x,^  >  0 

für  alle  Wertverbindungen  h^  h^   ...   /'„,  für  welche  gleichzeitig 

ausgenommen  die  Wertverbindung  0  0 /.  .  .  0. 

Wenn  man  sich  der  Terminologie,  welche  für  zwei  und 
drei  unabhängige  Variable  wirklich  anschauliche  Bedeutung  hat, 
allgemein  bedient  (49),  so  darf  man  sagen,  die  Bedingungen  (8) 
und  (9)  stellen  die  Forderung,  es  sei  f{x^^,  x.2,  ■  ■  ■  xj  ein  Maxi- 
mum bzw.  ein  Minimum,  in  welcher  durch  den  Punkt  x^  x^/ . . .  x^ 
gehenden  Richtung  man  auch  die  Funktion  verfolgen  mag. 
Dieser  Forderung  wird  aber  nur  dadurch  entsprochen,  daß  der 
totale  Differentialquotient  (^49,  (11)) 

'//'        cf  ,     df  ,  ,     df 

ds  =  ex,  ^^«  "f^  +  Fi,  ^°'  ^3^2  +  •  •  •  +  ,^,^  cos  ^„ 

für  alle  Richtungen,  also  für  alle  Wertverbindungen  von  cos  (f^, 
cos  gj^j  •  •  •  cos  qp^,  (sofern  sie  nur  der  notwendigen  Bedingung 
cos-  (p^  -f-  cos^  9^.,  -1-  •  •  •  +  cos^  ^„  =  1  entsprechen)  den  W^ert 
Null  annimmt.  Daraus  folgt  als  notwendige  Bedingung  für  einen 
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extremen  Wert  das  Gleich UDgssystem: 

(^10)  |-  =  o,     ^^  =0,  ...  f^-=0. 

^     '  ox^  '       dx^  '  dx^ 

An  einer  Stelle,  welche  aus  diesem  Gleichungssystem  sich 
ergibt,  findet  aber  nur  dann  in  jeder  durch  sie  gehenden  Rich- 
tung ein  Maximum  oder  Minimum  statt  und  läßt  sich  daher 
auch  die  Bedingung  (8)  oder  jene  (9)  erfüllen,  wenn  der  zweite 
totale  Differentialquotient  (54-) 

rf.^  =  dx^  ^°'"  'Pi  +  dx^  ^^«"  ^2  +  •  •  •  +  a^^.  cos-  g)„ 

^  ^  a^Taa?;  ^°^  ^^  ^°^  ^-  +  ^^  f  «'j  aa^s  "^^^  ^1  cos  9)3  -f  •  •  • 
für  aZ/e  Richtungen  negativ,  bzw.  für  aZ?e  Richtungen  'positiv  ist. 
Man  kann  diesen  Kriterien  auch  den  folgenden  Ausdruck 
geben.  Weil  das  totale  Differential  df  zugleich  verschwindet 
mit  dem  totalen  Differentialquotienten  ,  ,  und  weil  das  zweite 
totale  Differential  d'^f  gleiches  Vorzeichen  hat  mit  dem  zweiten 
totalen  Differentialquotienten,  so  gilt  der  Satz:  Die  Funlciion 
f{x^,  x^,  .  .  .  x^  Icann  einen  extremen  Wert  nur  an  einer  solclien 
Stelle  erlangen,  an  tvelcher  das  totale  Differential 

df=  7^  dx.  -f  .       dx^  +  •••  +  '      dx^ 

identisch,  d.  i.  unabhängig  von  den  Werten  dx^,  dxo, .  .  .  dx^^,  ver- 
schwindet; und  es  hat  die  Funktion  an  einer  solchen  Stelle  tvirk- 
lich  ein  Maximum  oder  ein  Minimum,  ivenn  das  zweite  totale 
Differential 

^  f  ^  fx^  "^1   "^  a.T.*      2"  +  ■  •  •  "(^  g^^  dXj^ 

beständig,  d.  i.  für  alle  Wertverbindungen  dx^/dx^/ .  .  .  jdxj^), 
negativ  bzw.  positiv  ist. 

*)  Hierbei  dürfen  unter  d.rj,  dx^,  .  .  .  dx„  beliebig  große  Werte 
gedacht  werden,  weil  das  Vorzeichen  des  Ausdruckes  für  ä^f\  auf  das 
allein  es  ankommt,  nicht  geändert  wird,  wenn  man  ihn  mit  dem  Quadrat 
einer  beliebig  großen  Zahl  q  multipliziert;  dann  aber  treten  an  die 
Stelle  von 

die  Produkte 

pd!.Xi,  Qdx^,  .  .  .  Qdx„, 


I 
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Die  Anwendung  des  zweiten  Teiles  dieses  Satzes  kann  in 
speziellen  Fällen  häufig  entfallen,  wenn  nämlich  aus  der  Xatur 
der  Aufgabe  selbst  zu  erkennen  ist,  ob  es  sich  um  ein  Maxi- 
mum oder  ein  Minimum  handeln  kami. 

123.  Beispiele.  1)  Es  sind  die  extremen  Werte  der 
Funktion 

t\x,  y)  =  ax^  +  2hxy  -\-  cy^  +  2gx  -\-  2hy  -\- h 
zu  bestimmen. 

Die  beiden  für  einen  extremen  Wert  notwendigen  Be- 
dingung sgleichungen: 

liefern  nur   dann   ein  bestimmtes  Wertsystem   für  x,  y,  wenn 
die  Determinante 

ist,  und  zwar  ist  dieses  Wertsystem 

bh  —  cg  hg  —  ah 

^0  =  ac^:rp-  J       2/o  =  ac  —  V-  ' 

ihm  entspricht   aber   nur    dann   ein   extremer  Wert,   wenn  der 
Ausdruck 

dx^  dy'       \dxdy)  ' 
der  hier  den  von  x,  y  unabhängigen  Wert 

4(ac  -  &2) 
hat,  positiv  ist,  wenn  also 

ac  -  &2  >  0; 
und  zwar  ist  f{xQ,  ?/q)   ein  Maximum,   wenn  a,  c  negativ,  und 


die  beliebig  groß  sein  können.  Mit  der  in  der  Fußnote  zu  121  ein- 
geführten Terminologie  drückt  sich  die  zweite  Bedingung  dahin  aus,  daß 
die  mit  den  7i  Variablen  |j,  |j,  .  .  .  |„   gebildete  quadratische  Form 

C  X^  C  Xg 

definit  sein  müsse. 
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ein  Miuinmni,  wenn  a,  c  positiv  sind;  beachtet  man,  daß  sieh 
f(.r,  y)  iu  die  Form 

fe  y)  =  («a:  +  htj  ■{-  o)x 
-f-  {hx  +  cy  -}-  h)y 
+  gx  +  hy  +  A- 
bringen  läßt,  so  ergibt  sich 

/"(^o^  2/0)  =9Xo  +  hy^  +  k. 

In  dem  Falle  ac  —  b^  <iO  hat  f(x,  y)  keinen  extremen  Wert. 

Ist  endlich  ac  —  h'  =  0,  also  -r-  =        und  überdies  =  ;  , 

dann  fallen  die  beiden  Bedingungsgleichungen  in  eine  zusammen, 

und  für  Wertverbindungen  xjy,  welche  dieser  einen  Gleichung 

genügen,  wird 

f{x,  y)  =  (jx  +  hy  +  Ic  =  /i  (f  ^  +  //)  +  /.■ 

=  h  (y  a:  +  ^^  +  h  =  ^^  {ax  +  hy)  +  h 

also  konstant,  so  daß  an  solchen  Stellen  x^y  die  Funktion  keinen 
extremen  Wert  hat. 

Setzt  man  z  =  f{x,  y)  und  stellt  s  geometrisch  dar  (45), 
so  entspricht  dieser  Gleichung  für  r/c  — &^>0  ein  elliptisches 
Paraboloid,  für  ac  —  &-  <  0  ein  hyperbolisches  Paraboloid,  für 
ac  —  h'^  =  0  und  —  =  ^  eine  der  xy-^hene  parallele  Zylinder- 
fläche. 

2)  Die  extremen  Werte  der  Funktion 
2  =  e-^"--^\ax^  +  hy"^) 

unter  der  Voraussetzung:  a  >  0,  6  >  0  zu  bestimmen. 
Den  Gleichungen 

ll  =  2x{a  -  ax""  -  hy')e-'^"--y"-  =  0 

^^  =.2y[b  -  ax'-  -  }nf)e-^''-'J'  =  0 

kann  in  dreifacher  Weise  entsprochen  werden:  ■ 

a)  Durch  x  =  0,  y  =  0.  Ohne  eine  vollständige  Entwick- 
lung der  zweiten  Differentialquotienten  nötig  zu  haben,  wird  man 
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leicht  erkennen,  daß  für  diese  Wertverbindung 

:t -.  =  2a,    .,  =  20,  =0, 

dx-  '    oy-  '     cxdy  ' 

also 

d-z  d-z      r  d-z  -]-     .    ,  ^  n 
dx-  cy        Lex dy  J  ' 

folglich  tritt  hier  ein  Minimum  ein,  dessen  Wert  ^  =  0  ist. 
ß)  Durch  a:  =  0,  ?/  =  i  1;   für  diese  Wertverbindung  ist 

c-z  _g.a  —  h         C'^  _  ^  g-g      _  r. 

dx^  e     '     dy-  e  '      dxoy  ' 

also 

c^  d^  _  r   i^z    Y_  8&(&  — a) 

folglich  findet  ein  Maximum  statt,  vrenn  a  <Ch,  und  sein  Wert 
ist  z  =  — :    wenn    dagegen    a^h,    erlangt    die    Funktion    an 
dieser  Stelle  weder  ein  Maximum,  noch  ein  Minimum. 
y)  Durch  x  =  +  1,  ?/  =  0,  an  dieser  Stelle  ist 

d-z 4a        d'z ^b  —  a         d^z    ^ 

dx*  e   '     cy*       "^      e     '     dxdy  ' 

also 

d^  d^  _  V  o*U]-_  8a  {a  —  h)^ 
dx*  dy*       [3xcyj  e*        ' 

es    tritt    also,    wenn    a'^  b,    ein    Maximum    ein,    dessen  Wert 

^  =  —  ist,  während  bei  a  <ih  kein  Extrem  stattfindet. 

e        ' 

Bei  a  =  h  stellt  sich  unter  ß)  und  y)  der  unentschiedene 

Fall  ein,  wo  v  ,  >-  t  —    ^    ^      =  0  ist.    Setzt  man  x^  +  V^  =  ^<^ 
'  dx*  cy*       Lcxcyj  "^  ' 

80  hat  mau  es  mit  der  Funktion 

zu  tun,  für  die 

^  =  2aMe-"^(l  -M^),      ^r',  =  2ae-«Vl  -  ö ii'  -\- 2 u^) : 
du  ^  '"       du*  ^  1/5 

dz  . 

-j-  verschwindet  für   u  =  0    und    ir  =  l\    für  diese  Lösungen 
du  ■>  o 

wird    j  t  =  2a,  bzw.  =  —  4a.     Der  Fall  u  =  0   führt  wieder 

'  auf  das  unter  a)  gefundene  Minimum  an  der  Stelle  a;  =  0,  ?/  =  0. 

Es  wäre  aber  unzutreffend,  zu   sagen,   daß  -s'  an   allen  Stellen 

des  Kreises  ./"-  +  //-  =  1  ein  Maximum  gleich  —  besitze;   denn 
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7Ai  jeder  solchen  Stelle  gibt  es  in  jeder  noch  so  engen  Um- 
gebung andere  —  auf  eben  dem  Kreise  — ,  wo  z  den  gleichen 

Wert  -   hat.*) 

e  ■' 

3)  Gegeben  sind  zwei  Gerade  im  Kaume;  man  soll  ihren 

kürzesten  Abstand  bestimmen. 

Sind 

X  —  o,  y  —  &i  z  —  c, 

«1      ~      ^1      "      Yi 

X—  «2   ^  1J—  \    ^  Z  —  Cj 

^-  h  n 

die  Gleichungen  der  beiden  Geraden,  und  bezeichnet  man  den 
mit  xjyjz  gleichzeitig  veränderlichen  gemeinsamen  Wert  der 
ersten  drei  Brüche  mit  u,  den  der  letzten  drei  mit  v,  so  sind  die 
Koordinaten  eines  Punktes  der  ersten  Geraden  als  Funktionen 
von  II,  die  Koordinaten  eines  Punktes  der  zweiten  Geraden  als 
Funktionen  von  v  wie  folgt  dargestellt: 

X  =  a^u  -{-  ((i  X  =  a^v  +  a.2 

heißt  d  der  Abstand  der  zwei  durch  u,  v  charakterisierten  Punkte, 
so  ist 

d^  =  (ßjW  —  «2^  +  «1  —  «2)"  +  (/^l"  ~  /^2'^  +  ^1  ~  ^2)^ 

+  (nw- 72^  +  ^1 -^2)^  I 

und  dies  soll  zu  einem  Minimum  werden.  Bezeichnet  man  die 
in  den  Klammern  eingeschlossenen  Polynome  der  Reihe  nach 
mit  Ä,  B,  C,  so  schreiben  sich  die  Bedingungen  für  das  Mini- 
mum wie  folgt: 

\^-^^^  =  a,A  +  ß,B  +  y,C=0 


*)  0.  Stolz  (Grundzüge  der  Differential-  und  Integralrechnung  I, 
1893,  p.  211)  bezeichnet  Werte  solcher  Art  als  „uneigentliche"  Maxima 
bzw.  Minima  (114). 
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ferner  ist 


_i_  a*((j*) 

2  3«t  dv 


«2'  +  Ar  +  y', 


daher  unabhänsis  von  u,  v 


fr)' 

\dudvj 


=  4[(/3,y2  -  ^27i)'  +  (ri«2  -  ^2^1)^'  +  {cc,ß,  -  aM'-\, 
also  positiv;  es  findet  hiernach  wirklich  ein  Extrem  statt  und 
zwar  ein  Minimum,  weil  ^^2  ,  ^^2    3,1s  Quadratsummen  posi- 
tiv sind. 

Um  das  Minimum  selbst  zu  ermitteln,   empfiehlt  sich  der 
folgende  Vorgang.  Aus  den  beiden  Bedingungsgleichungen  folgt 
A  _  B  _  C 

ßiYi  —  ßiVi  ~  }'i«2  — 72«i  ~  «1^2— «s^i  ' 
bezeichnet  man  den   gemeinsamen  Wert  dieser  Brüche  mit  w, 
so  ist  einerseits 

min  6^  =  { {ß,  y.,  -  ß,  y,y  +  {y,  a,  -  y, cc^f  +  («1  ß^  -  cc^  ßiY }  ^-'^ 

andererseits  hat  man  zur  Bestimmung  von  tv  die  Gleichungen 

^  —  (ßiTi  -  ßiy^)w  =  0,     B—  {y^a^  -  y.a^)iv  =  0, 

C  —  {a^ß.2  —  cc^ß^w  =  0, 

oder  mit  Rücksicht  auf  die  Bedeutung  von  A,  B,  C: 

a^u  —  «gV  —  (ß^y^  —  ß.2yi)tv  =  a.^  -  a^ 

ß^u  —  ß^v  —  (y^a^  —  y^ci^)w  =  \—\ 

7iU  —  y^^'  —  {cciß2  —  «2Ä)w'  =  ^2  —  ^n 

hieraus  folgt  aber: 


w  = 


«1  ci.j  a^  —  ffg 
ßi  A  ^1  -  h 
7i      72      ^1  -  <^2 


«2       ßi72-ß2  7l 


ßi     ßt     7i  «2 
7i     72     ^1^2 


72^1 
^2ßl 


^  (Ol— a^K^i Ti^-zßi  yi)  +  (^  — ^)(yi«a  —  7» ^1)  +  (^i  —  Cg) («1  /^g  —  «t ^1 ) 

(^1 7*  -  A  y.y  +  (n  «» -  y*  «i)*  +  («i  /?« -  «*  ft)* 
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Daher  ist  schließlich 


min  J  =  + 


+(Ci— CjH«.^»  — «.^.) 


Fig.  SO. 


•ftyi)*+(yi«»-y.«,)*+KPs-««P.)* 
wobei  jenes  Zeichen  zu  wählen  ist,  das  den  Ausdruck  positiv  macht. 
4)  In  der  Ebene  eines  gegebenen  Dreiecks  den  Punkt  z.u 
finden,  dessen  Entfernungen  von  den  Eckpunkten  des  Dreiecks 
die  kleinste  Summe  geben. 

Ist  ABC  (Fig.  30)    das   Dreieck,    und    bezieht    man    den 
Punkt  M  auf  ein  Polarkoordinatensystem   mit  A  als  Pol  und 

AB  als  Polarachse,  so  daß  AM  =  r. 
^BA3I=(p  seine  Koordinaten  sind, 
so  ist  die  Größe,  um  deren  Minimum 
es  sich  handelt, 

S^AM-^BMi-  CM  =  r 

+  ]/c^  -{-  r^  —  2cr  cos  (p 

+  >/^2  -Tr^  —  2&r  cos  (1  -~9) ; 

dabei  sind  «,  h,  c  die  den  Ecken  A,  B,  C  gegenüberliegenden 
Seiten  und  A  der  Winkel  an  der  gleichnamigen  Ecke;  die 
Wurzeln  gelten  als  positiv. 

Die  Bedingungen  des  Minimums  lauten: 


dr 


ds 


=  1  + 


r  —  c  cos  (p 

]/c'  -}"  *■*  —  ^'^'f'  cos  cp 
r  —  6  cos  (A  —  qp) 


yt-'+r*  — 2&r  C08(JL 
er  sin  qp 


qp) 


=  0 


j/c*  +  »•*  —  2cr  cos  qp 
br  sin  {Ä  —  qp) 


=  0: 


"j/fe*  +  r»  —  2b r  cos  {A  —  qp) 
die    zweite    dieser    Gleichungen    wird    durch    r  =  0    befriedigt. 
Schaltet  man  diese  Lösung  zunächst  aus  und  drückt  dann  die 
beiden  Gleichungen  in  den  Linien  der  Figur  aus,  wobei  zu  be- 
achten ist,  daß,  sofern  BD±A31  und  CE  ±  AM, 
r  —  c  cos  (p  =  AM  —  AB  =^  —  MB, 

c  sin  cp  =  BB, 
r  -  h  cos  {A  -  (p)  =  A31  -  AB  =  -  ME 
h  sin  (A  -(p)  =  CE, 
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SO  lauten  sie  folgendermaßen: 

1  _  ^^^^  _  "^^^^  —  0         1  —  ^^  —  £J^  —  0 
BM        CM~     '  BM       CM  ~     ' 

oder  bei  trigonometrischer  Deutung  der  Verhältnisse: 

cos  B3ID  +  cos  C3IE  =1,     sin  BMD  -  sin  C3IE  =  0; 

aus  der  zweiten  Gleichung  folgt 

BMD  =  C3IE 

und  hiermit  aus  der  ersten 

B31D=  C'Jf£  =  60°, 

'^^^®''  B3IC=120'. 

Da  man  ebenso  hätte  von  dem  Eckpunkte  B  oder  C  aus- 
gehen können,  so  ergibt  sich,  daß  die  Lage  des  Punktes  M, 
bei  welcher  S  ein  Minimum  ist,  gekennzeichnet  wird  durch 

B3fC  =  C3IÄ  =  Ä3fB  =  120°. 
Einen  Punkt  von  solcher  Beschaffenheit  gibt  es  aber  nur  dann, 
wenn  jeder  Winkel  des  Dreiecks  kleiner  ist  als  120°;  er  liegt 
dann  im  Innern  des  Dreiecks  und  wird  erhalten  als  Schnitt- 
punkt dreier  Kreisbogen,  welche  die  Seiten  des  Dreiecks  zu 
Sehnen  haben  und  über  diesen  Sehnen  den  Peripheriewinkel 
von  120''  fassen. 

Nun  nehmen  wir  die  oben  bemerkte  Lösung  r  =  0  auf 
und  fragen,  wann  dieser  ein  Minimum  von  S  entspricht.  Um 
dies  zu  entscheiden,  entwickeln  wir  S  unter  der  Voraussetzung, 
daß  r  im  Vergleich  zu  6,  c  sehr  klein,  nach  Potenzen  von  r 
und  erhalten: 


,S'  =  r  +  c]/l+(f)-2^co8  9)  +  6]/l  +  (y)-2-^cosU-9)) 
=  r  +  c\l+  l  (f)  -  l  cos^-^  ((^)  -  2  '-  co3cpy-+  ■  ■  •) 

+Mi+K0-h°^(^-^)-8((D-2icosu-^,)^'+...{ 

=  h  +  c  -\-  (l  —  cos  (p  —  cos  (Ä  —  g)))r 

I  sin*  qp       sin*  (yl  —  qp)  |  r- 
+  [      g       H  j  J  2 

=  6-|-e-|-fl  —  2  cos  .^  cos  (  ^  —  (p\)r 

<  sin*  qp       sin*  (J.  —  qp)  |  r- 

Czuber,  Vorlesungen.    I.    3.  Aufl.  21 
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h  -{-  c  ist  aber  derjenige  Wert  von  S,  Avelcher  r  =  0  entspricht, 
und  er  stellt  ein  Minimum  dar,  wenn 

S  —  (J)-\-c)=  { 1  -  ^  cos  2  cos  ( :^  -  «p) }  '■ 

f  sin^qp        siu-  (^  —  qp)  |  r* 
+  1      c       +  6  J    2   "+"  ■  •  ■ 

für  ein  genügend  kleines  r  beständig  positiv  bleibt,  während 
(f  das  Intervall  (0,  2jt)  durchläuft;  r  sei  insbesondere  so  klein 
festgesetzt,  daß  das  Glied  mit  der  ersten  Potenz  die  Summe 
aller  übrigen  dem  Betrage  nach  übertritft. 

Ist  Ä  <  120^,  y  <  60",  also  2  cos  ^  >  1,  so  kann  durch 
Wahl  von  (p  der  Koeffizient  von  r  nach  Belieben  positiv  wie 
negativ  gemacht  werden,  dann  stellt  somit  h  -{-  c  keinen  ex- 
tremen Wert  dar. 

A 
Ist  Ä  =  120",  also  2  cos   ^,  =  1,  so  ist  der  Koeffizient  von 

Ä 
r  im    allgemeinen    positiv,    verschwindet    jedoch    für   (p  =  \,  '^ 

trotzdem  bleibt  die  Differenz  S  —  (b  -\-  c)  auch  an  dieser  Stelle 
positiv  vermöge  des  nun  maßgebenden  Gliedes  mit  r^,  das 
positiv  ist. 

Ist  Ä  >  120",  also  2  cos  ^  <  1?  so  behält  der  Koeffizient 
von  )•  für  alle  Werte  von  9  das  positive  Vorzeichen,  also  auch 
S  -  (h  +  c). 

In  den  beiden  letzten  Fällen,  und  es  sind  das  gerade  die- 
jenigen, welche  die  erste  Lösung  ausschließt,  ist  also  A  die 
gesuchte  Lage  des  Punktes  31,  für  welche  S  ein  Minimum  ist. 

Daß  bei  diesem  Problem  überhaupt  nur  ein  Minimum  ent- 
stehen kann,  geht  daraus  hervor,  daß  man  S  zwar  beliebig 
groß,  aber  nicht  beliebig  klein  machen  kann. 

5)  Es  sind  ti  Punkte  M^  {i  =  1,  2,  .  .  .  n)  im  Räume  ge- 
geben und  jedem  derselben  ist  eine  positive  Zahl  m^  zugeordnet. 
Man  soll  jenen  Punkt  S  bestimmen,  für  welchen  die  Summe 
der  mit  den  Zahlen  in.  multiplizierten  Quadrate  der  Entfer- 
nungen SM^  ein  Minimum  ist. 

Sind  xJyJZi  die  auf  ein  rechtwinkliges  System  bezogenen 
Koordinaten   von  M^,  xjyjz  die   Koordinaten   eines   beliebigen 
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Punktes  S,  so  ist  *S'  so  zu  bestimmen,  daß 

ri 

1 
ein  Minimum  werde;  die  Bedingungen  hierfür  lauten: 

^,     =  2EmAx  —  X,)  =  2  \  xEnh  —  E^n.x.]  =  0 
j^  =  2Zm,{y  -  y.)  =  2 [ySm^  -  Zm,y, \  =  0 

^J  =  22:m,{,  -  .-,)  =  2{z2:m,  -  Em,z,]  =  0; 
demnach  hat  der  verlangte  Punkt  die  Koordinaten: 

Bei  Interpretation  der  Kesultate  vom  Standpunkte  der  Mecha- 
nik ist  hiermit  gezeigt,  daß  der  Schwerpunkt  eines  Systems 
materieller  Punkte  derjenige  Punkt  ist,  in  bezug  auf  welchen 
das  polare  Trägheitsmoment  des  Punktsystems  den  kleinsten 
Wert  hat. 

Obwohl  hier  von  vornherein  nur  die  Möglichkeit  eines 
Minimums  einzusehen  ist,  so  mag  doch  die  analytische  Begrün- 
dung dafür  angegeben  werden;  es  ist 

dv        dy       cz^  * 

o-T  _    o-T  _    c^T  _  Q 
oycz        dzdx       dxdy         ' 
daher 

d'T  =  2i:m,{dx-  -f  (lif-  -f  dz% 

und  da  dies  eine  wesentlich  positive  Größe  ist,  so  hat  T  an 
der  gefundenen  Stelle  tatsächlich  ein  Minimum  (122). 

6)  Zu  zeigen,  daß  die  Funktion 

z  =  X'  +  xy  +  ij-  ^-  -  +  — 
für  X  =  y  =  ^  _  den  minimalen  Wert  3i/3a'-  erlangt. 

7)  Die  Funktion  z  =  x^  -\-  y"'  —  'daxy(a  >  0)  hat  für 
X  =  y  =  a  das  Minimum  —  a^. 

8)  Die  Funktion  v  =^  {2ax  —  x^){2'by  —  y'^)  erreicht  an  der 
Stelle  X  =  a,  y  ==  h  ihr  Maximum  a^h'^. 

21* 
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1*24".  Extreme  Werte  bei  siugulärem  Verhalten  der 
Differentialquotieuteu.  Die  iu  121  und  122  entwickelte 
Theorie  hat  zur  wesentlichen  Voraussetzung  die  Existenz 
eigentlicher  partieller  Ditt'erentialquotienten  in  bezug  auf  die 
einzelnen  Variablen,  wenigstens  iu  der  Umgebung  der  in  Be- 
tracht gezogenen  Stelle.  Eine  Funktion  mehrerer  Variablen 
kann  aber  auch  einen  extremen  Wert  aufweisen  an  einer  Stelle, 
an  welcher  solche  Differeutialquotienten  nicht  bestehen;  die 
Entscheidung  über  einen  derartigen  Fall  bedarf  immer  einer 
besonderen  Untersuchung. 

Es  sei  beispielsweise 

z  ==  c  -^Vix  -ay  +iy'^ly, 

und  die  Quadratwurzel  gelte  als  positive  Größe.  Die  partiellen 
Differentialquotieuteu  von  z,  nämlich 

dz  X  —  o  dz  y  —  h 

Sx  ~  -[/{x  —  a)*  +  (y  —  &)* '  ^'V  ~  Vix  —  ay  +  {y  —  &> ' 
verlieren  an  der  Stelle  x  =  a,  y  =  h  ihre  Bedeutung.  Setzt 
man  aber  x  =  a  -\-  h,  y  =  h  -\-  Ic  und  bezeichnet  die  durch 
diesen  Punkt  und  ah  bestimmte  Richtung  mit  S,  mit  (p,  4' 
ihre  Richtungswinkel,  so  ist  der  totale  Differentialquotient  von 
e  an  der  Stelle  a  +  h/b  +  Je 

dz       h  cos  qp  -|-  /*'"  cos  ip  ^ 

er  ändert  sein  Vorzeichen,  wenn  Ji,  k  zugleich  es  ändern,  d.  h. 
wenn  man  auf  S  von  einer  Seite  des  Punktes  a/b  auf  die 
andere  übergeht.  Deshalb  gehört  zu  a/h  ein  extremer  Wert 
und  derselbe  ist 

^  =  c; 

als  der  kleinste  unter  allen  Werten  von  z  ist  er  ein  Minimui 

§  3.  Maxima  und  Minima  von  runktionen  mehrerer 
abhängiger  Variablen. 
125,  Begriff  der  relativen  Extreme  und  ihre  Bej 
Stimmung.  Wenn  von  den  extremen  Werten  einer  Funktioi 
f{x,  y,  z)  dreier  Variablen  in  dem  bisher  besprochenen  Sinne 
die  Rede  ist,  so  kommen  dabei  alle  Werte  der  Funktion  in 
Betracht,   welche   sie   in  ihrem  Definitionsbereich  H  annimmt. 
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Faßt  man  jedocli  uur  solche  Werte  der  Funktion  f{x,  y,  z) 
ins  Auge,  welche  zu  Verbindungen  xyz  gehören,  die  der 
Beding  ungsgleich  n  iig 

^{^,  y,^)  =  ^ 

Genüge  leisten,  und  stellt  die  Frage  nach  den  extremen  unter 
diesen  AVerten,  so  handelt  es  sich  um  ein  von  dem  vorher- 
gehenden vei^schiedenes  Problem. 

Im  ersten  Falle  galten  die  Variablen  x,  y,  z  als  unab- 
häncricf  und  ihr  Gebiet  war  der  ffanze  Raum  H.  In  dem  neuen 
FaUe  sind  die  Variablen  abhängig  voneinander,  indem  durch 
die  Bedingungsgleichuag  ^){x,  y,  z)  =  0  etwa  z  als  Funktion 
von  .r,  y  darstellbar  ist:  ihr  Gebiet  ist  eine  den  Raum  J?  durch- 
setzende Fläche  (^4:5).  Man  bezeichnet  extreme  Werte  der  ersten 
Art  als  absolute  Extreme,  extreme  Werte  der  zweiten  Art  als 
relative  oder  bedingte  Extreme.*) 

Würde  neben  der  oben  aufgestellten  Bedincruno;  den  Wert- 
Verbindungen  x/y/z,  für  welche  f(x,  y,  z)  in  Betracht  gezogen 
wird,  auch  noch  die  weitere 

xi}{x,  y,  z)  =  0 

auferlegt,  so  wäre  die  Beschränkung  weitergehend  als  vorhin; 
jetzt  könnten  mittels  cp{x,  y,  z)  =  0  und  xp(x.  y,  z)  =  0  etwa 
y,  z  als  Funktionen  von  x  dargestellt  werden,  und  das  Gebiet 
der  Variablen  wäre  eine  den  Raum  R  durchsetzende  Kurve  (4:5). 

Weiteren  Bedingungen  aber  dürfen  die  Variablen  x,  y,  z 
nicht  unterworfen  werden. 

Die  Bestimmung  relativer  Extreme  werde  nun  an  einer 
stetigen  Funktion  f(x,  y,  z,  u)  von  vier  Variablen  erklärt,  die 
zwei  Bedingungsgleichungen : 

'(p{x,  y,  z,  «)  =  0 


{ij{x,  y,  z,  u)  =0 
unterworfen  sind. 

Der  eine  Weg  bestünde  darin,  daß  man  mit  Hilfe  der 
Gleichungen  (1)  zwei  der  Variablen,  z.  B.  z,  u,  durch  die  beiden 
andern,  x,  y,  ausdrückt  und  diese  Ausdrücke  in  f{x,  y,  z,  u) 
einträgt;    dadurch   geht  /"  in    eine  Funktion   der   unabhängigen 

*)  Vgl.  betreflFs  dieser  Bezeichnungen  auch  114. 
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Variableu  .r,  y  über,  die  nuiiinelir  nach  frülieren  Methoden  auf 
ihre  absohiteu  Extreme  zu  uutersuchen  ist. 

Handelt  es  sich  allgemein  um  eine  J^unktion  von  n  Va- 
riablen, die  /•(<w)  Bedingungsg'leichungen  unterworfen  sind, 
so  würde  durch  den  angedeuteten  Eliminationsprozeß  die  Auf- 
gabe auf  die  Bestimmung  der  absoluten  Extreme  einer  Funktion 
von  n  —  r  unabhängigen  Variablen  zurückgeführt. 

Die  Elimination  ist  indessen  nicht  immer  ausführbar  und 
ergibt  in  anderen  Fällen  eine  unbequeme  Rechnung. 

Es  empfiehlt  sich  daher  das  folgende,  von  Lagrange*) 
zuerst  augeorebene  Verfahren.  Man  denke  sich  die  Elimination 
von  z,  u  in  f(x,  y,  z,  u)  vollzogen;  dann  wird  auch  das  totale 
Differential 

(2)  df  =  ?^  dx  +  f  ^  dy  -vl^  dz\-  l^  du 

^  ^  '        ox  dy     ^       dz  du 

bloß  Funktion  von  dx,  dy  sein;  um  ihm  diese  Darstellung  zu 
geben,  benutze  man  die  aus  den  Bedingungsgleichungen  (1) 
gezogene  Folgerung  (49): 


(3) 


\o=^l'^dx  +  l'^dy  +  l'^dzi-l'^-du. 

y  dx  '    dy     ^        ds  du 


Mit  Hilfe  der  Gleichungen  (3)  lassen  sich  in  der  Tat  dz,  du 
aus  (2)  eliminieren;  die  Elimination  kann  in  der  Weise  voll- 
zogen werden,  daß  man  die  Gleichungen  (3)  mit  unbestimmten 
Multiplikatoren  l,  fi  multipliziert,  zu  (2)  addiert,  wodurch 

^f=  (ax  +  ^  a^  +  ^  ax)  ^^  +  [dy  +  ^cy+  ^dy)  ^y 

+  (f  +  A  ^^-  +  ^  1-^)  dz  +  (f  +  A  ^  +  ^^^)  dri. 
'    \dz    '       dz       ^  dz  J  \du  oii       ^duj 

erhalten  wird,  und  daß  man  nun  nachträglich  X,  (i  aus  den 
Gleichungen 

Idz  dz       ^  dz 

If +A^V^f  =  0 
'du  du       ^  du 


(4) 


*)  Theorie  des  fonctions  analytiques,  1797,  1813. 
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bestimmt;  mit  diesen  Werten  von  X,  \x  ist  dann  tatsächlich 

(5)    df  =  (f  +  A  ^  V  a  ^:  ^)  dx^(l^^x\^  ^-^  f )  dy 
^  ^       '        \dx  dx    '   '    ex)  \cy  dy        '    d;//     -^ 

nur  mehr  Funktion  von  dx,  dy. 

An  einer  Stelle  aber,  an  welcher  f,  als  Funktion  der  un- 
abhängigen Variablen  x,  y  aufgefaßt,  einen  extremen  Wert  hat, 
verschwindet  das  totale  Differential  unabhängig  von  den  Werten 
von  dx,  dy  (122);  an  einer  solchen  Stelle  ist  also 


(6) 


dx 


dy  oy       '    cy 


Damit  hiernach  die  Funktion  f{x,  y,  z,  u)  unter  Einhaltung 
der  Bedingungen  (1)  einen  extremen  Wert  erlange,  müssen  die 
Werte  von  x,  y,  2,  u  und  die  Werte  der  Multiplikatoren  A,  u 
so  gewählt  werden,  daß 

(p{x,  y,  z,u)  =  0 
4;{x,  y,  2,  u)  =  0 

dx   ^       dx    ^   ^  dx 


CO 


dy  dy       '    dy 

df   .    j  dq)  dip       ^ 

dz  cz       '    dz 


+  A^^  +  ^^^  =  0 


du    '   ^  d  u 

sei;  in  der  Tat  sind  diese  6  (allgemein  r  +  n)  Gleichungen 
zur  Bestimmung  der  genannten  6  (bzw.  n  +  *')  Größen  gerade 
ausreichend. 

Die  vier  letzten  Gleichungen  des  Systems  (7)  wären  aber 
die  notwendigen  Bedingungen  für  die  absoluten  Extreme  der 
Funktion 

f(x,  y,  z,  u)  +  X(p{x,  y,  s,  u)  +  ^^{x,  y,  z,  u), 

wenn  man  u,  X  als  konstante  Zahlen  voraussetzt.  Man  kann 
mithin  den  Satz  aussprechen:  Die  Bedingungen  dafür,  daß  die 
Funktion  f  unter  Einhaltung  der  Gleichungen  qp  =  0,  i^  =  0 
zivischen  ihren  Argumenten  einen  extremen   Wert  erlange,  sind 
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die  nämlichen  irie  die  Bedingungen  für  absolut  extreme  Werte 
der  mit  den  Konstanten  X,  ju  gebildeten  Funktion  f  -\-  X(p  -\-  ^tp. 

Die  hierin  enthaltene  Kegel  für  die  Behandlung  von  Pro- 
blemen über  bedingte  Extreme  wird  als  Methode  der  Multipli- 
katoren bezeichnet. 

Wenn  auch  die  Kenntnis  der  Multiplikatoren  nicht  not- 
wendig ist  und  kein  unmittelbares  Interesse  bietet,  so  empfiehlt 
sich  ihre  Mitbestimmung  doch  in  vielen  Fällen  um  der  Sym- 
metrie der  Rechnung  willen. 

Ob  an  einer  aus  den  Gleichungen  (7)  hervorgehenden 
Stelle  xlyjzjii  die  Funktion  f  wirklich  einen  größten  oder 
kleinsten  Wert  erreicht,  ist  in  angewandten  Fällen  zumeist 
aus  der  Natur  der  Aufgabe  zu  erkennen;  sollte  ein  Zweifel 
hierüber  bestehen,  so  müßte  das  zweite  Differential  d^f  zur 
Entscheidung  herangezogen  werden,  aber  wieder  in  der  Art, 
daß  auch  den  Bedingungsgleichungen  Rechnung  getragen  wird. 
Zu  diesem  Zwecke  hätte  man  die  betreffende  Wertverbindung 
x/y'z/u  in  die  Gleichungen  (3)  einzuführen,  sodann  dz,  du 
durch  dx  und  dg  auszudrücken  und  diese  Werte  nebst  xjyjzju 
in  d-f  einzutragen;  fällt  d'f  verschieden  von  Null  aus  und  ist 
sein  Vorzeichen  unabhängig  von  dx,  dy ,  so  ist  durch  dieses 
Vorzeichen  die  Frage  in  der  bekannten  Weise  gelöst. 

126.  Beispiele.  1)  Die  kürzeste  Entfernung  eines  ge- 
gebenen Punktes   von   einer   gegebenen  Ebene    zu   bestimmen. 

Der  Punkt  sei  durch  die  Koordinaten  x^ly^lz^  und  die 
Ebene  durch  die  Gleichung 

Ax  +  By-\-  Cz  +  D=-0 

gegeben.  Als  diejenige  Funktion,  deren  Miniraum  zu  bestimmen 
ist,  kann 

d^  =  (x~  Xq)-  -\-  {y  -  yof  -i-{z  —  z^y 

gewählt  werden;  die  durch  x,  y,  z  zu  erfüllende  Bedingung 
lautet 

Ax  ^  By  +  Cz  -{-  D  =  0; 

demnach  kommt   es   auf  das  absolute  Minimum   der  Funktion 

(x  -  x,f  +  {y-  y,Y  +  (.-  -  z,y  -  2l{Ax  +  By  +  Cz  +  B) 
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an;  die  Bedingungen  hierfür  lauten: 

X  —  Xf^  —  XA  =  0 

y  —  Vo  -  ^^  =  ^ 

2-2q  -JiC  =  0. 

Verbindet  man  sie  mit  der  Bedinorangsgleichunj?,  so  ergibt 
sich  zur  BestimmuDg  von  X  die  Gleichung: 

^(^2  ^  ß2  _j_  ^r.)  ^  ^^^  ^  j5y^  ^  <^r„^  +  D  =  0, 

woraus 

Setzt  man  diesen  Wert  in  die  obigen  drei  Gleichungen  ein^. 
so  ergibt  sieh  die  Stelle  xjyjz,  welcher  das  Minimum  ent- 
spricht, also  der  Fußpunkt  des  von  Xq/Pq/Zq  auf  die  Ebene  ge- 
fällten Lotes. 

Hier  war  aber  die  Frage  nach  der  kürzesten  Entfernung 
selbst  gestellt;  um  diese  zu  finden,  setze  man  in  dem  Ausdruck 
für  d'  anstelle  Ton  x  —  Xq,  y  ~  Vq,  z  —  z^  die  aus  den  obigen. 
Gleichungen  fließenden  Werte;  dadurch  ergibt  sich: 

mind2  =  A2U2^:B2_^  6'2) 

und  nach  Eintragung  des  Wertes  für  X\ 

mm  d  =  -— "— ' — ^''  '       "  - — , 

wobei  der  Wurzel  jenes  Zeichen  beizulegen  ist,  welches  den 
ganzen  Ausdruck  positiv  macht. 

Die  analytische  Begründung  dafür,  daß  der  gefundene  Wert 
ein  Minimum  ist,  ergibt  sich  aus  der  Betrachtung  des  zweiten 
Differentials  von  ö-,  welches 

2(dx^+dy^  +  dz') 

und  nach  Berücksichtigung  der  Bedingungsgleichung 

.,  /  j    .,    ,     ,   o    ,    /Ädx-{-  Bdij\-\ 
2{dx--^dy+[ ^c         )J 

lautet  und  wesentlich  positiv  ist. 

2)  Aus  einer  rechteckigen  Tafel  von  gegebenem  Inhalt  a'-, 
aber  von  zu  wählender  Form,  sind  an  den  vier  Ecken  gleiche 
(juadratförmige  Ausschnitte  zu  machen  derart,   daß   nach  Auf- 


r 
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biegon  des  Restes  längs  clor  punktierten  Linien  (Fig.  .'U)  ein 
parallelepipedischer  Hohlraum  von  größtmöglichem  Volumen 
entsteht. 

Bezeichnet  mau  die  Seitenlangen   der  Tafel  mit  y,  z,   die 
Seite  eines  Ausschnitts  mit  x,  so  ist  das  Volumen  des  Parallel- 

Fig.  31.  epipeds 

V  =  x{y  —  2x)  {z  —  2a;); 

dasselbe  soll  unter  Einhaltung  der  Forderung 
yz^or 

ein  Maximum  werden;  nach  Entwicklung  des 
Ausdrucks  für  v  unter  Rücksichtnahme  auf  diese  Forderung 
kommt  die  Aufgabe  zurück  auf  die  Bestimmung  des  Maxi- 
mums von 

V  =  4a;^  —  2x^{y-\-  z)  -f  a-x, 

wenn  die  Bedingungsgleichung 

yz  —  a-  =  0 
hinzutritt. 

Soll  nun  die  Funktion 

4x^  -  2x\y  -\-z)^  a'x  +  l(ys-  a^) 
ein  absolutes  Extrem  erlangen,  so  ist  dazu  notwendig,  daß 

I2x^  -  4x{y  -j-z)  -^a'  =  0 
-2x^  -^  Xz  =  0 
—  2x^  -f  Xy  =  0 

sei;  aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  und  der  Bedingungs- 
gleichung ergibt  sich 

y  =  z=^o, 

die  Tafel  ist  also  quadratförmig  zu  wählen;  die  erste  Gleichung 
verwandelt  sich  hiermit  in 

12x^-Hax  +  a~  =  0, 

woraus  sich  für  x  die  beiden   Werte 

a  a 

ergeben. 
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Was  den  zweiten  Wert,  -  ,  anlangt,  so  bildet  er  die  obere 
Grenze  der  mit  der  Natur  der  Aufgabe  überhaupt  verträglichen 
Werte  von  x,  —  denn  das  zulässige  Intervall  von  x  ist  (O,  j 
—  und  schon  aus  diesem  Grunde  entfällt  die  Frage,  ob  der 
ihm  entsprechende  W^ert  von  v  ein  extremer  ist;  x^  =  ^  be- 
deutet ein  Zerschneiden  der  Tafel  in  vier  gleiche  Quadrate. 

Der  erste  Wert,  —  ,  gibt  den  größten  Wert  von  v, 
maxr  ==  -  a"*. 

Es  geht  dies  wohl  aus  der  Aufgabe  selbst  hervor,  weil  v  nicht 
beliebig  groß  gemacht  werden  kann,  läßt  sich  aber  auch  ana- 
lytisch begründen;  die  zweiten  Differentialquotienten  von  v  sind 
nämlich: 

dx'  ^^         ^'       crj-  '  cz-  ' 

dycz         '  dzdx  '      dxcy  ' 

daher  das  zweite  totale  Differential  an  der  Stelle 


« 


gleich 


^  =  y ;        y  =  z  =  a 


—  4:adx^  — .    adzdx  — ^  adxdy: 


3  3 

dasselbe  nimmt  jedoch,    wenn   man    die    aus    der  Bedingungs- 
gleichung yz  —  a^  =  0  hervorgehende  Beziehung 

sdy  +  ydz  =  0 

berücksichtigt,  die  sich  an  der  Stelle  y  =  z  =  a  auf  dy  -f  dz  =  0 
reduziert,  den  Ausdnick  an 

—  Aadx- 

und  ist  somit  eine  wesentlich  negative  Größe. 

3)  Es  sind  die  extremen  Werte  der  Durchmesser  der  auf 
ihren  Mittelpunkt  als  Ursprung  eines  rechtwinkligen  Koordi- 
natensystems bezogenen  Zentralfiäche  zweiter  Ordnung 

Äx'  +  Ä'y'  +  Ä"z-  +  2Byz+  2Bzx  -f  2B"xy  +  F=0 

zu  bestimmen. 
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Bezeicliuet   man    deu   zu    dem  Punkte   x/y/z    der   Fläche 

gehörigen  Halbmesser  mit  r,  mit  a,  h,  c  die  Kosinus  seiner 
Richtungswinkel,  so  ist 

X  =  ar,         y  =  hr,         z  =  er; 

durch  diese  Transformation  ergibt  sich  aus  der  Gleichung  der 
Fläche  die  folgende: 

-  ^  =  A(r  +  Ä\r  -f  Ä'c'  +  2Blc  +  'IB ca  +  2W ah\ 

mit  ;•  zugleich  wird  auch  —  -^  ein  extremer  Wert;  infolge- 
dessen kommt  es  auf  die  extremen  Werte  von 

f{a,  h,c)  =  Aa-  +  A'¥  +  Ä'c''  +  2Bhc  +  2B'ca  +  2B'ah 
an  unter  Einhaltung  der  Bedingungsgleichung 
a-  +  //-  +  (-  =  1 . 
Bildet   man  mittels   des  Multiplikators  —  /l   die  Funktion 
f(a,h,c)-l{a'  +  h'  +  c''~l), 
so  gelten  für  deren  alsolute  Extreme  die  Bedingungen: 

{A-X)a-\-       B'h      +        B'c       =0 
(.«)  £"a  +  (^'-A)6+         Bc       =0 

i?'«+        m        +(^""/l)c  =  0; 

die  Koexistenz  dieser  Gleichungen  erfordert,  da  die  triviale 
Lösung  a  =  h  =  c  =  0  vermöge  der  Bedingungsgleichung  aus- 
geschlossen ist,  daß 

A-l      B"  B' 

{ß)  B"    A'  -l       B       =  0 

B'        B      A"-X\ 

sei.  Durch  diese  kubische  Gleichung  ist  der  Multiplikator  l 
bestimmt;  jedem  seiner  drei  Werte  entspricht  vermöge  der 
Gleichungen  («)  und  der  Bedingungsgleichung  «-  -\-  h^  -\-  c^  =  1 
ein  Wertsystem  a,  h,  c,  und  diese  Wertsysteme  führen  zu  den 
extremen  Werten  von  /-. 

Diese  selbst  lassen  sich  in  folgender  Weise  bestimmen. 
Multipliziert  man  die  Gleichungen  (a)  der  Reihe  nach  mit 
u,  h,  c,  so  gibt  ihre  Summe 

/•(«,  b,  c)  -  Ha'  +  1'--^  c')  =  0, 
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T\oraus  mit  Rücksicht  auf  die  Bedingunirsgleichung 

;.  =  f[^a,  h,c)  =  -  ^, 

folgt;  dies  in  (/3)  eingetragen  führt  zu  der  Gleichung: 

.4  +  ^       B"  B       , 

r- 

{y)  B"      ä'  +  ^       B       =0, 

B  B        Ä" + ^ 

r- 
welche  die  extremen  Werte   von  r'-  gibt.     (Achsenbestimmung 
einer  Fläche  zweiter  Ordnung.) 
Für  die  spezielle  Fläche 

X-  +  i/-\-2--^  2yz  +  2xy-l=0 
lautet  die  Gleichung  (/3) 

(1  -A)3-2(l  -  l)  =  0 
und  gibt  die  Wurzeln 

?.,  =  !,         ;.,=  l+]/2,         ;.3  =  1-1/2; 

setzt   man   -^  an  die  Stelle  von  /,  so  ero-eben  sich  die  extremen 
Werte: 


wovon    der   dritte  imaginär   ist.     Die    den  Werten   von  A  ent- 
sprechenden Gleichungssysteme  (a)  sind 

&  =  0  -  ay2  +  6  =  0  ay2  +  h  =  0 

a  +  f  =  0        a-  by2  +  c  =  0         a  -\-  &|/2  +  c  =  0 
&  -  c]/2  =  0  b  -{-'cy2  =  0 

und  geben  in  Verbindung  mit  a-  +  ?>-  +  c'-  =  1  die  (zueinander 
senkrechten)  Achseurichtungen 
1 
^2 

&i  =  0 
_       1 

die  vorgelegte  Fläche  ist  hiernach  ein  einschaliges  Hyperboloid 

mit  den  reellen  Halbachsen  r^  =  1,  ^v  =  K—  1  +  y2]  die  imagi- 
näre Achse  hat  die  Richtungskosinus  a.^,  63,  c^. 


1 

«2  =    2 

1 

«3  =  Y 

^.  =  ¥ 

3                    2 

1 

^2  =  Y 

1 

^3  "~    2    ' 
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4)  Es  sind  n  Punkte  31-  (i  =  1,  2,  .  .  .  n)  im  Räume  ge- 
geben, und  jedem  derselben  ist  eine  positive  Zabl  m.  zugeordnet. 
Man  soll  diejenigen  Ebenen  bestimmen,  bezüglich  deren  die 
Summe  der  mit  den  Zahlen  w,  multiplizierten  Quadrate  der 
Abstände  der  Punkte  M^  extreme  Werte  annimmt. 

Legt  man  ein  rechtwinkliges  Koordinatensystem  zugrunde, 
bezeichnet  mit  x-  yjz^  die  Koordinaten  von  M.  und  schreibt 
die  Gleichung  der  Ebene  in  der  Hesseschen  Normalform 

(a)  ni  +  ln]  -^ct-p=0, 

in  welcher  a,  h,  c  die  Uichtungskosinus    des  Lotes   zur  Ebene 

bedeuten,  so  daß 

iß)  a'  +  Ir  +  c2  =  1 

ist,  so  verlangt  die  Aufgabe,  die  Parameter  a,  h,  c,  p  der  Ebene 

so  zu  bestimmen,  daß 

einen  extremen  Wert  annimmt,  unter  Berücksichtigung  der  Be- 
dingungsgleichung (ß). 

Für  die  absoluten  Extreme  der  Funktion 
T  -  Xia-  +  h-  +  c'  -  1) 
bestehen  die  folgenden  Bedingungen*): 

Zlmx{xa  -{■  yh  -\-  zc  —  p)  —  ka  =  (} 
Z!my(xa  -{-  yh  -\-  zc  —  p)  —  Xh  =0 
Zmzixa  -\-  yh  -r  zc  —  p)  —  Xc  =  0 
Zm{xa  -\-  yh  -\-  zc  —  p)  =  0, 

welche  mit  Zuhilfenahme  der  Abkürzungen 

2Jmx-  =  Ä         Zmy-  =  A'         Xmz"'  =  Ä' 
Emyz  =  li         Emzx  =  B'         Umxy  =  B" 
auch  in  folgender  Anordnung  geschrieben  werden  können: 
(Ä-X)a+      B'h      +       Bc       -pZmx^O 
B'a  +  {A'-  X)h+        Bc       -pZmy  =  0 
B'a+       Bb       -f  (Ä"  —  X)c  —  pUmz  =  0 
aZmx  -f-     hZmy    -f     cZmz      —  pEm  =  0; 


(y) 


*i  Der  Summationsbuchstabe  i  bei  m,  x,  y,  z  soll  von  hier  ab  unter- 
drückt werden. 


I 
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bringt  man  die  letzte  dieser  Gleichungen  mit  (a)  in  V^erbindung, 
so  entsteht 

"(«-l'^r)+K"-t;")+^(5-i:r)-«. 

woraus  hervorgeht,  daß  die  gesuchten  Ebenen  durch  den  Punkt 
mit  den  Koordinaten 


Smx 


Zmy 

Em 


ZnCz 
Em 


(y.) 


d.  h.  durch  den  Schwerpunkt  des  Systems  der  materiellen 
Punkte  M^  mit  den  Massen  77i-  hindurchgehen  (123,  (5)).  Trans- 
formiert man  das  Koordinatensystem  nach  diesem  Punkte 
als  neuen  Ursprung,  so  wird  p  =  0  und  es  verschwinden  die 
Summen  Emx,  yjmy,  Hmz\  heißen  A^,  A^,  A^",  B^,  B^',  B^' 
die  neuen  Werte  von  A,  A',  .  .  .,  so  gehen  die  Gleichungen  (y) 
über  in: 

(Ay  —  X)a  +      B^'h      +      B^c         =  0 

£/'a  +  (^/- A)&  +       B^c         =0 
B^a+       B^b       +(^/'-2)c  =  0. 

Von  da  an  stimmt  die  Aufgabe  mit  der  vorigen  überein,  d.  i. 
mit  der  Achsenbestimmung  einer  Fläche  zweiter  Ordnung,  deren 
Gleichung 

lautet;  sie  hat  also  wie  diese  drei  Lösungen.  (Zentralellipsoid, 
Schwerpunktshauptachsen.) 

5)  Ein  gleichschenkliges  Trapez  von  gegebenem  Flächen- 
inhalt q  (Fig.  32)  soll  so  gestaltet  wer- 
den, daß  die  Summe  aus  der  Grund- 
linie und  den  Schenkeln  möglichst  klein 
sei  (trapezförmiges  Durchflußprofil  mit 
kleinstem  benetzten    Umfang). 

Bezeichnet  man  die  Grundlinie  mit  x,  die  Schenkel  mit  y, 
ihren  Böschungswinkel  mit  d,  so  handelt  es  sich  um  das  Mini- 
mum von 

(«)  •  ^  +  2y, 

wenn 

iß)  (^  +  2/  cos  6)  ys'm9  =  q. 


Fig.  32. 
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Bildet  man   ilaiaus  die  Funktion 

X  -\-  2y  -    X [{x  +  y  cos  0)y  sin  0  ~  q\, 
so  lauten  die  Bedingungen  für  deren  absolutes  Minimum: 

1  -  A?/sinö  =  0 
2  — ;i(a;sinö  +  ?/sin2ö)  =  0 
—  Xy{xcosO  +  ycos^O)  =  0; 

die  Lösungen  A  =  0,  y  =  0  der  letzten  sind  durch  die  beiden 
ersten  ausgeschlossen,  folglich  verbleibt  von  der  dritten 

X  cos  0  -\-  y  cos  '26  =  0, 
während  die  zweite  geschrieben  werden  kann 


a;  sin  ö  -|-  y  sin  2  ö  = 

daraus  berechnet  sich 

j  cos  Ö      0 

4/    - 

sinö     l 

2COS0 

y  — 

cos  0,  cos  2  0  ' 

^sin0 

sin  0,   sin  2  d 

womit  aus  der  ersten  erhalten  wird 

2cosÖ=  1 

cos  Ö  =  ^  , 

ö  = 

600. 
Hieraus  berechnet  sich  weiter  unter  Zuziehung  von  (/3) 

und  das  Minimum  von  a  1 

2Vqyt. 

6)  Die  Funktion  u  =  x^y^z^  erreicht  für  Werte  der  Va- 
riablen, die  der  Bedingung  ^x  -\-3y  -\-  4.'S  =  a  (a>0)  genügen, 
bei  x  =  y  =  z  =       das  Maximum  r    j  . 

7)  Die  extremen  Werte  der  Funktion  u  =  a'x^  +  h^y-  +  c^z^ 
bei  Vorhandensein  der  Bedingungen: 

x^  -\-  y'  -\-  z'  —  1  =  0,  Ix  -f  niy  +  nz  =  0 

ergeben  sich  aus  der  in  bezug  auf  u  quadratischen  Gleichung: 

a*  —  u        h^  —  MC*  —  u  ' 
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der    eine  davon    ist    ein  Minimum,    der    andere    ein  Maximum; 

das  Verhältnis  der  zugehörigen  Werte  der  Variablen  ist: 

l  m  n 

x:y:2=    «         :  v, :    . 

« -  —  u     0  -  —  u     c-  —  u 

8)  Das  Minimum  der  Funktion  u  =  X'  -\-  y-  -\-  z^  für  W'erte 
der  Variablen  zu  ermitteln,  die  die  Bedingungen 

ax  +  6//  +  c^  —  1  =  0 

a'x  +  Vy  +  c'^  —  1  =  0 

erfüllen.     (Geometrisch  heißt  dies  die  kürzeste  Entfernung  des 
Ursprungs  von  der  Schnittlinie  zweier  Ebenen  bestimmen). 

(a_ay  +  (ö  — &')'  +  (c-c')- 

min  u  = ^ —  — - — — ^ — ■ — ^ • 

(ftc'  —  h' cY  -\-  {od  —  c'a)*  +  (aft'  —  dh)- 

9)  Ein  Dreieck  von  gegebenem  Umfang  so  zu  gestalten, 
daß  es  bei  der  Rotation  um  eine  seiner  Seiten  einen  Doppel- 
kegel von  möglichst  großem  Volumen  beschreibt.  (Die  in  der 
Rotationsachse  liegende  Seite  muß  \  jeder  der  beiden  anderen 
betragen.) 


Czuher,  VorleBungen.    I.    3.  Aufl.  22 


Sechster  Abschnitt. 

Anwendung  der  Differential-Rechnnni?  auf  die  Untersnchung 
von  Kurven  und  Fläclien. 

A.   Ebene  Kurven. 

§  1.     Die  Tangente  und  die  Normale. 

127.  Analytische  Darstellung  der  ebenen  Kurven 
und  ihre  Einteilung.  Die  Lage  eines  Punktes  M  in  der 
Ebene  ist  durch  zwei  Zahlen  bestimmt,  im  rechtwinkligen 
Koordinatensystem,  das  wir  zunächst  zugrunde  legen,  durch  die 
Abszisse  X  und  die  Ordinate  y.  Sind  x,  y  variabel  und  als 
eindeutige  stetige  Funktionen*)  einer  Hilfs variablen  oder  eines 
Parameters  u  gegeben: 

(1)  x^(p{u),       y==ip{u), 

so  beschreibt,  während  u  das  Intervall,  für  welches  diese  Funk- 
tionen definiert  sind,  durchläuft,  der  Punkt  31  eine  Kurve  in 
der  Ebene  des  Koordinatensystems,  eine  ebene  Kurve  oder  eine 
Plankurve.  Die  Gleichungen  (1)  heißen  die  parajnetrischen 
Gleichungen  der  Kurve.  Einem  besonderen  Werte  von  u  ent- 
spricht ein  bestimmter  Punkt  der  Kurve,  der  mit  M(ii)  oder 
M(x/y)  bezeichnet  werden  soll. 

Es  kann  indessen  auch  unmittelbar  y  als  eindeutige  stetige 
Funktion  von  x  gegeben  sein: 

und  dann  beschreibt  3f  eine  Kurve,  indem  x  stetig  das  Inter- 
vall durchläuft,  auf  welchem  f  gegeben  ist. 

Der  Zusammenhang  zwischen  den   variablen  Koordinaten 
kann  aber  auch  durch  eine  Gleichung  von  der  Gestalt 
(3^ F{x,  y)  =  0 

*)  über  die  Natur  dieser  Funktionen  werden  weiterhin  noch  andere 
einschränkende  Voraussetzungen  hinsichtlich  ihrer  Differentiierbarkeit  ge- 
macht werden,  ohne  daß  dies  immer  ausdrücklich  hervorgehoben  würde. 
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bestimmt  sein,  vermöge  deren  sowohl  y  als  Funktion  von  x 
wie  auch  umgekehrt  x  als  Funktion  von  y  aufgefaßt  werden 
kann;  hält  man  an  dem  ersteren  fest,  so  kann  noch  y  eine  ein- 
deutige oder  eine  mehrdeutige  Funktion  vorstellen;  in  letzterem 
Falle  entspricht  jedem  Zweige  der  Funktion  (57)  auch  ein 
Ziveig  der  Kurve. 

Die  Untersuchung  des  Verlaufs  einer  ebenen  Kurve  kommt 
also  vom  Standpunkte  der  Analysis  zurück  auf  die  Betrachtung 
des  Verlaufs  einer  Funktion  einer  stetigen  Variablen,  die  ex- 
plizite oder  implizite  gegeben  ist,  oder  auf  die  Betrachtung  der 
gleichzeitigen  Änderungen  zweier  solcher  Funktionen. 

Die  parametrische  Darstellung  (1)  ist  für  allgemeine  Unter- 
suchungen die  geeignetste.  Sie  kann  aus  den  beiden  anderen 
Darstellungsformen  gewonnen  werden,  indem  man  .r  einer 
passend  gewählten  Funktion  einer  Hilfsvariablen  u  gleichsetzt, 
diese  in  (2),  respektive  (3)  an  Stelle  von  x  einführt,  wodurch 
auch  y,  explizite  und  implizite,  als  Funktion  von  u  gegeben  ist. 

Umgekehrt  ergibt  sich  aus  der  parametrischen  Darstellung 
(1)  eine  der  beiden  anderen  Daistellungsformen,  indem  man 
zwischen  den  beiden  Gleichungen  (1)  u  eliminiert. 

Für  die  Einteilung  der  Kurven  ist  die  Gleichungsform 
F(x,  y)  =  0  maßgebend. 

Ist  F(x,  y)  eine  algebraische  Funktion,  so  heißt  die  Kurve 
algebraisch;  insbesondere  läßt  sich  dann  immer  bewirken,  daß 
F{x,  y)  eine  ganze  Funktion  von  bestimmtem  Grade  n  sei  (13); 
alsdann  wird  die  durch  die  Gleichung  dargestellte  Kurve  eine 
algebraische  Kurve  n-ter  Ordnung  genannt.  Die  Ordnung  bildet 
den  wesentlichsten  Einteilungsgrund  der  algebraischen  Linien. 
Die  Gerade  als  algebraische  Linie  erster  und  die  Kegelschnitte 
als  algebraische  Linien  zweiter  Ordnung  sind  aus  den  Elementen 
der  analytischen  Geometrie  bekannt.  Darüber  hinaus  pflegt 
man  von  höheren  algebraischen  Linien  zu  sprechen. 

Eine  Kurve,  deren  Gleichung  in  x,  y  nicht  algebraisch  ist, 
wird   als   transzendente  Kurve   bezeichnet.*)     Bei    der    unüber- 


*)  Die  Einteilung  in  algebraische  und  transzendente  Kurven  stammt 
von  Descarles,  einem  der  Begründer  der  analytischen  Untersucbungs- 
methode  in  der  Geometrie;  die  Namen  gab  Leibniz.  Bis  dahin  sprach 
man,  um  den  Unterschied  hervorzuheben,  von  geometrischen  und  mecha- 
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sehbaren  Mannigfaltigkeit  der  möglichen  Gleichungsformen  ist 
an  eine  Einteilung  der  transzendenten  Linien  nicht  zu  denken; 
spezielle  Erzeugungsweisen  haben  zu  Gruppen  solcher  Linien 
geführt. 

Die  parametrische  Darstellung  gestattet  nicht  unmittelbar 
zu  entscheiden,  ob  die  Linie  algebraisch  oder  transzendent  sei. 

128.  Die  Tangente  in  rechtwinkligen  Koordinaten. 
Hat  man  aus  der  Gleichung  oder  den  Gleichungen  der  Kurve 
eine  Anzahl  zusammengehöriger  Werte  xjy  bestimmt,  so  ist 
damit  eine  Anzahl  von  Punkten  der  Kurve  gegeben,  die  jedoch, 
wenn  sie  nicht  nahe  genug  aneinander  liegen,  eine  sichere  Vor- 
stellung von  dem  Verlaufe  derselben  nicht  zu  bieten  vermögen. 

Genaueren  Aufschluß  darüber  vermittelt  der  Differential- 
quotient von  y  in  bezug  auf  x,  welcher  die  Richtung  der 
Tangente  an  die  Kurve  in  jedem  ihrer  Punkte  anzugeben  ge- 
stattet. Sein  Vorzeichen  läßt  erkennen,  ob  die  Kurve  bei  wach- 
sendem X  steigt  oder  fällt,  und  seine  absolute  Größe  zeigt  an, 
wie  rasch  dieses  Steigen  oder  Fallen  an  der  betreffenden  Stelle 
vor  sich  geht  (22,  36), 

Zudem  ist  die  Tangente  diejenige  unter  den  Geraden, 
welche  durch  den  betreffenden  Punkt  der  Kurve  gehen,  der 
sich  die  Kurve  in  der  Umgebung  des  Punktes  am  engsten  an- 
schließt. Um  dies  zu  zeigen,  nehmen  wir  auf  der  Kurve  einen 
Punkt  Mixjy)  an  und  legen  durch  ihn  eine  Gerade;  ihre  Glei- 
chung sei 

(4)  A{i  -x)  +  B{ri  -  y)  =  0; 

von  dieser  Geraden  hat  ein  anderer  an  M  sehr  nahe  liegender 
Punkt  M^(x  +  ^xly  -f  z/«/)  der  Kurve  den  Abstand 
.,  _  AJx  -\-  BJy 

die  Wurzel  im  Nenner  mit  dem  entsprechenden  Zeichen  ge- 
nommen.   Sind  nun  x,  y  solche  Funktionen  eines  Parameters  ii, 


niscben  Linien.  Die  Einteilung  der  algebraischen  Linien  nach  der  Ord- 
nung rührt  von  Newton  her.  —  Eine  sehr  reichhaltige  Übersicht  über 
die  bisher  untersuchten  algebraischen  und  transzendenten  Linien  gab 
G.  Loria  in  dem  Werke :  Spezielle  algebraische  und  transzendente  Kurven 
der  Ebene,  Theorie  und  Geschichte.  Deutsch  von  F.  Schütte-,  Leipzig 
l'J02,  1911. 
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daß    sie   sich   von    der   Stelle  x;y  aus   nach   der  Taylor  sehen 
Formel  entwickeln  lassen,  so  ist  (92,  (11)) 


^H  =  äy-V  ^  +  ■ 


und  hiermit  wird 


Adx  i-  Bdy  -\-    ^  ^^{Äd^x  +  Bd-y)  -\-  ■  ■ 


Im  allgemeinen  ist  also  d  von  der  Ordnung  der  Größe  du 
welche  die  Änderungen  zJx,  zJy  von  x,  y  herbeigeführt  hat, 
und  die  wir  als  die  erste  Ordnung  festsetzen  wollen.  Nur 
dann  ist  d  von  höherer  Ordnung,  wenn 

Adx  +  Bdy  =  0 
oder 

A:  B  =  dy  :  —  dx\ 

die  diesem  Verhältnisse  entsprechende  Gerade  (4),  d.  i. 

(5;  (I  —  x)  dy  —  {rj  -  y)  dx  =  0, 

ist  also  unter  allen  diejenige,  welcher  die  Kurve  in  der  Um- 
gebung von  M  am  nächsten  kommt;  es  ist  dies  aber  die  Tan- 
gente, weil  ihr  Richtungskoeffizient  -r^  der  Differentialquotient 
von  y  in  bezug  auf  x  ist. 

Ist  die  Kurve  durch  das  Gleichungspaar  (1)  bestimmt,  so  ist 

dx  =  (p'{u)du,         dy  =  il^'{u)du 
und  es  lautet  die  Gleichung  der  Tangente  im  Punkte  x/y 

(«)  ^-y- 1^  ii  -  -); 

war  die  Kurve  durch  (2)  dargestellt,  so  hat  man 

dy  =  f'(x)dx 
und  als  Gleichung  der  Tangente 
(0  r,-y==f'{x){i-x); 

für  eine  durch  (3)  gegebene  Kurve  endlich  ist  vermöge 

o     dx  -\-  -     dy  =  0 
dx  dy     ^ 
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das  Verhältnis 

und  somit 

(8) 


(Ix  :  dy  =  — 


dy  '  dx 


(I  -  x)  i~  -\-(v-y)  -^  =  0 

'         ^  rx       ^ '       ^'    oy 


f: 


die  Gleichuncr  der  Tauoreute,  —  „f  ihr  Richtungskoeffizient. 
Nimmt  der  Richtunsjskoeffizient    ,     der  Tangente  für  einen 

^  fix  '^ 

Punkt  der  Kurve  den  Wert  Null  an,  so  ist  die  Tangente  dort- 
selbst  der  Abszissenachse  parallel.  Unter  diesen  Punkten  be- 
finden sich  auch  diejenigen,  für  welche  y  einen  extremen  Wert 
erreicht  (117). 

Hört  der  Richtungskoeffizient  in  einem  Punkte  der  Kurve 
auf  definiert  zu  sein,  konvergiert  er  aber  bei  Annäherung  an 
diesen  Punkt  (von  einer  oder  von  beiden  Seiten)  gegen  oo,  so 
ist  die  Tangente  in  diesem  Punkte  parallel  der  Ordinatenachse. 
Unter  diesen  Punkten  befinden  sich  auch  solche,  in  welchen  x 
einen  extremen  Wert  annimmt. 

Während  "  in  den  Fällen,  welchen  die  Gleichungen  (6) 
und  I  7 )  entsprechen,  nur  von  einer  Variablen  abhängt,  sind  in 
dem  zu  (8)  gehörigen  Falle  zu  seiner  Bestimmung  beide  Ko- 
ordinaten des  Punktes  der  Kurve  erforderlich;  er  wird  unbe- 
stimmt, für  solche  Punkte,  für  welche 
Fx  und  Fy  zugleich  verschwinden. 

129.  Beispiele.  1)  In  einem  Büschel 
von  Kreisen,  welche  die  Gerade  XX'  (Fig. 
o3j  in  einem  Punkte  0  berühren,  werden 
die  durch  einen  festen  Punkt  Ä  dieser 
Geraden  gehenden  Durchmesser  gezogen; 
der  Ort  der  Endpunkte  dieser  Durch- 
messer ist  analytisch  darzustellen.  —  Die 
so  erzeugte  Kurve  heißt  Strophoide.*) 
Wählt  man  XX'  zur  Abszissenachse  und  0  zum  Ursprung, 
so    hat   jener    Kreis    des    Büschels,    dessen  Mittelpunkt  C   die 


•)  Die  Erfindung  der  Kurve  reicht  in  das  17.  Jahrhundert  zurück, 
der  Name  kommt  1846  'zum  erstenmal  in  einer  Abhandlung  Montuccis 
in  den  Nouv.  Ann.  vor. 


• 
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Ordinate   OC  =  c  besitzt,  die  Gleichung 

ist  a  die  Abszisse  von  Ä,  so  kommt  dem  durch  A  laufenden 
Durchmesser  dieses  Kreises  die  Gleichung 

V  =  —       X  4-  c 

zu;  läßt  man  beide  Gleichungen  gelten,  so  bedeuten  x,  y  die 
Koordinaten  der  gemeinsamen  Punkte  M,  N,  und  es  ergibt 
sich  die  Ortskurve  dieser  Punkte  durch  Elimination  des  von 
Kreis  zu  Kreis  veränderlichen  c  zwischen  diesen  Gleichungen. 
Ihre  Gleichung  ist  demnach 

(9)  (a;2  -f  y^)x  -a(x'~y')  =  0. 

Es  ist  dies  eine  algebraische  Gleichung  dritten  Grades  (13, 1), 
die  Strophoide  somit   eine   algebraische  Kurve  dritter  Ordnung. 
Die  Auflösung  nach  y  gibt 


y 


=  ±x-\/^ 
Y    a 


-\-x 

und  bestimmt  zwei  durch  das  Vorzeichen  unterschiedene  Zweige 
AMOE  und  AD  OB,  von  denen  jeder  das  Spiegelbild  des 
andern  bezüglich  der  x- Achse  ist.  Da  y  nur  so  lange  reell  ist, 
als  X  in  dem  Intervall  (—  a,  a)  verbleibt,  so  liegt  die  Kurve 
vollständig  zwischen  den  beiden  Geraden  a:  =  —  a  und  x  =  a-^ 
bei  X  =  —  a  hört  der  Ausdruck  für  y  auf,  bestimmt  zu  sein,  für 
lim  X  =  —  a  -\-  0  aber  wird  lim  y  =  +  oo.  An  der  anderen 
Grenze  des  Intervalls,  x  =  a,  treffen  die  beiden  Zweige  zusammen, 
da  hier  t/  =  0  ist;  sie  treffen  aber  auch  in  der  Mitte  des  Inter- 
valls, an  der  Stelle  x  =  0,  zusammen,  da  auch  hier  y  =  0  ist. 

Aus 

dy  a*  —  ax  —  x^' 

^^       —  {a^x)  V{a-\-  X)  (a  —  x) 

folgt,  daß  an  der  Stelle 

^  =  +  -«(1/5-1) 

die  Tangente  an  jeden  der  beiden  Zweige  parallel  ist  zur  Ab- 
szissenachse —  die    andere    Stelle  —  „  (]/5  +  1),    an  welcher 

j-  verschwindet,    fällt  außerhalb   des  IntervaUes  (—  a,  a)  — ; 
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i)ei  dem  positiven  Zweige  wird  au  dieser  Stelle  y  zu  einem 
Maximum,  bei  dem  negativen  zu  einem  Minimum,  weil  bei  dem 
erstereu  die  Werte  von  ,"  in  dem  Intervalle  (—  «,  a)  das  Wert- 
gebiet (-|-  oo,  U,  —  oo),  bei  dem  zweiten  das  Wertgebiet 
( —  oo,  0,  -|-  oo)  durchlaufen;  daraus  geht  zugleich  hervor,  daß 
an  der  Stelle  a/0,  wo  die  beiden  Zweige  zusammentreffen,  sie 
eine  zur  Ordinatenachse  parallele  Tangente  haben. 

An  der  Stelle  a:  =  0  hat  -~-  für  den  positiven  Ast  den 
Wert  +  1,  für  den  negativen  Ast  den  Wert  —  1,  so  daß  die  beiden 
Aste  der  Kurve  sich  hier  unter  einem  rechten  Winkel  durch- 
schneiden; man  nennt  einen  solchen  Punkt  der  Kurve  einen 
Knotenpunkt. 

Um  die  Kurve  parametrisch  darzustellen,  setze  man 
y  =  ux; 
mit  dieser  Substitution  geht  (9)  über  in 

x3(l  -f  i(2)-ax-(l  -M^)  =  0; 
neben  der  zweifach  zählenden  Lösung  x  =  0  folgt  hieraus: 


(10) 


_  1  —  M- 

Jy      ^7         I  9 

1  -|-  tr 

u(l  —  U-) 


1  +  ir- 

Es  erscheinen  somit  x,  y  als  rationale  Funktionen  des  Para- 
meters w;  eine  algebraische  Kurve,  welche  eine  solche  Dar- 
stellung gestattet,  nennt  man  eine  UniJcursaüiurve]  sie  wird  in 
einem  Zuge  beschrieben,  wenn  man  den  Parameter  das  Gebiet 
der  reellen  Zahlen  durchlaufen  läßt.  Im  vorliegenden  Falle  ist 
der  Verlauf  folgender,  wenn  a  >  0  ist. 

Geht  n  durch  (—  oo,  —  1),  so  beginnt  x/y  mit  —  af  -\-  oo 
und  endet  mit  0/Ü,  es  wird  BO  beschrieben;  geht  u  weiter 
durch  (—  1,  0),  so  beginnt  x/y  mit  0/0  und  endet  mit  a/0, 
und  weil  dabei  y  negativ  bleibt,  so  wird  OD  A  beschrieben;  geht 
M  weiter  durch  (0,  +1),  so  beginnt  Xiy  mit  a/0  und  schließt 
mit  0/0,  und  weil  dabei  y  positiv  bleibt,  so  wird  AMO  be- 
schrieben; geht  endlich  u  durch  (-f  1,  -f  oo ),  so  beginnt  xjy 
mit  0/0  und  schließt  mit  —  a/— oo,  es  wird  OE  beschrieben. 
Jedem  Punkte    der  Kurve    entspricht   nur   ein    und  jedem    ein 
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anderer  Wert  des  Parameters,  nur  dem  Punkte  0  entsprechen 
deren  zwei,  nämlich  —  1,  +1;  demgemäß  ergibt  sieh  in  jedem 
Punkte  der  Kurve  nur  eine  Tangente,  im  Punkte  0  aber  sind 
deren  zwei,  und  zwar  folgt  aus 

dx  iu  dii  1 — 4tt-  —  u^ 


du  ^(1 +  «*)-' 


dy 
du 


1 
a  " 


\i  +  uy 


der  Riehtungskoeffizient  der  Tangente 

dy  1  —  4w-  —  u* 

dx  iu  ' 

der  für  u  =  —  1  den  Wert  —  1,  für  m  =  1  den  Wert  +  1    an- 
nimmt in  Übereinstimmung  mit  dem  früheren  Resultate. 

Man  erkennt  au.s  der  angewandten  Sub- 
stitution, daß  der  u  entsprechende  Punkt  der 
Kurve  ihr  Schnittpunkt  mit  der  Geraden 
y  =  ux  ist. 

2)  Aus  dem  Endpunkte  0  des  Durch- 
messers OA  eines  gegebenen  Kreises  (Fig.  34) 
wird  nach  der  Tangente  BC  im  anderen  End- 
punkte A  der  Strahl  OE  gezogen,  welcher 
den  Kreis  inT)  schneidet;  man  mache  OM^DE 
und  bestimme  den  Ort  des  Punktes  31  ana- 
lytisch. —   Die  betreffende  Kurve  heißt  Zissoide  des  Diokles.*) 

Wird  0  zum  Ursprung,  OA  zur  Abszissenachse  des  Koor- 
dinatensystems gewählt,  der  Halbmesser  des  Kreises  mit  a 
bezeichnet,  so  folgt  aus  der  Ähnlichkeit  der  Dreiecke  OFM, 
OAE: 

AE=^2a- 

X  ' 

aus  der  Ähnlichkeit  der  Dreiecke   OFM,  ADE: 


Fig. 

•M. 

Y 

/ 

B 

^ 

4H 

K 

/W^ 

\\ 

A 

0 

J^NT^ 

J 

Y' 

\o 

C 

AD  = 


2a; 


wendet  man  also  auf  das  rechtwinklige  Dreieck  ADE,  in  wel- 
chem die  dritte  Seite  DE=  03I=]/x^  -^  f   ist,   den  Pytha- 
goreischen   Satz   an,    so    entsteht   nach   entsprechender  Umfor- 
mung die  Gleichung  der  Kurve: 
(11)  {x^  +  y^)x  =  2aif. 


*)  Im  2.  oder  3.  vorchristlichen  Jahrhundert. 
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Man  hat  es  also  wieder  mit  einer  algebraischen    Kurve  dritter 
Ordnung  zu  tun.    Die  Auflösung 


if  =  ±xl/  ^__ 
y   2a  —  X 


zeigt,  daß  .r  auf  das  Intervall  (0,  2a)  beschränkt  ist  und  daß 
für  lim  X  =  '2a  —  0  sich  lim  y  =  ±  <x)  ergibt.  Die  beiden  Äste, 
welche  im  Punkte  0/0  zusammentreffen,  haben  hier  OX  zur 
gemeinsamen  Tangente,  weil 


dx  2a  —  X  V  2a  — 


für  X  =  0  nur  den  einen  Wert  0  annimmt;  einen  Kurvenpunkt 
von  dieser  Art  bezeichnet  man  als  Spitze. 
Mittels  der  Substitution 

y  =  ux 

ergibt   sich  wie   im   vorigen   Beispiele    die   parametrische  Dar- 
stellung 

_   2ow* 


(12) 


^aW 

y 


1+  u-' 

SO  daß  auch  die  Zissoide  eine  Unikursalkurve  ist.  Sie  wird  in 
dem  Sinne  QOR  beschrieben,  während  u  das  Intervall  (— oo 
+  oo)  durchläuft. 

3)  Die  durch  die  Gleichung 
(13)  x^-'6axy  +  y^  =  0  (a  >  0) 

gekennzeichnete  Kurve  ist  auf  ihren  Verlauf  zu  untersuchen. 
—  Die  Kurve  führt  den  Namen  Cartesisches  Blatt j^) 

Die  durch  Gleichung  (13)  definierte  Funktion  y  ist  schon 
zweimal  Gegenstand  der  Untersuchung  gewesen.  In  58,  2)  ist 
gezeigt  worden,  daß  sie,  sofern  nur  die  reellen  Werte  ins  Auge 
gefaßt  werden,  eindeutig  ist  in  den  Intervallen  (—  oo,  0)  und 
(ay4,  +  ooj,  während  sie  dreiwertig  ist  im  Intervall  (O,  ayi) 
von  X.  In  120,  2)  wiederum  hat  sich  ergeben,  daß  sie  für 
X  =  ay2  ein  Maximum  hat  im  Betrage  y  =  av^4.  Beachtet 
man  ferner,  daß   die    Gleichung   (13)   keine  Änderung   erfährt 


*)  Zuerst  erwähnt  von  Descartes  1638. 
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bei  Vertauschimg  von  x  mit  //,  so  folgt,  daß  x  die  nümliche 
Funktion  von  y  ist  wie  y  Funktion  von  x-^  demnach  ist  auch 
X  einwertig  in  den  Intervallen  ( —  <x>,  0)  und  {ay-i,  -\-  oo),  und 
dreiwertig  in  dem  Intervalle  (O,  aj/i)  von  y,  und  erlangt  an 
der  Stelle  y  =  ay2  den  Maximalwert  x  =' aYi.  Überhaupt 
folgt  aus  dem  letzten  Umstände  Symmetrie  der  Kurve  in  bezug 
auf  die  Halbierungslinie  des  Winkels  X  0  Y,  (Fig.  35). 

Mit     Hilfe     der     Substitution 
y  =  ux  gibt  die  Gleichung  (13): 


(14) 


y- 


Jedem  Werte  von  u  entspricht  ein 
anderes  Wertepaar  x/y,  eine  Aus- 
nahme jedoch  machen  die  beiden 
Werte  u  =  0  und  w  =  oo ,  indem 
ihnen  ein  und  dasselbe  Wertepaar  0/0 
zugeordnet  ist;  infolgedessen  geht  die  Kurve  zweimal  durch  den 
Ursprung;  um  die  Richtungen,  in  welchen  der  Durchgang  er- 
folgt, festzustellen,  bilde  man 

1  —  2tt»       dv       „     u(2  —  u^) 


dx 

du 


3a 


und  daraus 


{i  +  uy 

dy  ^ 
dx 


t^  =  3a^ 
au 


(1  +  u^Y 


u{2 
1- 


w«) 


2tt'  ' 


für  M  =  0  nimmt  dies  den  Wert  0  und  für  lim  n  =  oo  den 
Grenzwert  oo  an,  so  daß  das  eine  Mal  die  Abszissenachse,  das 
zweite  Mal  die  Ordinatenachse  berührt  wird. 

Die  Kurve  wird  in  dem  Sinne  DOGBOA  beschrieben, 
wenn  der  Parameter  u  nacheinander  die  Intervalle 

(-1,  -<x)),    (4-^,  0),    (0,  -1) 

durchläuft,  und  zwar  entspricht  dem  ersten  Intervalle  DO,  dem 
zweiten  OCBO,  dem  dritten  OA. 

130.  Fortsetzung.  4)  RoUkurven.  Eine  sehr  umfassende, 
durch  ein  gemeinsames  Erzeugungsprinzip  zusammengehaltene 
Kategorie   von   Linien    sind    die  Rollliirven  oder   Rouletten]   es 
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sind  dies  im  allgemeiueu  transzeudente^  in  manchen  besonderen 
Fällen  auch  algebraische  Linien.  Für  die  Technik,  insbesondere 
für  die  Theorie  und  Konstruktion  von  Bewef^ungsmechanismen, 
sind  die  Rollkurven  von  hervorragender  Bedeutung. 

Das  Erzeugungsprinzip  in  seiner  allgemeinsten  Fassung 
besteht  in  Folgendem:  In  einer  festen  Ebene  S,  die  Trägerin 
einer  beliebigen  Kurve  s,  der  PolhaJm ,  ist,  bewegt  sich  eine 
zweite  in  sich  starre  Ebene  2J  derart,  daß  eine  in  ihr  liegende 
beliebige  Kurve  ö,  die  Polkurve,  auf  der  Polbahn  abrollt;  jeder 
Punkt  31  von  Z!  beschreibt  dabei  in  S  eine  Kurve,  die  man 
eine  Rollkurve  nennt.  Einer  momentanen  Lage  von  Z!  entspricht 
ein  Punkt  Ä  als  Berührungspunkt  von  Polbahn  und  Polkurve, 
der  momentane  Drehpol,  und  ein  Punkt  M  der  Rollkurve. 

Ist  die  Polbahn  eine  Gerade,  die  Polkurve  ein  Kreis,  so 
nennt  man  die  Rollkurve  eine  Zykloide,  und  zwar,  je  nachdem 
der  beschreibende  Punkt  auf  dem  Kreise  selbst,  innerhalb  oder 
außerhalb  desselben  liegt,  eine  gemeine,  verlängerte  oder  ver- 
kürzte Zykloide.*) 

Sind  Polbahn  und  Polkurve  Kreise,  so  bezeichnet  man  die 
entstandenen  Kurven  wohl  auch  als  Trochoiden,  häufiger  jedoch 
auch  als  Zykloiden,  aber  mit  einem  Zusätze,  der  sich  zunächst 
nur  auf  die  gegenseitige  Lage  der  beiden  Kreise  bezieht:  liegt 
der  roUende  Kreis  (als  Linie)  außerhalb  des  ruhenden,  so  spricht 
man  von  Epizykloiden,  dagegen  von  Hypoztjkloiden,  wenn  der 
rollende  Kreis  innerltalh  des  ruhenden  sich  befindet.  Zu  dieser 
Haupteinteilung  kommt  noch  eine  Untereinteilung,  die  mit  der 
Lage  des  beschreibenden  Punktes  zum  roUenden  Kreise  zusammen- 
hängt und  zu  denselben  drei  Benennunfren  führt,  die  bei  den 
Zykloiden  schlechtweg  unterschieden  worden  sind. 

Über  diese  zwei  Hauptgattungen  von  Rollkurven  soll  zu- 
nächst nicht  hinausgegangen  werden.  Nun  zu  ihrer  analytischen 
Darstelluncj  und  deren  Diskussion. 


*)  Neben  den  beiden  letzteren  Benennungen  sind  auch  die  andern: 
geschweifte  und  geschlungene  Zykloide  in  Verwendung  (s.  G.  Scheffers, 
Besondere  transzendente  Kurven,  Enzykl.  d.  mathem.  Wissensch.,  Bd.  III  3, 
p.  194).  Der  Name  Zykloide  wird  auf  Galilei  (1640)  zurückgeführt,  einen 
der  ersten,  der  sich  mit  der  Untersuchung  der  gemeinen  Zykloide  be- 
schäftigte. 
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Fig.  36. 


a)  ZyMoiden.  Polbahn  sei  die  Gerade  X'X  (Fig.  3G),  Pol- 
kurve der  Kreis  Kq,  der  durch  Rollen  um  den  Wälzungs- 
winkel  u  in  die  Lage  K  gelangt.  Der  beschreibende  Punkt, 
der  ursprünglich  die  Lage  31^  bzw.  Mq'^^\  If^^^)  hatte,  befindet 
sich  jetzt  in  31  bzw.  jl/(^),  iW^^l  Bezeichnet  man  seine  Ent- 
fernung vom  jeweiligen  Mittelpunkt  Cq  bzw.  C  mit  h,  den  Ra- 
dius des  Krei.ses  mit  a,  so  ist  das  Erzeugungsgesetz  durch  den 
Ansatz 

OB  =  arc  31 B  =  au 

gekennzeichnet.  Wählt 
man  also  X'X  als  Ab- 
szissenachse und  legt  die 
Ordinatenachse  durch 
Cq,  so  findet  man  aus 
der  Figur,  diedienötigen 
Konstruktionslinien  für 
den  Punkt  il/^^)  enthält: 

y  =  a     —  h  cos  u 
X  =  au  —  0  sm  u 

als  parametrische  Gleichungen  der  Zykloiden;  bei  h  <  a  ist  es 
die  verlängerte,  3I^<^^^N^^\  bei  h  >  a  die  verkürzte,  3Iq^^^N^^\ 
bei  h  =  a  die  gemeine,  3IqN: 

X  =  a[u  —  sin  u) 
y  =  a{l  —  cos«). 

Wegen  der  Periodizität  der  trigonometrischen  Funktionen 
bestehen  die  Zykloiden  aus  unendlich  vielen  gleichen  Asten, 
deren  einer  erhalten  wird,  wenn  man  u  das  Intervall  (0,  2;tj 
durchlaufen  läßt. 

Daß  es  transzendente  Kurven  sind,  erkennt  man  durch 
Elimination  von  it-  sie  führt  bei  den  Gleichungen  (15)  auf 


(15*) 


X  =  a  Arc  cos  —  ,- 

0 


*l/l -(«-==')= 


Bei  der  gemeinen  Zykloide  variiert  y  zwischen  0  und  2a^ 
bei  der  verlängerten  zwischen  a  —  h  und  a  -\-  h,  bei  der  ver- 
kürzten zwischen  —  (6  —  a)  und  h  +  a. 
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(I  X 

Aus  (15)  ergibt  sich  -5^  =  y;   daraus  folgt,    daß    bei    der 

verkürzten  Zykloide  dort,  -wo  sie  die  Abszisseuachse  schneidet, 

X  einen   extremen  Wert  annimmt,  die  Tangente   also  parallel 

ist  der  Ordinatenachse. 
dy 


Nimmt  man 


dii 


6  sin  w  hinzu,  so  findet  sich 
dy  b  sin  u 


dx       a  —  b  cos  u 
als  Richtungskoeffizient  der  Tangente  und 

b  sin  u 


(16) 


v-y  = 


(1-^) 


Fig.  37. 


a  —  b  cos  u 

als  deren  Gleichung;  insbesondere  lautet  diese  für  die  gemeine 
Zykloide 

(IG*)  n  —  y  =  cotg  y  (I  -  x). 

b)  Epi-  und  Htipozyldoidcn.  Polbahn  sei  der  Kreis  K  mit 
dem  Mittelpunkt  0  und  dem  Radius  Ji  (Fig.  37),  Polkurve  der 
Kreis  Icq   mit   dem  Mittelpunkt  Cq  und  dem  Radius  r,  Mq  der 

beschreibende  Punkt  im  Ab- 
stände a  vom  Mittelpunkte. 
Aus  der  Anfangslage  komme 
der  letztere  Kreis  durch  Ab- 
rollen um  den  Winkel  v  in  die 
Lage  k,  der  Berübrungsradius 
habe  dabei  eine  Drehung  um 
den  Winkel  u  erfahren;  dieser 
letztere  soll  als  Parameter  ver- 
wendet werden.  Das  Erzeu- 
gungsprinzip ist  durch 
liu  =  rv 

bestimmt,  wodurch  die  Gleichheit  der  Bögen  BAq  und  BÄ 
ausgedrückt  ist.  Mit  Benutzung  der  in  der  Figur  angebrachten 
Hilfskonstruktion,  aus   der    sich  für  den  Dreieckswinkel   QCM 


der  Ausdruck 


li  +  r 


ergibt,  finden  sich  die  Gleichungen 


der  Epi  zykloide: 

X  =  {B,  -{-  r)  cos  II 
(17) 

y  =-  (B  ■{■  r)  sin  u 


a  cos  — —  u 
r 

.     B-^r 

a  sin u\ 

r         ' 
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bei  a  <  /•   ist   es   die  verlängerte,   bei  a  >  r  die  verkürzte,  bei 
a  =  r  die  gewöhnliche  Epizykloide. 

Es  bedarf  nur  der  Zeicheuänderung  bei  r  und  a,  um  zu 
den  Gleichungen  der  HypozijMoiden  zu  kommen: 

/  D         \  I  R  —  r 

X  =■  {±i  —  r)  cos  u  -\-  a  cos  n 

(18)  .„  .  .     B-r 

y  =  {Ja  —  r)  sin  «  —  u  sm  w; 

auch  hier  sind  die  obigen  drei  Fälle  zu  unterscheiden. 

Ist  das  Verhältnis  der  Radien  R  :  r  rational,  so  kehrt  der 
rollende  Kreis  nach  einer  bestimmten  Anzahl  von  Abwälzungen 
wieder  in  seine  ursprüngliche  Lage  zurück,  die  Zykloide  be- 
steht aus  einer  endlichen  Anzahl  gleicher  Aste  und  ist  alge- 
braisch. Ist  das  Verhältnis  aber  irrational,  so  kehrt  der  rollende 
Kreis  niemals  in  seine  Anfangslage  zurück,  die  Anzahl  der 
Aste  ist  unbegrenzt,  die  Zykloide  transzendent. 

Zur  Illustration  die  folgenden  drei  Beispiele. 

Die  gewöhnliche  Epizykloide,  bei  der  r  =  R  ist,  hat  die 
parametrischen  Gleichungen 

X  =  2r  cos  u  —  r  cos  2u 
y  =  2r  sin  ii  —  r  sin  2n 

und   nach   der  Translation  x  =  r  -\-  ^,   y  =  r^   des  Koordinaten- 
systems die  Gleichungen: 

^  =  2r  cos  II  (1  —  cos  u) 
Yj  =  2r  sin  ii  (1  —  sin  ii); 

eliminiert   man   zwischen  beiden   den  Parameter  n,   so   kommt 
man  zu  der  Gleichung: 

(19)  (|2  +  n'Y  +  4r|(^2  _|_  ^.2^  _  4,.2^^2  _  0, 

diese  Epizykloide  ist  also  eine  algebraische  Kurve  4.  Ordnung 
(Kardioi'de). 

7? 
Die  gewöhnliche   Hypozykloide,   bei   der  >*  =  -^;  hat  die 

Gleichungen: 

X  =  R  cos  u 

dieselben  stellen   den   in   der  Abszissenachse  liegenden  Durch- 
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messer  dos  ruhenden  Kreises  dar.  Rollt  also  auf  der  Innenseite 
eines  Kreises  ein  zweiter  Kreis  vom  halben  Radius  des  ersten 
ab,  so  beschreibt  jeder  seiner  Umfangspunkte  einen  Durch- 
messer des  ersten  Kreises. 

Die  gewöhnliche  Hypozykloide,  bei  der  >'  =  .  ist,  hat  die 
parametrischen  Gleichungen 

3  R  B  n 

X  =  -j-  cos  U  -\-  -—  cos  OM 

3J?     .  li     .      ^ 

y  =      -  sin  u  —   ,   sin  oh 

und  wenn  man  die  Funktionen  des  dreifachen  Winkels  auf 
solche  des  einfachen  zurückführt: 

X  =  B  cos^  H 

y  =  li  sin^it; 
Elimination  von  u  liefert  dann 

(20)  x^  +  iß  =  R-^ , 

in  rationaler  Form: 

(20*)  (x'  +  !/'  -  B^y  +  21R'xhf  =  0; 

diese  Hypozykloide  ist  hiernach  eine  algebraische  Kurve  6.  Ord- 
nung (Astroide). 

131.  Fortsetzung.  5)  Aus  einem  Punkte  x^ly^  an  eine 
gegebene  Kurve  f{x,  y)  =  0  die  Tangenten  zu  führen. 

Der  Berührungspunkt  x  y  einer  jeden  solchen  Tangente 
hat  den  Gleichungen 

f{^,  y)  =  0, 

(^o-^)/'x'+0/o-yj/;'=o 

zu  genügen,  deren  erste  ausdrückt,  daß  er  der  Kurve  angehört, 
deren  zweite  aussagt,  daß  die  Tangente  in  ihm  durch  XQJy^ 
geht.  Die  gemeinsamen  Lösungen  beider  Gleichungen  bestimmen 
die  Berührungspunkte  der  gesuchten  Tangenten. 

Ist  die  Kurve  algebraisch  von  w-ter  Ordnung,  so  ordne 
man  sie  nach  den  Gliedern  gleicher  Dimension  derart,  daß 

f{x,  y)  =  (pjx,  y)  +  9„_i(a;,  ?/)  +  •••  +  cPq{x,  y)  =  0, 

wobei  <pr(^}  y)  ^''^^  homogene  Funktion  r-ten  Grades  bedeutet. 
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Alsdann  ist 

/z'=  ^ni^)  +  ^n-x(^)  +   •  •  •  +  ^l{x) 

.und  die  abgeleiteten  Funktionen  sind  je  um  einen  Grad  niedriger 
als  die  ursprÜDglichen. 

Die  Gliedergruppe  höchster  Dimensionen  in  xfj  +  yf '  ist 

und  dies  kommt  zufolge  des  Euler  sehen  Satzes  über  homo- 
gene Funktionen  (56)  gleich 

*«9'«(^,  2/), 
wofür  wegen  der  Kurvengleichung 

-  »»[^'«-iC-^;  y)  +  9\-2(^,  y)  +  •  •  •  +  <3Po(^;  y)\ 

gesetzt  werden  kann.    Hiernach  ist,  wenn 

/•(^,  2/)  =  0 
eine  algebraische  Kurve  w-ter  Ordnung  bedeutet,  die  Gleichung 

in  bezug  auf  x,  y  von  der  n  —  1-ten  Ordnung,  stellt  also  für 
sich  betrachtet  eine  algebraische  Kurve  n  —  1-ter  Ordnung  dar, 
deren  Schnittpunkte  mit  der  gegebenen  die  Berührungspunkte 
der  aus  x^jyQ  an  diese  gezogenen  Tangenten  bedeuten.  Nach 
dem  Satze  von  Bezout  aber  gibt  eine  Kurve  w-ter  mit  einer 
Kurve  n  —  1-ter  Ordnung  «(«  —  1)  Schnittpunkte;  demnach 
ge]ien  aus  einem  PunJäe  an  eine  Kurve  n-ier  Ordnung  im  all- 
gemeinen n(n  —  1)  Tangenten.  Diese  Zahl  wird  die  Klasse  der 
Kurve  genannt,  so  daß  eine  Kurve  w-ter  Ordnung  im  allgemeinen 
von  der  n(n  —  l)-ten  Klasse  ist. 

Ein  anderes  Verfahren,  die  Tangenten  aus  einem  Punkte 
Xf^'yQ  an  eine  Kurve  zu  ziehen,  besteht  darin,  daß  man  den 
Strahl  durch  x^y^: 

X  =  Xq-\-  ps 

y  =  yo-^  IS 
mit   der    Kurve    zusammen    betrachtet   und   das  Verhältnis  der 
Konstunten  2^,  <1  aus   der  Bedingung   sucht,    unter  welcher  die 
Gleichung 

Czubor,  Vorlcaungon.    I.    3-  .\uä.  23 
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mehrfache  Lösungen   nach  s  besitzt.    Dieser  Weg  wird  beson- 
ders  bei   algebraischen  Linien   mit  Erfolg  zu   betrachten  sein. 
G)  Es  sind  zwei  Kurven  durch  ihre  Gleichungen 

(21)  <pix,  y)  =  0     i'{x,y)  =  0 

gegeben:  man  soll  die  Bedingung  aufsuchen,  unter  welcher  beide 
in  einem  ihrer  gemeinsamen  Punkte  auch  eine  gemeinsame 
Tangente  besitzen  oder  einander  berühren. 

Ist  x/y  ein  gemeinsamer  Punkt,  so  hat  die  Tangente  an 
die  erste  Kurve  dortselbst  den  Richtungskoeffizienten  —  ^ , 
die  Tangente  an  die  zweite  Kurve  den  Richtungskoeffizienten 
—  ^ :  der  gestellten  Aufgabe  gemäß  muß  — /  =  77 ,  oder 

sein;  durch  Elimination  von  x,  y  zwischen  den  Gleichungen 
(21)  und  (22)  ergibt  sich  die  verlaugte  Bedingung. 

So  findet  man  beispielsweise  als  Bedingung  dafür,  daß  die 
Parabel 

y'^  —  2px  =  0 
und  die  Ellipse 


einander  berühren,  die  Gleichung 

b^    ~    b* 


1, 


so  daß,  wenn  a,  p,  h  gegeben  sind,  sich  als  Mittelpunktsabszisse 

der  Ellipse  ergibt 

b^       a'-p 

^  ^  2p  ^  2^-' 

7)  Es  sind  zwei  Kurven  durch  ihre  Gleichungen  (21)  ge- 
gebea;  man  soll  die  Bedingung  aufsuchen,  unter  welcher  sie 
sich  in  einem  ihrer  gemeinsamen  Punkte  unter  rechtem  Winkel 
schneiden. 

Die  Tangenten  in  dem  gemeinsamen  Punkte  x/y,  deren 
Richtungskoeffizienten  —  ^ ,  —  ~  sind,  sollen  zueinander  senk- 

recht  stehen,  daher  muß  ^f  •  ^  4-  1  =  0  oder 

(23)  <p:tj+  %i';=  0 
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sein.    Durch   Elimination  Ton  x,  y   zwischen   den   Gleichungen 
(21)  und  (23)  ergibt  sich  die  verlangte  Bedingung. 
Soll  hiernach  der  Kegelschnitt 

a^^x^-  +  2rti2^?/  +  a^^if  +  Ö33  =  0,  (a-3  4=  0) 

dessen  Mittelpunkt  im  Ursprung  liegt,  von  der  Geraden 

Ax  +  By  =  0 
unter  rechtem  Winkel  geschnitten  werden,  so  muß 

(a^^x  -r  cii2y)--i-  +  («12^  +  «22?/)^  =  0 
sein;  bringt  man  die  drei  Gleichungen  behufs  Elimination  von 
X,  y  auf  die  Form 

{a^^X  +  «12?/)^  +  («12^  +  «22^)1/  +  «33  =  Ö 

Ax  -\-  By  =0 

{a^^A  + a^.^B)x  +  {a^^A^a^^B)y  =0, 

so  ergibt  sich  als  notwendige  Bedingung  für  ihre  Koexistenz: 
a^^x  -j-  öjoy     ci^^x  -\-  a^oV     ('33 

A  B  0    =0, 

und  hieraus  die  von  x,  y  unabhängige  Bedingungsgleichung 

A  B 

a^^A  +  «12^0     «12^  +  «22^ 
oder 

012^"  —  («11  —  0^2)  AB  —  a^^B^  =  0, 

durch  welche  also  die  Achsenrichtungen  des  Kegelschnittes  be- 
stimmt sind. 

132.  Fußpunktkurven.  Der  Ort  der  Fußpunkte  der  von 
einem  festen  Punkte  auf  die  Tangenten  einer  Kurve  gefällten 
Lote  wird  die  Fu ßpiinkthurve  dieser  Kurve  in  bezug  auf  den 
festen  Punkt  als  Pol  genannt. 

Man  kann  den  Pol  immer  durch  Verschiebung  des  Koordi- 
natensystems zum  Ursprung  machen;  von  dieser  Voraussetzung 
möge  im  folgenden  auch  Gebrauch  gemacht  werden. 

Es  sei 
(24)  f{x,  ^)  =  0 

die  Gleichung  der  gegebenen  Kurve,   M  ein  Punkt  derselben, 

2.3* 


0, 
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T  die  zugehörige  Tangente,  OP  das  zur  ihr  gefällte  Lot,  so- 
mit P  ein  Punkt  der  Fußpunktkurve  (Fig.  38);  diese  kann 
auch  als  Ort  des  Punktes  aufgefaßt  werden,  den  der  über  OM 
als  Durohmesser  beschriebene  Kreis  mit  dem  Lot  zur  Tangente 
in  M  gemein  hat. 

Nun  ist,  wenn  x,  y  die  Koordinaten  des  Punktes  M  sind, 

d.    h. 

(25)  l^J^yf--xl-yri  =  0 

die     Gleichung     des     Kreises,     und 

dx  5,       , 
7/  =  —  -r-  c,  oder 
"'11 

(26)  Idx  +  ^dy  =  0 

die  Gleichung  des  Lotes.  Eliminiert 
man  also  zwischen  den  Gleichungen  (24),  (25),  (26)  [nach- 
dem man  in  {26)  dy :  dx  durch  den  aus  (24)  dafür  abgeleiteten 
Wert  ersetzt  hat]  x,  y,  so  ergibt  sich  die  Gleichung  der  Fuß- 
punktkurve. 

Differentiiert  man  die  Gleichung  (25)  unter  dem  Gesichts- 
punkte, daß  mit  M  auch  P  sich  ändert,  so  erhält  man: 

2|<i|  +  2ridTi  —  ^dx  —  rjdy  —  xd^  —  ydi]  =  0, 
was  sich  mit  Rücksicht  auf  (26)  vereinfacht  zu 

und  daraus  ergibt  sich: 


^        2 

är, 

d^ 

y 

^-2 

dies  besagt  aber,    daß   die  Tangente    der  Fußpunktkurve  in 
senkrecht  steht  auf  CQ]  folglich  ist  diese  Tangente  T^  zugleicl 
Tangente  an  den  gezeichneten  Hilfskreis. 

Beispiele.      1)    Es     ist    die    Fußpunktkurve    der    Parabel 
2/^  -}-  4aic  =  0  in  bezug  auf  ihren  Scheitel  als  Pol  zu  bestimmen^ 
Die  Gleichungen  (25)  und  (26)  lauten  hier: 
xl+yri  =  l'  +  7J-, 
yl  =-2aiy, 
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löst  man  sie  nach  x,  y  auf  und  setzt  die  Werte  in  die  Parabel- 
gleichung ein,  so  ergibt  sich 

als  Gleichung  der  Fußpunktkurve;  diese  also  ist  eine  Zissoide 
(129,  2;). 

2)  Die  Fußpunktkurve  der  gleichseitigen  Hyperbel  in  be- 
zug    auf   ihren    Mittelpunkt    zu 
bestimmen. 

Die  gleichseitige  Hyberbel 
(Fig.  39),  auf  ihre  Achsen  be- 
zogen, schreibt  sich: 

9  9  o 

und   die   Gleichungen  (25)   und 
(26)  heißen  jetzt: 

^^  +  2/'/ =  1"  +  r, 

durch  Einsetzung  der  hieraus  für   x,   y   errechneten  Werte   in 
die  Hyperbel gleichung  entsteht 

(22)  {i'-Vrry-a\e-ri')  =  0', 

die  Fußpunktkurve   ist   somit   eine    algebraische  Kurve  vierter 
Ordnung  und  heißt  Lcmnislate  (des  Bernoulli*). 

Um  ihre  Form  zu  erkennen,  führen  wir  den  Parameter  u 
mittels  der  Substitution 

rj  =  uh, 

ein  und  erhalten  die  parametrischen  Gleichungen 


1]  =  ±a 


wonach,  da  die  Zeichen  einander  entsprechen,  zu  jedem  Werte 
von  u  aus  dem  Intervalle  (—1,  +1)  zwei  in  bezug  auf  den 
Ursprung  symmetrisch  liegende'  Punkte  gehören*,  da  ferner  zu 
entgegengesetzt  gleichen  Werten  von  u  gleiche  Werte  von  |, 
aber  entgegengesetzt  gleiche  von  i]  gehören,  so  ist  die  Kurve 
symmetrisch  in  bezug  auf  die  Achsen.    Eine  Ausnahme  machen 


*)  Jakob  Bernoulli,  Acta  erudit.  1(594. 
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die  Grenzwerte  —  1.   -|-  1  des  Interralls,   indem  denselben  der 
einzige   Punkt   0  0   entspricht:    die  Kurve   geht   also   zweimal 
durch  den  Ursprung. 
Bildet  man 

ds.  «i(«*  — S)  dr  1  — 3«' 

<'«        —       vIt«')*)!— "'  *'**         ~       a  +  «"-ll  — m' 

SO  ergibt  sich  daraus,  daß  i  extreme  Werte  erlangt  für 

u  =  0*) 

und  zwar  sind  es  die  Werte  !  =  =  <'•  welchen  j;  =  0  entspricht; 
und  daß  »;  extreme  Werte  annimmt  für 

und  zwar  sind  es  die  Werte  ^  =  —   ,  ]  - ,  welchen 

entsprechen:  diese  vier  Punkte  liegen  auf  dem  Kreise  |-+  ?;- =   -  • 

Femer  zeigt 

dji  _   l—Su* 
dj  ~  V  U-  —  3  ■ 

daß  die  Kurve  im  Ursprünge  zwei  Tangenten  hat:  denn  zu 
M  =  —  1  gehört  der  Wert  —  1  und  zu  m  =  -f  1  der  Wert  —  1 
von  -jj :  der  Ursprung  ist  also  ein  Knotenpunkt. 

133.  Die  Xormale.  Die  Gerade,  welche  durch  einen 
Punkt  JI  der  Kurve  senkrecht  zu  der  Tangente  daselbst 
gezogen  wird,  nennt  man  die  Xormale  der  Kurve  im  Punkte  Jf. 

Die  allgemeine  Form  ihrer  Gleichung  ergibt  sich  unmittel- 
bar aus  der  Gleichung  127,  (5'  der  Tangente  und  lautet: 

(21)  (I  -  x)dx  +  (i?  -  y)dy  =  0. 

Die  spezielle  Form  richtet  sich  wie  bei  der  Tangente  nach  der 
Art,  wie  die  Kurve  analytisch  gegeben  ist,  und  es  entsprechen 


*)    Die    andern    Stellen,     an     welchen    -r^  verschwindet,  nämlich 

au 

u  =  ^y3.  fallen  außerhalb  (—1,  -~  Ij- 
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den  Gleichungen  127,    (6),   (7),   (8)    der  Tangente   der  Reihe 
nach  die  foljjenden   Gleichungen  der  Normale: 


(28) 


Beispiele.    1)  Für  die  Zykloiden 

X  ^  au  —  h  sin  u 
y  =     a  —  b  cos  n 

erhält  man  laut  130,  (16)  die  Normalengleichung 

b  cos  M  —  a  ,  c.  s 

V  —  u  =      .—, (£  —  a:). 

Setzt  man   darin  t;  =  0,   so    ergibt   sich   unter  Beachtung 
der  Kurvengleichungen 


t  — 


au. 


Die  Normale  geht  hiernach  durch  den  momentanen  Dreh- 
pol B,  Fig.  36,  womit  auch  eine  einfache  Tangentenkonstruktion 
gegeben  ist.  Geometrisch  ist  dies  daraus  zu  erkennen,  daß  das 
weitere  Abrollen  im  ersten  Augenblicke  als  ein  Drehen  um 
den  momentanen  Pol  aufzufassen  ist.  Diese  Bemerkuncf  gilt 
für  RoUkurveu  allgemein,  also  auch  für  die  Epi-  und  Hypo- 
zykloiden;  hiernach  ist  in  Fig.  37  die  durch  M  und  B  be- 
stimmte Gerade  die  Normale  und  die  zu  ihr  in  M  errichtete 
Senkrechte  die  Tangente. 

2)  Durch  den  Punkt  x^IiIq  zu  einer  gegebenen  Kurve 
fix,  y)  =  0  die  Normalen  zu  führen. 

Der  Fußpunkt  x/y  jeder  solchen  Normale  hat  den  Glei- 
chungen 

fix,  y)  =  0 

zu  genügen.     Ihre  gemeinsamen  Lösungen  bestimmen  also  die 
verlangten  Normalen. 

Ist  die  gegebene  Kurve  algebraisch  von  der  Ordnung  n,  so 
ist  f[x,  y)  eine  ganze  Funktion  n-ien  Grades;  /"^,  /"^  sind  eben- 
solche Funktionen  n  —  1-ten  Grades   und  die  höchstdimensio- 
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liierte  Gliedergruppe  in  der  zweiten  Gleichung,  —  xf  -\-  yf'^y 
wieder  vom  w-ten  Grade;  die  Fußpunkte  der  durch  x^tyQ  gehen- 
den Xormalen  ergeben  sich  also  als  Schnittpunkte  zweier  Kurven 
«-ter  Ordnung,  ihre  Anzahl  ist  daher  im  aUgenieinen  «^  Dem- 
nach gehen  aus  einem  Punkte  zu  einer  Kurve  n-ter  Ordnung  im 
allgemeinen  n^  Normalen. 

Die  gegebene  Kurre  sei  die  Ellipse 

a-  ^  b-         ^' 

dann  lautet  die  zweite  Gleichung,  wenn  «-  —  fe^  =  c-  gesetzt 
wird, 

c-xy  +  h-y^x  —  a-x^rj  =  0, 

und  stellt  eine  Hyperbel  dar,  die  durch  den  Ursprung  des  Ko- 
ordinatensystems wie  auch  durch  den  gegebeneu  Punkt  x^'y^ 
geht;  bringt  man  die  Gleichung  in  die  Form 


(x-^)(.-'^^)  =  - 


dann  erkennt  man  weiter,  daß  die  Hyperbel  gleichseitig  ist  mit 
den  Asymptoten 

aus  diesen  Elementen  ist  es  leicht,  die  Hyperbel  zu  kon- 
struieren; ihre  Schnittpunkte  mit  der  Ellipse  sind  die  Fuß- 
punkt« der  Xormalen  zu  dieser. 

3)  Man  führe  in  analoger  Weise  wie  in  132  an  der  Fig.  38 
aus,   daß  der  Ort  der  Fußpunkte  der  Lote,  die  man  vom  Ur- 
sprung auf  die  Normalen   der  Kurve  f(x,  y)  =  0  fäUt,   durch    I 
Elimination  von  x,  y  zwischen  dieser  Gleichuug  und  den  Glei- 
chungen 

i}dx  —  ^dy  =  0 

erhalten  wird,  und  bestimme  diese  Kurve  für  die  Parabel  in 
bezug  auf  den  Scheitel,  für  die  EUipse  in  bezug  auf  den 
Mittelpunkt. 

134-.  Tangente.  Xormale,  Subtangente  und  Sub- 
normale. Wenn  man  in  einem  Punkte  M  einer  Kurve  die 
Tancrente  und  die  Xormale  konstruiert  und  beide  mit  der  Ab- 
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szissenachse  zum  Schnitte  bringt,  so  wird  die  Strecke  zwischen 
M  und  dem  betreöenden  Schnittpunkte  als  Länge  der  Tangente 
oder  kurz  Tangente,  beziehungsweise  als  Länge  der  Normale  oder 
Xormah  bezeichnet.  Die  Projektionen  dieser  Strecken  auf  der 
Abszissenachse  nennt  man  Suhtangente  und  Suhnormale. 
Hiernach  ist  in  Fig.  40  Fig.  -lo. 

TM  =  T  die  Länge  der  Tangente, 

NM  =  N  die  Länge  der  Normale, 

TP  =  t  die  Subtangente, 

PN=n  die  Subuormale; 

während  Taugente  und  Normale  als  absolute  Größen  auf- 
gefaßt werden,  gelten  Subtangente  und  Subnormale  als  relative 
Größen  und  sind  positiv  oder  negativ,  jenachdera  die  Ordnung 
der  Buchstaben  T,  X  der  positiven  oder  negativen  Richtung 
der  Abszissenachse  entspricht.  —  Man  bezeichnet  die  vier  an- 
gefüiirten  Strecken  auch  als  Berührungsgrößen  und  benützt 
sie  vielfach  zur  Tangenten-  und  Normalenkonstruktion. 

Bezeichnet  man  den  Winkel  XT3I  mit  a,  so  ist  tg«  =  y' 
(22,  2)),  und  aus  dem  Dreieck  TPM  folgt 


(29) 


t== 


aus  dem  Dreieck  PNM,  wo  Winkel  PMN  =  a, 

(30)  n  =  yy'; 

mit  Hilfe  des  Pythagoreischen  Lehrsatzes  ergibt  sich  dann: 


(31) 
(32) 


T=i//H-ßr=:l^viT7^!. 


N=  Vy'  +  iyy'n^'yVi+y"']- 

Beispiele.    1)  Als  Parabel  im  allgemeinen  Sinne  bezeichnet 
man  jede  Kurve,  deren  Gleichung  die  Form 

y  =  ax"' 

besitzt;  m  heißt  die  Ordnung  der  Parabel,  gleichgültig  ob  es 
eine  positive  oder  negative,  ganze,  gebrochene  oder  irrationale 
Zahl  ist.  Es  ist  die  Subtangente  für  den  Punkt  xjy  dieser 
Kurve  zu  bestimmen. 
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Weil  if'  =  max"*~^  =     '  ,  so  ist 

t  =  •''* 

m  ' 

die  Subtangente  also  der  m-te  Teil  der  Abszisse.  Diese  Eigen- 
schaft erniüglicbt  bei  rationalem  m  eine  einfache  Tangenteu- 
und  Normaleukoiistruktion. 

So  ist  für  die  gewöhnliche  Parabel  entweder  w  =  2  oder 
w*  =  9  >  jß  nachdem  die  Ordinaten-  oder  die  Abszissenachse 
Achse  der  Kurve  ist,  und  dementsprechend  hat  man 

t  =      ,  bzw.  ^  =  2x. 

2)  Die  durch  die  Gleichung 

X 

(33)  y  =  ne^ 

dargestellte  transzendente  Kurve  führt  den  Namen  logarith- 
mische Linie,  weil  die  durch  a  gemessenen  Abszissen  die  natür- 
lichen Logarithmen  der  durch  a  gemessenen  Ordinaten  sind. 
Es  soU  für  diese  Kurve  die  Subtangente  bestimmt  werden. 


Weil  ij  =  e"  =  ^  ,  so  ist 


a 

t 


die  Subtangente  also  konstant. 

Konstruiert   man    aus    den  beiden   logarithmischen  Linien 

X  X 

y  =  ae'^  ,        y  =  ae    " 

eine  neue  Kurve,  indem  man  je  aus  den  zu  einer  Abszisse  ge- 
hörigen Ordinaten  das  arithmetische  Mittel  bildet  und  als 
Ordinate  der  neuen  Kurve  betrachtet,  so  hat  diese  die  Gleichung 

(X  x\ 

sie  führt  den  Namen  Ketlenlinie.*) 

*)  Als  Gleifhgewichtsfigur  eines  gleichmäßig  schweren,  in  zwei 
Punkten  festgehaltenen  Seils  wurde  sie  fast  gleichzeitig  (1690 — 1691) 
von  Jakob  und  Johann  Bernoulli,  Huygens  und  Leibniz  erkannt, 
nachdem  Galilei  (1638)  die  Parabel  dafür  gehalten  hatte. 
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Ist  a   positiv,    so    ist    auch    y   in    allen    drei  GleichuDgen 
beständig  positiv,    und  weil    für   die  erste  der  logarithraischen 

Linien  y'  =  "    >  0,  für  die  zweite  -j^  =  — -^<0,   so    ist   die 
■^         a  '  dx  a  ' 

erste  mit  wachsendem  x  fort  steigend,  die  zweite  fort  fallend, 
und  beide  haben  den  einzigen  Punkt  0/a  gemeinsam,  durch 
welchen  auch  die  Kettenlinie  geht  (Fig.  41). 

Für    die  Länge   der  Normale 
der  KettenlLnie    ergibt    sich,    weil 

-\e"  —  e    ")  und 


y 


y\  +  y'~'  =  \  \e-  +  e 
ist,  der  Ausdruck 

a  ' 
wonach   N    als    dritte   stetige   Pro- 
portionale zu  dem  konstanten  a  und  zu  xj  konstruiert  werden  kann. 

135.  Die  Tangente  im  Polarkoordinatensystem. 
Wenn  es  sich  um  die  Festlegung  eines  einzelnen  Punktes  im 
PolarTioordinatensysteme  handelt,  so  genügt  es,  den  Radiusvektor 
r  als  eine  absolute  Größe  zu  betrachten  und  die  Amplitude  (p 
auf  das  Litervall  (0,  2.-r)  zu  beschränken,  weil  es  bei  solcher 
Festlegung  möglich  ist,  jeden  Punkt  der  Ebene  durch  ein 
einziges  Wertepaar  r  9?  zu  charakterisieren. 

Will  man  jedoch  den  ganzen  Lihalt  einer  Gleichung 
zwischen  r  und  (f  erschöpfen,  dann  ist  es  in  vielen  Fällen  er- 
forderlich, beiden  Variablen  das  Intervall  ( —  00,  -f  oo)  anzu- 
weisen. Bezüglich  der  Amplitude  hat  dies  die  Bedeuturg,  daß 
der  aus  dem  Pole  gezogene  veränderliche  Strahl  einer  unbe- 
schränkten Drehung  sowohl  in  einem  als  positiv  angenommenen 
wie  auch  in  dem  entgegengesetzten  Sinne  fähig  sei;  als  positiver 
Drehungssinn  soll  der  dem  Drehungssinue  des  Ulirzeigers  ent- 
gegengesetzte gelten.  Ein  negativer  Wert  von  r  hingegen  ist 
so  zu  deuten,  daß  er  nicht  auf  dem  durch  cp  bestimmten,  son- 
dern auf  dem  ihm  entgegengesetzten  Strahle  abzutragen  ist. 

Die  Beschränkung  von  (p  auf  das  Intervall  (0,  2%)  ist  nur 
dann  zulässig,  wenn  die  Gleichung  y  in  keiner  anderen  Weise 
denn  als  Argument  trigonometrischer  Funktionen  enthält. 
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die 


Die  Ixichtung  der  Tangente  an  eiue  Kurve  im  Punkte  J/ 
derselben  (Fig.  42)  wird  im  Polarsystem  OX  durch  den 
Winkel  0  bestimmt,  durcli  welchen  die  Verlängerung  ML  des 
Leitstralils  bei  kürzester  positiver  Drehung  um  M  in  die  Tan- 
gente übergeführt  wird. 

Es  seien  rjcp  die  Koordinaten  des  Punktes  J/,  r -\- zl r  j (p -\-  Jcp 
Koordinaten  eines  zweiten  Punktes  J/j  der  gegebenen 
Kurve.  Der  Winkel  0  ist  der  Grenzwert, 
■welchem  der  Winkel  LMS  =  ö7  sich 
nähert,  wenn  31^  auf  der  Kurve  gegen 
den  Punkt  JI  konvergiert.  Nun  folgt  aus 
dem  Dreieck  OMM^,  in  welchem  die 
W^inkel  bei  J/,  M^  bzw.  jt  —  ö  und 
0)  —  /J(p  sind,  daß 


sin  (w  —  ^(p) 
sin  £3 


daraus    ergibt    sich, 
Neuner  subtrahiert, 


r 


r  -\-  ^r 
wenn    man    beiderseits    den    Zähler    vom 

sin  (0  —  Jff) 


sin  a  —  sin  (S  —  dff) 

sin  (S)  —  /i<f) 

2  sm  — -  cos 
2 


und  weiter 


r 


2         sin  (S  - 
in  — -  cos   a 


I 


indem  nun  il/j  unaufhörlich  dem  Punkte  M  sich  nähert,  kon- 
vergiert z/<3p  gegen  den  Grenzwert  Null,  Sj  wie  schon  bemerkt 
gegen   den  Grenzwert  ö,  — —   gegen  den   Differentialquotienten 

dr 

—  =  r    des   Radiusvektors   in  bezug  auf  die   Amplitude,  und 

die  Gleichung  selbst  lautet  dann  (16,  2)): 

(35)  tgö  =  f. 

Hieraus   ergeben  sich   für   sin  Q  und  cos  0   die  Ausdrücke 

(36)  sin  0  =     _L ,     cos  Ö  =        *" 


Yr^-\-r"- 


)/r*  -f  r'  ■ 


I 
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in  welchen  die  Wurzel  wegen  der  bezüglich  der  Zählung 
von  0  getroffenen  Bestimmung  mit  ihrem  positiven  Werte  zu 
nehmen  ist. 

Ist  für  einen  außerhalb  des  Pols  liegenden  Punkt  der  Kurve 

r'=0,  so  zeigen  die  Gleichungen  (30),  daß  dann  ö=  ,  die 
Tangente  also  senkrecht  ist  zum  Leitstrahl;  unter  diesen  Punkten 
befinden  sich  auch  diejenigen,  in 
welchen  r  einen  extremen  Wert  hat. 

Ist  r'  für  einen  Punkt  nicht 
definiert,  der  Grenzwert  von  / 
aber  bei  Annäherung  an  diesen 
Punkt  oo,  so  zeigt  die  Gleichung 
(35),  daß  ö  =  0;  die  Taugente 
fällt  also  dann  mit  dem  Leit- 
strahle zusammen. 

136.  Beispiele.  1)  Ein  Punkt 
M  bewegt  sich  gleichförmig  auf 
der  unbegrenzten  Geraden  L'OL 
(Fig.  43)  in  dem  durch  die  Ord- 
nunjjf  dieser  Buchstaben  anoje- 
zeigten  Sinne,  während  die  Gerade 

selbst  sich  um  den  festen  Punkt  0  gleichförmig  im  positiven  Sinne 
dreht;  es  ist  die  Gleichung  der  von  31  beschriebenen  Kurve  auf- 
zustellen. —  Die  Kurve  führt  den  Namen  archimedische  Spirale.*) 

Wählt  man  den  Punkt  0  als  Pol  und  diejenige  Lage  des 
Strahls  OL,  welche  er  in  dem  Augenblicke  annimmt,  da  der 
bewegliche  Punkt  durch  0  geht,  als  Polarachse  —  es  sei  dies 
OX  — ,  so  sind  die  künftigen  Richtungen  von  OL  durch 
positive  Werte  von  cp,  die  vorangegangenen  durch  negative 
Werte  von  (p  gekennzeichnet;  ebenso  ist  r  von  da  an  positiv, 
während  es  vordem  als  negativ  zu  gelten  hatte.  Wegen  der 
Gleichförmi(?keit  beider  BeweCTungen  ist  das  Verhältnis  ihrer  von 
.  dem  bezeichneten  Augenblicke  an  gezählten  Maße  konstant,  d.  h. 

r 


9 


=  a 


*)  Von  Archimedes  (287 — 212  v.  Chr.)  erfunden  und  zuerst  unter- 
sucht. Die  vollständige  Kurve,  mit  dem  links-  und  dem  rechtsgewundenen 
Zweige,  findet  sich  zuerst  bei  Euler  (1748). 
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und  somit 

(37)  r  =  a(p; 

dabei  bedeutet  n  den  zum  Winkel  vom  Bogenmaß  1  (57°, 29577...) 
gehörigen  Radiusvektor. 

Die  Kurve  geht  durch  den  Pol  und  besehreibt  von  da  aus 
nach  beiden  Seiten  unendlich  viele,  beständig  sich  erweiternde 
AVindungen,  welche  gegen  die  zur  Polarachse  senkrechte  Ge- 
rade 0  Y  symmetrisch  angeordnet  sind.  Die  auf  einem  be- 
liebigen Strahl  von  dem  ei)ien  Laufe  der  Kurve  ausgeschnittenen 
Punkte,  wie  M,  M^,  .  .  .  und  31,  il/',  .  .  .,  sind  äquidistant  und 
haben  den  gegenseitigen  Abstand  2 na. 

Aus  (37)  ergibt  sich  r'  =  a  und  infolgedessen  ist 

auf  dem  positiven  Laufe  OMM^  ...  ist  also  der  Winkel  0 
beständig  spitz,  beginnt  mit  dem  Werte  0  und  nähert  sich  mit 
wachsendem  (p  dem  Grenzwerte       • 

Die    archimedische    Spirale    kann    auch   als   Rollkurve    er- 
zeugt werden,  indem   ein    Kreis    vom   Radius  a  (Fig.  44)    als 
Fig.  44.  Polbahn   und   eine  Gerade   als  Polkurve 

genommen,  der  beschreibende  Punkt  aber 
so  gewählt  wird,  daß  er  auf  derselben 
Seite  der  Polkurve  liegt  wie  die  Pol- 
bahn und  den  Abstand  a  von  ihr  besitzt. 
Ist  Gq  die  Anfangslage  der  rollenden  Ge- 
raden, Äq  der  momentane  Drehpol,  so 
befindet  sich  der  bescb reibende  Punkt 
in  0;  während  G^  in  die  Lage  G  ab- 
rollt, kommt  der  beschreibende  Punkt 
afp; 

schreibt  M  tatsächlich  eine  archimedische  Spirale. 
2)  Für  die  durch  die  Gleichung 

(38)  r(p  =  a  (a  >  0) 

dargestellte  Kurve  die  Richtung  der  Tangentö  zu  untersuchen. 
—  Wegen  der  Analogie  ihrer  Gleichung  mit  jener  der  Hyperbel, 


nach  M]    dabei  ist  031  =  BÄ  =  sltc  BÄq=  aw;    folglich   be- 


Sechstel-  Abschnitt.    Anwendung  der  Differential-Rechnung  usw.    367 


T"'i?.  45. 


l)ezogen  auf  ihre  Asymptoten  als  Koordinateiiaebsen  wird  diese 
Kurve  hyperbolische  Spirale''^)  genannt. 

Zu  positiven  Werten  von  qp  gehören  positive,  zu  negativen 
negative  Werte  von  ;•,  infolgedessen  ist  die  Kurve  symmetrisch 
zu  der  im  Pole  zur  Polarachse  eiTichteten  Senkrechten.  Mit 
gegen  Null  konvergierendem  cp  wächst  r  ins  Unendliche,  mit 
beständig  wachsendem  cp  nimmt  r  gegen  die  Grenze  Null  ab; 
die  Kurve  umgibt  demnach  den  Pol  in 
zwei  Scharen  von  unbegrenzt  vielen  immer 
enger  werdenden  Windungen   (Fig.  45). 

Weil  /  =  —  , ,  so  hat  man 

tgö  =  -qp; 
daraus  folgt,  daß  für  die  Windungen, 
welche  dem  Intervalle  (0,  +  ex:)  von  qp 
entsprechen,  ö  ein  stumpfer  Winkel  ist, 
der  sich  mit  wachsendem  (p  der  Grenze 
^    nähert. 

3)  Die  Richtung  der  Tangente  bei  der  durch  die  Gleichung 
(39)  r  =  ae""P 

dargestellten  Kurve  zu  verfolgen.  —  Diese  Kurve,  weil  die 
Amplituden  ihrer  Punkte  proportional  sind  den  Logarithmen 
der  durch  a  gemessenen  Radienvektoren,  führt  den  Namen 
logarithmische  Spirale^ *) 

Wir  setzen  a  als  positiv  voraus,  dann  ist  auch  r  beständig 
positiv.  Von  den  Parametern  a,  m  ist  nur  der  letztere  be- 
stimmend für  die  Gestalt  der  Kurve;  denn  zwei  Kurven,  wie 
(39)  und 

r  =  Äe""P, 

die  sich  nur  in  dem  ersten  Parameter  voneinander  unterschei- 
den, lassen  sich  durch  Drehung  der  einen  um  den  Pol  inein- 

*)  Von  Johann  Bernoulli  (1710)  so  benannt. 

**)  Zuerst  von  Doscartes  (1C38)  untersucht,  von  Varignon  (1704) 
benannt.  Am  eingehendsten  jedoch  hat  Jakob  Bernoulli  sich  mit  der 
Kurve  beschäftigt  und  war  von  ihren  zahlreichen  merkwürdigen  Eigen- 
schaften derart  eingenommen,  daß  er  sie  auf  seinen  Grabstein  (Münster 
zu  Basel)  setzen  ließ  (Eadem  mutatis  resurgo). 
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ander  überführen;  dreht  man  nämlich  die  zweite  Kurve  um 
den  Winkel  a,  so  hat  sie  in  der  neuen  Lage  die  Gleichung 

y  __  ^  g»H  (</)  +  «)__  ^  e™  " .  e""  T 
und  nun  läßt  sich  a  immer  so  bestimmen,  daß 

wird,  daß  also  die  zweite  Kurve  nach  der  Drehung  mit  der 
ersten  zusammenfällt;   man  braucht  nur 

1  ,  a 

CC  =  i  ~r 

m     A 

zu  nehmen. 

Diese    Betrachtung    lehrt    zugleich,    daß    eine  perspelctive 

Transformation  der  logarithmischen  Spirale  aus  dem  Pol  nicht 

Pig  4R  ihre  Gestalt,  sondern  nur  ihre  Lage  ändert, 

indem    sie   eine    Drehung  um   den    Pol    um 

einen   bestimmten  Winkel   bewirkt. 

Indem  (p  positiv  bleibend  wächst,  nimmt 

bei   positivem  m  auch  r  beständig  zu;    und 

indem    qp    negativ    bleibend    dem    absoluten 

Werte  nach  beständig  wächst,  konvergiert  r 

gegen   die  Grenze   Null:    die   Kurve   umgibt 

den  Pol  in  unzählig  vielen  Windungen,  welche,  im  positiven 

Drehungssinne  des  Leitstrahls  verfolgt,  bestäiidig  sich  erweitern 

( P'ig.  46).     Umgekehrt  liegen  die  Verhältnisse  bei  negativem  m. 

Aus  (39)  folgt  r'  =  77iae""i'  =  mr,  infolgedessen  ist 

tg  Ö  =  -  , 

somit  0  =  arctg      konstant.    Die  logarithmische  Spirale  schneidet 
demnach  alle  liadienveldoren  unter  einem  und  demselben  Winhi. 
4)  Unter  dem  Namen  Sinussjnralen  faßt  man  die  Kurven 
der  allgemeinen  Gleichungsform 

(40)  r"  ==  a"  sin  n  tp 

zusammen.  Es  befinden  sich  darunter  sowohl  algebraische  als 
transzendente  Linien;  die  ersteren  ergeben  sich  bei  rationalem 
n,  weil  dann  sin  ncp  durch  die  Funktionen  des  einfachen  Winkels 


1 
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rational  und  in  endlicher  Form  darstellbar  ist  (103j;  bei 
irrationalem  h  ist  die  Linie  transzendent.'-') 

Perspektive  Transformation  aus  dem  Pol  erzeugt  immer 
wieder  eine  Kurve  derselben  Art. 

Aus  der  Gleichung  r"  =  «"  cos  n(p  entsteht  durch  die 
Kotation  (p  =   '    —  il)   wieder   eine   Gleichung   der   Form  (40). 

Aus  (40)  ergibt  sich  durch  DiJffereutiation 

;•«-!;-'=  a"-  cos  UCp 

T 

und  daraus  tgö  =  -^  =  tgW9,  woraus  6  =  n(p  -\-y.:ty  die  ganze 
Zahl  X  so  gewählt,  daß  6  in  das  Intervall  (0,  n)  fällt. 

137.  Tangente,  Normale,  Subtangente  und  Sub- 
normale im  Polarsystem.  Verlängert  man  die  Tangente 
und  die  Normale  in  einem  Punkte  M  einer  Kurve  bis  zum 
Schnitt  mit  jener  Geraden,  die  in  0  senkrecht  zum  Leit- 
strahl OM  steht,  so  wird  die  zwischen  M  und  dem  betreffen- 
den Schnittpunkte  enthaltene  Strecke  als  Länge  der  Tangente, 
beziehungsweise  Länge  der  Normale  oder   kurzweg  als   Polar- 


*)  Um  zu  zeigen,  wie  umfassend  diese  Klasse  von  Kurven  ist,  seien 
einige  der  einfachsten  besonderen  Fälle  angeführt. 

Für  n  =  1  lautet  r  =  a  sin  <jp  in  rechtwinkligen  Koordinaten  x-  -\-  y^ 
=  ay  und  stellt  einen  Kreis  dar. 

Für  n=2  hat  man  r-  =  «-8in2q3  und  in  rechtwinkligen  Koordi- 
naten ix--\-y-)-=2a-xy;  dies  ist  die  Gleichung  der  Lemniskate,  die  sich 
aus  der  in  132,  2;  erkannten  Gleichungsform  durch  Rotation  des  Ko- 
ordinatensystems   um ,   also   durch   die  Sub.stitution   |  =  —    _ 

71  = _  — -  ergibt. 

Bei  n  ==         entsteht  aus  |/r  =  l/a  sin  —  durch  den  Übergang  zu 

rechtwinkligen  Koordinaten  4:{x- -\-y-)- -\- iaxix- -\- y-)  —  a-y-  =  0,  die 
Gleichung  der  Kardioide  (130,  (19)). 

Der  Fall  n  =  —  1  führt  zu  der  Geraden  y  =  —  a. 

Mit  «  =  —  2  kommt  man  von  -^=  —       „       zu  der  gleichseitigen 

r-  a-  °  ° 

Hyperbel  xy  = • 

2  .     qp 

sin  -^ 

1  12 

Für  n  =  —        ergibt  sich  aus      _  =  —        ^      in    rechtwinkligen 

2  j/r  ]/a 

Koordinaten  y-  ^  4:a{x  -\-  a)   die  Gleichung  einer  Parabel,  bezogen   auf 
Brennpunkt  und  Achse. 

Czuber,  Vorlesungen.    I.    3.  Aufl.  24 
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iaiKjcntv  und   Folarnormalc  bezeichnet;    die    orthogonalen  Vyo- 

jektioneu  dieser  Strecken   auf  der  Senkrechten   zum   Leitstrahl 

heißen    Polarsuhtangentc    und    Polarsuhnonnale.      Hiernach    ist 

iFig.  47): 

TM  =  T  die  Polartangente 

NM  =  N  die  Polarnormale 
TO  =  t    die  Polarsubtangente 
ON=n    die  Polarsubnormale; 
die  beiden  ersten  Strecken  gelten  als  absolute,  die  beiden  andern 
als  relative  Größen;  setzt  man  in  der  Senkrechten  zum  Radius- 
vektor diejenige  Richtung  als  positiv  fest,  die  durch  Drehung 

von  031  um  einen  Rechten  im  posi- 
tiven Sinn  entsteht,  so  fallen  t,  n  po- 
sitiv oder  negativ  aus,  je  nachdem  die 
Reihenfolge  T,  .A^'der  festgesetzten  po- 
sitiven Richtung  entspricht  oder  nicht. 
Aus  dem  rechtwinkligen  Dreieck 
OTilf  folgt  t  =  r  ig  6,  also  (135,  (35)). 

,.2 


Fig.  47. 


(41) 


t 


aus  dem  OTM  ähnlichen  Dreieck  OMN  ergibt  sich  "  =  +^, 

also 

(42)  w  =  / ; 

durch    Anwendung    des    Pythagoreischen    Satzes    erhält    man 

schließlich 


(43) 
(44) 

ist 


N=    |/r2+r'2|. 
Beispiele.     1)  Bei  der  archimedischen  Spirale 
r  =  acp 


n  =  a 
die  Subnormale  also  konstant;  der  Ort  des  Punktes  N  (Fig.  47) 
ist  demnach  bei  dieser  Kurve  der  um  den  Pol  mit  dem  Halb- 
mes.ser  a  beschriebene  Kreis.  Daraus  entspringt  dieselbe  Tan- 
gentenkonstruktion an  die  archimedische  Spirale,  die  sich  auch 
aus  deren  Auffassung  als  Rollkurve  (Fig.  44)  ergibt. 


Sechster  Abschnitt.    Anwendung  der  Differential-Rechnung  usw.     371 

2)  Bei  der  hyperbolischen  Spirale 

rq)  =  a 
ist 

die  Subtangente  also  konstant;  hier  ist  demnach  der  Ort  des 
Punktes  I'  der  um  den  Pol  mit  dem  Radius  a  beschriebene 
Kreis. 

3)  Bei  der  logarithmischen  Spirale 

ist 

t=       r,      n  =  nir,      T  =  — Vl-l-w^,      N=rl/l-f-m*: 

alle  vier  Strecken  sind  also  dem  Radiusvektor  proportional. 
Der  Punkt  T  hat  bei  dieser  Kurve  die  Koordinaten 

»t  '  ^  2  ' 

eliminiert  man  mit  Hilfe  dieser  Gleichungen  r,  (f  aus  der  Glei- 
chung der  Kurve,  so  entsteht 

M  =      e 
m 

als  Gleichung  des  Ortes  von  T. 

Der  Punkt  N  hat  die  Koordinaten 

hiermit  ergibt  sich  auf  gleichem  Wege 

R  =  mae^\    ~  2 / 

als  Gleichung  des  Ortes  von  N. 

Sowohl  der  Ort  von  T  wie  der  von  N  ist  hiernach  eine  der 
zugrunde  liegenden  kongruente  logarithmische  Spirale  (136,  3)). 

§  2.     Asymptoten. 

138.  Erste  Definition.  Wenn  die  Gleichung  einer  Kurve 
in  X,  y  beliebig  große  Werte  einer  oder  beider  Variablen  zuläßt, 
so  sagt  man,  die  Kurve  besitze  (einen  oder  mehrere)  unend- 
lich ferne  Pimlde  oder  erstrecke  sich  ins  Unendliche. 

24* 
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Ah  Asymptote  eines  wiendlicJtcn  Kurvcnziveigcs  definieren 
irir  eine  Gerade  von  solcher  Beschaffenheit,  daß  ein  den  Ziveig 
durchlaufender  Funkt  von  ihr  einen  gegen  Null  abnehmenden  Ab- 
stand hat.*) 

Die  Gerade  AB  ist  also  eine  Asymptote  der  Kurve  MC, 
(Fig.  48),  wenu  das  Lot  MQ  bei  fortschreitender  Bewegung 
von  M  gegen  C  hin  zur  Grenze  Null  konver- 
giert. Mit  dem  Lot  konvergiert  auch  jede  in 
einer  bestimmten  anderen  Richtung  zu  AB 
gezogene   Strecke   31 R  gegen  Null,   weil  das 


Fig.  48. 


Verhältnis 


MB 
MQ 


für   alle  Lagen  von   M  das- 


Fig.  49. 


r 

1 

B 

J, 

L 

Q 

o 

I 

> 

A 

selbe  bleibt.  Daher  kann  insbesondere  statt  J/^ 
auch  die  zu  einer  Abszisse  gehörige  Ordinaten- 
differenz  31B  von  Kurve  und  Asymptote  zum  Nachweise  der 
letztere)!  verwendet  werden. 

In  dem  Falle  jedoch,  wo  die  Asymptote  der  Ordinaten- 
achse  parallel  ist,  wie  in  Fig.  49,  ist  dieser 
Vorgang  ausgeschlossen  und  man  wird  dann 
zweckmäßig  den  Abstand  MQ  selbst  wählen,  der 
sich  nun  als  die  zu  einer  Ordinate  gehörige 
Abszissendifferenz  der  Kurve  und  der  Asymptote 
darstellt. 

Von  diesem  Falle  zunächst  abgesehen,  wird 
man  auf  Grund  der  aufgestellten  Definition  folgende  Aussage 
machen  können: 

Läßt  sielt  die  Gleichung  einer  Kurve  in  die  Gestalt 

(1)  y  =  ax  -^  ß  -^  V 

bringen,  uohei  v  eine  Funldion  von  x  bedeutet,  die  für  lim  x=  oo 
gegen  Null  konvergiert,  so  hat  die  Kurve  die  Gerade 

(2)  y  =  ax-^  ß 
zur  Asymptote. 

Denn  ein  Punkt  xjy  hat  von  der  Geraden  (2)  den  Abstand 

S  =  y  —  f^x  —  ß 


*)  In  dieser  Auffassung  findet  sich  der  Begriff  schon  bei  Apoll o- 
nius,  der  dafür  auch  schon  den  Namen  gebraucht. 
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und  gehört  der  Punkt  der  Kurve  an,  so  ist  ij  —  ax  —  ß  =  v, 
also 

und  dies  konvergiert  voraussetzungsgemäß  gegen  Null,  wenn  x 
unbeschränkt  wächst.  Übrigens  läßt  auch  die  andere  Auffassung 
die  Richtigkeit  der  Behauptung  erkennen:  denn  v  ist  die  Ordi- 
natendifferenz  von  Kurve  und  Gerade. 

Die  Bedingungen  des  obigen  Satzes  sind  erfüllt,  wenn  sich 
y  nach  fallenden  Potenzen  von  x  entwickeln  läßt  und  wenn  die 
Entwickelung  mit  der  ersten  oder  nullten  Potenz  anhebt;  in 
dem  letztgedachten  Falle  ergibt  sich  eine  zur  a:- Achse  parallele 
Asymptote. 

139.  Zweite  Definition.  Man  kann  bei  einer  ins  Un- 
endliche fortsetzbaren  Kurve  auch  folgende  Betrachtung  an- 
stellen. Verzeichnet  man  im  Punkte  31  an  die  Kurve  die  Tan- 
gente, so  wird  diese  bei  unbegrenzt  fortschreitender  Bewegung 
von  31  auf  der  Kurve  Richtung  und  Lage  ändern  und  kann 
dabei  einer  festen  Geraden  als  Grenze  sich  nähern.  Ist  dies  der 
Fall,  so  wird  diese  feste  Gerade  als  Asymptote  bezeichnet. 
Demnach  hat  man  die  folgende  Definition: 

Als  Asymptote  erMärt  man  auch  die  Grenzlage  einer  Tan- 
gente hei  unaufhörlich  fortschreitender  Beilegung  des  Berührung s- 
punJctes  auf  der  Kurve. 

Die  Existenz  einer  Grenzlage  der  Tangente 

n-y  =  y'{l  -  ^) 

erfordert  zweierlei:  es  muß  ihre  Richtung  einer  bestimmten 
Richtung  als  Grenze  sich  nähern,  also  y  einen  bestimmten 
Grenzwert  besitzen,  und  es  muß  auch  der  Abschnitt  auf  der 
Ordinatenachse,  d.  i.  y  —  xy,  gegen  einen  bestimmten  Grenz- 
wert konvergieren;  nur  wenn  beides  zutrifft,  ist  eine  Grenzlage 

(3)  y  =  Ax^B 
vorhanden,  und  zwar  ist 

(4)  A  =  lim  y,     B  =  lim  {y  —  xy)     für  x  =  oo. 
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Wächst  y  bei  dor  Fortbewegung  des  Punktes  auf  der  Kurve 
ins  Unendliche  und  konvergiert  dabei  der  Abschnitt  auf  der 
Abszissenachse,  d.  i.  x  —  —,,  gegen  eine  bestimmte  Grenze  c, 
so  hat  die  Tangente  eine  zur  Ordinatenachse  parallele  Grenz- 
lage, die  Kurve  eine  ebensolche  Asymptote. 

140.  Zusammenhang  beider  Definitionen.  Es  soll 
nun  nachgewiesen  werden,  daß  die  beiden  Definitionen  wohl 
im  allgemeinen,  nicht  aber  notwendig  zu  demselben  Resultate 
führen. 

Aus  der  Gleichung  (1)  der  Kurve  folgt 

X  X      ' 

woraus  man  erkennt,  daß  u  der  Grenzwert  von  —  ist,  also 

'  X  ' 

(5)  a  =  lim  |- ; 

für  X  =  oo  und  ein  gleichzeitig  unendlich  werdendes  y  ist  aber 
nach  der  in  110  gefundenen  Regel 

lim  ^-  =  lim  ^  =  lim  w', 
X  1  ^ ' 

daher  mit  Rücksicht  auf  (4):  a  =  Ä;  die  Richtungskoeffizienten 
der  Asymptote  und  der  Grenzlage  der  Tangente  stimmen  also 
überein. 

Aus  (1)  folgt  auch 

ß  =  tj-c<x—  V, 

daher  ist  ß  der  Grenzwert  von  y  —  ax, 

(6)  ■  ß  =  Y\m{y-ax), 

und  da  nach  eben  bewiesenem  a  auch  der  Grenzwert  von  y 
ist,  so  ist  im  allgemeinen  der  Grenzwert  von  y  —  ax  auch  der 
Grenzwert  von  y  —  xy,  d.  h.  ß  =  B."^') 

Nebenbei  mag  angemerkt  werden,  daß  die  Gleichungen  (5), 
(6)  das  Verfahren  angeben,  nach  welchem  eine  zur  Ordinaten- 


I 


*)  Ersetzt  man  nämlich  a  durch  f/'  -\-  ^ ,  wobei  lini<J^O,  so  wird 

x  =  -x 

ß  =  lim  [y  —  (?/'  -|-  d'jx']  =  lim  (y  —  xy')  —  lim  Sx  =  B  —  lim  öx,  und  nur 
wenn  lim  dx  =  0,  ist  ß  =  B . 
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achse  geneigte  Asymptote  bei  explisiter  Gleichungsform  der  Kurve 
gefunden  werden  kann. 

Zur  Illustration  des  eben  betrachteten  tiormdlen  Falles 
diene  das  folgende  Beispiel.  Die  Gleichung  xy  —  ax"-  —  ßx  =  a 
kommt  durch  Auflösung  nach  y: 

y  =  ccx  +  ß+  l 

in  die  vorausgesetzte  Form  (1),  die  y  =  ax  -{-  ß  unmittelbar  als 
eine  Asymptote  der  betreifenden  Kurve  (Hyperbel)  erkennen 
läßt.    Andererseits  ist 


y 


a  — 


y-xy  =/3  +  ---, 


folglich  lim  y' =  a,  \im(y  —  xy')  =  ß\   die  Asymptote   ist  dem- 
nach auch  Grenzlage  der  Tangente. 

Dagegen   soll   das   folgende  Beispiel   zeigen,   daß  es    auch 
Ausnahmen  von  der  Norm  gibt. 

Der  Gleichung 

c  sin  X 


y 


ax 


ß  + 


entnimmt   man   sogleich,   daß  y  =  ax  -j-  ß    eine  Asymptote  der 
durch  sie  dargestellten  transzendenten  Kurve  ist.  Sie  liefert  ferner : 


,  ,    c  cos  X 

2/  =  «  +      ^ 


y  —  xy'  =  ß  —  c  cos  x  -{- 


c  sin  X 

2  c  sin  X 


X 


xy')  existiert  nicht,  weil  c  cos  x 

Fig.  50. 
Y 


wohl  ist  lim  y'=  u,  aber  lim  {y 
bei  beständig  wachsendem  x 
unaufhörlich  zwischen  —  c 
und  c  schwankt.  Die  Kurve 
hat  also  eine  Asymptote  im 
Sinne  der  ersten  Definition, 
nicht  aber  im  Sinne  der  zweiten. 
Ihr  Bild  (Fig.  50j  erklärt  diese 
Tatsache;  sie  schlingt  sich 
wellenförmig  um  die  Gerade  y  =  ax  -{-  ß.  Die  WeUenzüge  von 
gleicher  Länge  (in  Projektion  auf  der  Ä;-Achse  gleich  n)  wer- 
den mit  absolut  wachsendem  x  immer  flacher;  die  Richtung  der 
Tangente  nähert  sich  jener  der  Geraden,  aber  '\hx  Ahsclmiit  auf  der 
Ordinatenachse  schwankt  unaufhörlich  zwischen  ß  —  c  und  /3  -f  c. 
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1+1.  Zurückführung  der  Untersuchung  der  unend- 
lich fernen  Punkte  auf  Punkte  im  Endlichen.  Es  sei 
f[X,  »/)  =  0  eine  Kurve  mit  unendlich  fernen  Punkten.  Durch 
Anwendung  der  projektiven  Transformation  (64,  II): 

(0  ^1  =  ..'  y^-x 

gehe  sie  in  die  Kurve  F(.i\,  //j)  =  0  über.  Aus  der  Trans- 
formation geht  aber  hervor,  daß  für  a;  =  cx)  x^  =  0  wird,  daß 
also  den  unendlich  fernen  Punkten  von  f  die 
Schnittpunkte  von  F  mit  der  Ordinatenachse 
entsprechen  (ausgenommen  Punkte,  die  bei  end- 
lichem X  ein  unendliches  y  haben). 

Aus  dem  unendlichen  Zweig  von  f  sei  der 
Kurvenzweig  F  (Fig.  51)  geworden;  dann  ent- 
spricht also  sein  Punkt  Mi{o/a)  dem  unendlich  fernen  Punkte 
von  f.  Existiert  in  M^  eine  Tangeute  an  i%  so  ergibt  sich 
ihr  Richtungskoeffizient  ß  als  Grenzwert  des  Quotienten 
für  lim  Xi  =  0,  wenn  x^'y^  die  Koordinaten  eines  beliebigen 
Punktes  M^'  von  F  bedeuten;    mithin  ist 

"'ir  - "  + "' 

wobei  V  eine  Funktion  Yorstellt,  die  mit  lim  a\=  0,  also  lim  x  =  oo^ 
zur  Null  konvergiert;  hieraus  ergibt  sich 
y^  =  ßXj  +  u  +x^v, 
daraus  durch  Rücktransformation 

X  X  X 

und  schließlich 

y  =  ax  +  ß  +  V. 

Demnach  ist  die  Gerade  y  =  ax  -\-  ß,  die  Transformierte 
der  Tangente  J/j  7\  an  F^,  Asymptote  von  f,  und  da  bei  der 
projektiven  Transformation  eine  Tangente  als  Verbindungslinie 
zweier  unendlich  nahen  Punkte  wieder  in  eine  Tangente  über- 
geht, so  ist  die  Asymptote  unter  den  gemachten  Voraussetzungen 
auch  Tangente  im  unendlich  fernen  Punkte  von  f. 

Ist  f  eine  algebraische  Kurve  w-ter  Ordnung,  so  ist  nach 
64-,  II  auch  F  eine  algebraische  Kurve  w-ter  Ordnung,  und  da 


Sechster  Abschnitt.    Anwendung  der  Ditferential-Rechnung  usw.    377 

bei  einer  algebraischen  Kurve  in  einem  Punkte  eines  bestimmten 
Zweiges  immfer  eine  Tangente  existiert,  so  folgt  daraus,  daß 
bei  einer  algebraischen  Kurve  jede  Asymptote  zugleich  Tangente 
in  einem  unendUcli  fernen  Pnnlie  ist,  und  daß  eine  algebraische 
Kurve  n-ter  Ordnung  im  allgemeinen  n  Asymptoten  besitzt. 

Wendet  man  die  Transformation  (7)  auf  die  im  vorigen 
Artikel  betrachtete  transzendente  Kurve 

„       c  sin  « 
y  =  ccx  +  ß  +  -   ^- 

an,  so  ergibt  sich  als  transformierte  Kurve 

die  mit  der  Ordinatenachse  den  Punkt  M^  mit  den  Koordinaten 

^1  =  0,       2/i  =  cc  ^"•^«  '■'■ 

gemein    hat:    aber    eine   Tangente    besitzt   sie  ^ 

dort  nicht,  weil  _^^^~^^^T 

-,-  =  p  -\-  2cx,  sm       —  c  cos  —  a ^ . 

für  a'i  =  0  seine  Bestimmtheit  verliert.  Die  transformierte  Kurve 
nähert  sich  dem  Punkte  M^  in  unendlich  vielen  immer  dichter 
werdenden  und  immer  flacheren  Windungen,  wie  dies  Fig.  52 
nur  andeutungsweise  zur  Anschauung  bringen  kann. 

14:*Z.  Auf.suchung  zu  den  Koordinatenachsen  par- 
alleler Asymptoten.  Bei  einer  in  der  expliziten  Form  y=f{x) 
gegebenen  Kurve  ist  es  im  allgemeinen  leicht,  etwa  vorhandene 
Asymptoten  parallel  zur  Oi-dinatenachse  zu  erkennen.  Hört  f{pc) 
für  X  =  a  auf  definiert  zu  sein  und  wächst  es  für  lim  x  =  a 
ins  Unendliche,  so  ist  ic  =  a  eine  Asymptote.  Aus  dem  schließ- 
lichen Vorzeichen  von  f{x)  und  der  Art  des  Grenzübergangs 
erkennt  man  die  Anordaung  der  unendlichen  Zweige  gegen  die 
Asymptote.    Einige  Beispiele  mögen  dies  erläutern. 

Aus  der  aufgelösten  Gleichung   der   Strophoide    (129,   1)) 


±^l 


—  X 
+  00 


ersieht  man,  daß  für  lim  .c  =  —  a  -\-  0  y  =  +  co  wird;  die  Ge- 
rade X  =  —  a  ist  demnach  eine  Asymptote,  der  sich  zwei  unend- 
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liehe  Zweige   oben   und  unten  von  rechts  her  nähern  (Fig.  33, 
S.  342). 

Die  aufgelöste  Gleichung  der  Zissoide  (129,  2)): 


y 


=  ±-Vr~ 


zeigt,  daß  </  =  ±  c»  wird  für  lim  2"  =  2«  —  0;  die  beiden  un- 
endlichen Zweige  nähern  sich  der  Asymptote  x  =  2a  von  links 
her  (Fig.  34,  S.  345). 

Ist  die  Gleichung  einer  Kurve  in  algebraischer  Form  dar- 
gestellt, so  ordne  man  sie  nach  fallenden  Potenzen  von  y: 

(8)  y^'q>{x)  +  r- Vi(^)  +  r- V2(^)  +  •  •  •  =  0; 

die  zur  t/-Achse  parallelen  Asymptoten  sind  dann  durch  die 
Wurzeln  der  Gleichung 

(9)  (p(:r)  =  0 

bestimmt.    Denn,  schreibt  man  (8)  in  der  Gestalt: 

so  ist  zu  erkennen,  daß  sie  erfüllt  wird  durch  y  =  oo  und 
(fix)  =  0,  und  daß  kein  anderer  Wert  von  x  mit  y  =  oo  ver- 
einbar ist  als  nur  eine  Wurzel  von  (p(x)  =  0. 

Die  Abszissen  der  zur  Ordinatenachse  parallelen  Asymptoien 
der  Kurve  (8)  sind  also  unter  denjenigen  ]Verten  von  x  zu  suchen, 
für  welche  der  Koeffizient  der  höchsten  Potenz  von  y,  sofern  er 
nicht  konstant  ist,  verschwindet. 

In  analogrer  Weise  ergeben  sich  die  zur  Abszissenachse 
parallelen  Asymptoten  durch  Nullsetzeu  des  Koeffizienten  der 
höchsten  Potenz  von  x,  sofern  er  von  y  abhängt. 

Beispiele.     1)  Um  bei  der  Kurve  4.  Ordnung: 

{x^  -  1)/  -f  2x-y  -f-  rc-  -  1  =  0 

die  zur  y-,  bzw.  a;- Achse  parallelen  Asymptoten  zu  erhalten, 
hat  man  x^—1,  bzw.  (y  +  1)-  Null  zu  setzen.  Die  Kurve 
hat  also  die  Asymptoten 

X  =  —  \,       .r=1,       y  =  —  \  . 
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die  letzte  zweifach  zählend.    Gibt  man  der  positiven  Wurzel  x 
die  f'orm 


V 


y 

so   erkennt   man,   daß   für  lim  —  =  +  0   sich  x  der  Grenze  1 

'  y 

von   links,    für   lim  —  =  —  0  von  rechts 

y 

nähert;  daraus  ergibt  sich  die  Anordnung 
der  Aste  gegen  die  zur  ?/-Achse  parallelen 
Asymptoten.  Die  Auflösung  nach  y,  in 
die  Form 

y2a;*  — 1  +  1 


y 


1 


x^—  1 
gebracht,   zeigt,   daß   die  Kurvenäste   in 
bezug    auf  die  zur  a;- Achse   parallele  Asymptote  zu   entgegen- 
gesetzten Seiten  liegen  (Fig.  53.) 
Bei  der  Kurve 

{x  -  lyy"  -2xy  +  x +1  =  0 
zeigt  der  Koeffizient  von  y-  die  Asymptote  x  =  1  als  doppelt- 
zählend an:  brinsrt  man  die  Lösung  nach  x  auf  die  Gestalt: 


-i  +  ;-.^±> 


so  ist  zu  erkennen,  daß  nur  bei  dem  Grenzübergange  lim      =  -f  0 

X  beständig  reell  bleibt,  und  daß  sich  dabei  der  obere  Wert  x 
der  Grenze  1  von  rechts,  der  untere  von  links  nähert*);  daher 
liegen  zu  beiden  Seiten  der  Asymptote  oberhalb  der  a;-Achse 
Kurvenäste.  Außerdem  ist  die  iC-Achse  doppelt  zählende 
Asymptote. 

3)  Die  Kurve  x^y^  —  a^x  +  &*  =  0  (a  >  0)  hat  die  Ordinaten- 
achse  nicht  zur  Asymptote,  wiewohl  der  Koeffizient  von  y^  dar- 
auf hinweisen  würde;  denn  aus  der  Lösung 

1  /a^x  —  b* 

*)  Man  beachte,  um  sich  davon  zu  überzeugen,  die  Ordnung  der 
verschiedenen  Größen  in  bezug  auf  —  • 

y 


880  Erster  Teil.     Differential- Rechnung. 

ist  zu  ersi^hen,  daß  y  erst  A-on  x  =  ,  angefangen  reell  ist,  daß 
sich  also  in  unmittelbarer  Nähe  der  Ordinatenachse  überhaupt 
keine  Kurvenpunkte  befinden. 

14-3.  Aufsuchung  zu  den  Koordinatenachsen  ge- 
neigter Asymptoten.  I.  In  138  und  140  sind  bereits  Me- 
thoden angegeben  worden,  um  geneigte  Asymptoten  zu  finden. 
Sie  mögen  nun  zunächst  an  einigen  Beispielen  erläutert  werden. 

1)  Die  allgemeine  Gleichung  der  Kegelschnitte: 

t/2  =  2px  4-  (£-  -  l)x'- 
(p  =  Halbparameter,  £  =  relative  Exzentrizität),  führt,  wenn  man 
y  =  fca:  +  /3  -[-  ''  -\ — 2  +  •  •  ■  supponiert,  zu  dem  Ansätze: 

«2^2 ^  2«/3a:  +  /32  -f  2«;^  +  ^^'''  -f  •  •  •  =  2iix  +  (i^-  \)x\ 

der,  da  er  für  alle  Werte  von  x  bestehen  muß,  zur  Folge  hat: 

daraus  ergibt  sich 

-^        '     '     ±  y«'  —  1 

folglich  sind 

die  beiden  Asymptoten,  reeU  nur  dann,  wenn  f  >  1  (Hyperbel). 
Das  Vorzeichen  von  y  gibt  dann  Aufschluß  über  die  Lage  der 
Kurvenäste. 

2)  Aus  der  Gleichung  x^  ■\-  y^  =  a^  erhält  man 

y  =  («'  -  ^')^=   -  ^(l  -  ly  =  -  ^  +  3x* ' 

ebenso  ^s 

folglich  ist  y  =  —  X  die  einzige  reelle  Asymptote  dieser  kubi- 
schen Kurve. 

3)  Die  Gleichung  y^  =  -^'^  ^^o  kann  für  genügend  große 
a:  (a;  >  2)  auf  folgende  Form  gebracht  werden.    Zunächst  ist 

1 
1  — 

X  —  1  X 


=(i-;)(i+i+i+ ■•) 


X  — 2  _^ 

X 


Fig.  54. 
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somit  unter  Zuhilfenahme  der  Biuomialentwicklung 

daraus  geht  hervor,  daß  die  durch  obige  Gleichung  dargestellte 
Kurve  die  beiden  Asymptoten 

V  =  x-\r  2  '  y  =  -^  —  -2 

besitzt  und  daß,  wie  aus  dem  Zusatz- 

gliede  +  ^—  hervorgeht,  die  Kurve  sich 

der  ersten  Asymptote  links  von  unten, 
rechts  von  oben,  der  zweiten  links  von 
oben,  rechts  von  unten  nähert.  Außer- 
dem wird  bei  dem  Grenzüberganofe 
lima;  =  2 -f  0  lim  ?/ =  +  oo,  so  daß 
die  Kurve  auch  noch  die  Asymptote 
x  =  2  hat,  der  sie  sich  von  rechts 
her  nähert  (Fig.  54). 

II.  Wenn  eine  algebraische  Kurve  gegeben  ist  in  der  Form 
F(x,  y)  =  0,  wo  F{x,  y)  eine  rationale  ganze  Funktion  von 
X,  y  bedeutet,  so  empfiehlt  sich  das  folgende  Verfahren  zur 
Bestimmung  der  Asymptoten.  Man  ordne  die  linke  Seite  nach 
homogenen  Gliedergruppen,  mit  der  höchsten  (w-ten)  Ordnung 
beginnend;  dividiert  man  dann  durch  x^,  so  nimmt  die  Glei- 
chung die  Gestalt  an: 

(10)  «„(::) +--x-.(:)+*-x-= (10 +■••=« 

an. 

Um  zunächst  den  Richtungskoeffizienten  a  einer  Asymp- 
tote zu  finden,  hat  man  den  Grenzwert  von   '     für  a:  =  oo  zu 

bestimmen;    die  Gleichung  (10)  verwandelt   sich    durch   diesen 

Grenzübergang  in 

(11)  «„(«)  =  0, 

im  allffemeinen    eine  Gleichunor  w-ten  Grades   in   bezus  auf  a. 
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Ist  a  eine  reelle  Wurzel  dieser  Gleichung,  so  hat  man  den 
Abschnitt  der  zugehörigen  Asymptote  auf  der  Ordinatenachse 
zu    suchen,    der    sich    als  Grenzwert  von  y  —  ccx    ergibt;    setzt 

man  y  —  ax  =  ß,  so  folgt  daraus  "  =  a  -\-  ,  und  führt  man 
dies  in  (10)  ein,  indem  man  gleichzeitig  jedes  Glied  mittels 
der  Taylor  sehen  Reihe  nach  Potenzen  des  Inkrements  -     ent- 

X 

wickelt,  so  ergibt  sich: 

^-'{«n-2(«)  +  h'„_,(«)/3  +  u.,:\a)  4'j  +  . .  .  =  0, 

welcher  Ansatz  sich  mit  Rücksicht  darauf,  daß  a  eine  Wurzel 
von  (10)  bedeutet,  vereinfacht  zu: 

(12)  «„-i(«)  +  <X«^/5  + 

^- '{"«-«<:«)  +  «'n-i(«)/3  4-  <'(«)  Y  }+  •  •  •  =  0, 
für  lim  X  =  oo  reduziert  sich  diese  Gleichung  auf 

(13)  «„_,(«) +  <(a)/3  =  0, 
woraus 

(14)  /3  =  -"^-^. 

SoUten  w„-i(^)  "^^  ^^'n(^)  zugleich  Null  sein*),  so  beginnt 
die  linke  Seite  in  (12)  erst  mit  dem  Gliede  in  a;~^;  nach  Fort- 
hebung dieses  Faktors  und  Ausführung  des  Grenzübergangs 
lim  X  =  oo  liefert  (12)  zur  Bestimmung  von  ß  die  quadratische 
Gleichung: 

(15)  u„.,ia)  +  u'„_,(a)ß  -f  «„"(«)  ^'  =  0. 

Hat  diese  zwei  reeUe  verschiedene  Wurzeln,  so  besitzt  die  Kurve 
zwei  parallele  Asymptoten  vom  Richtungskoeffizienten  a;  hat 
sie  zwei  gleiche  reelle  Wurzeln,  so  fallen  zwei  Asymptoten  in 
einer  Geraden  zusammen,  usw. 

Diese  Untersuchung  ist  mit  jeder  reellen  Wurzel  von  fll) 
auszuführen. 


*)  u„{a)^0  besagt,  daß  a  eine  mehrfache  Wurzel  von  u„(a)^0  ist. 
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Beispiele.     1)  Bei  dem  Cartesischen  Blatte  (129,  3)) 
x^  —  'daxy  -j-  y^  =  0 

ist  1*3  (-^-)=  1  +[iy,  H,[l)  =  -  3«  ;^  ;  aus  1  +««=0  ergibt 
sieh  die  einzige  reelle  Wurzel  cc  =  —  1,  und  zu  dieser  gehört 

^  =  -(3«^   ).  =  -x=-«5 
somit  ist  X  -\-  y  -\-  a  =  0  die  Gleichung  der  einzigen  Asymptote 
dieser  Kurve  (vgl.  Fig.  35,  pag.  347). 
2)  Für  die  Kurve  4.  Ordnung: 

x'{x  —  yf  —  y%x  —  y)  +  1  =  0 
ergibt  sich  folgende  Rechnung.     Es  ist 


l'ig 

56. 

J 

5' 

/ 

V_ 

'X' 

( 

> 

'^            -/ 

i 

\ 

z                  -^ 

(1  —  «)-=  0  hat  die  zweifache  Wurzel  f*;  =  1,  und  da  für  diese 
sowohl  II ^{a)  wie  u^{ci)  verschwindet,  so  hat  man  zur  Be- 
stimmung von  /3  die  quadratische  Gleichung: 

2^  +  2/32  =  0, 

die  die  Lösungen  /3  =  0  und  /3  =  —  1  gibt.  Die  Kurve  hat  also 
die  Asymptoten  y^x  und  y  =  x — 1. 
3)  In  Anwendung  der  verschie- 
denen hier  entwickelten  Methoden  be- 
stimme man  die  Asymptoten  der  folgen- 
den Kurven: 

^0  //  =  ^.^  (Fig.  55) 
b)!/  =  ^;'ii   (Fig.  56) 
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d)  i'i/  +  xif-  =  a^ 

e)  x^—  xij-  -f  ay-  =  0 

f)  xhf  =  a'{x^  -I-  y^) 

h)  xijix^  —  iß)  =  a^ 

144:.  Krumme  Asymptoten.  Der  in  138  aufgestellte 
Asymptotenbegritf  läßt  eine  Erweiterung  zu,  indem  man  ihn 
von  der  Geraden  auf  eine  Kurve  überträgt,  deren  Ordinaten 
mit  wachsendem  x  sich  von  den  Ordinaten  der  gegebenen 
Kurve  um  eine  gegen  Null  konvergierende  Größe  unterscheiden.*) 

Läßt  sich  das  y  einer  Kurve  als  Funktion  von  x  in  der  Form 

(16)  y  =  aQX"+  a^x"-'^+ h«„+«^ 

darstellen,  wobei  v  eine  Funktion  bedeutet,  die  bei  lim  x  =  oo 
gegen  Null  konvergiert,  so  ist 

(17)  y  =  aoX"+«iA«-^+---  -f  a„ 
eine  Asymptote  w-ter  Ordnung  dieser  Kurve. 

Ein  Beispiel  hierzu  gibt  die  Kurve  3.  Ordnung 


Fig.  58 


y 


X  —  1    ' 


denn  durch  Ausführung  der  Division  ergibt  sich: 

woraus  zu  entnehmen  ist,  daß  die  Kurve  außer 
der  geraden  Asymptote  a;  =  1  die  parabolische 

X    Asymptote  y  =  x'^  -\-  x  ■\-  2   mit  dem   Scheitel 

1      7 
—  (118,  2j)  besitzt.    Zugleich  zeigt  das 

2 

Zusatzglied  ,    daß  bei   rr  <  1    die  Kurve 

unter,  bei  ä;  >  1  über  der  Parabel  liegt  (Fig.  58). 


*)  Diese  Erweiterung  des  AsymptotenbcgrifFs  stammt  aus  späterer 
Zeit.  Speziell  von  asymptotischen  Parabeln  wird  in  einer  aus  dem  Ende 
des  17.  Jahrhunderts  stammenden  Schrift  von  C.  F.  M.  Dechales  ge- 
sprochen; die  allgemeine  Fassung  scheint  zuerst  J.  Stirling  (1717)  auf- 
gestellt zu  haben  (M.  Cantor,  Vorles.  über  Gesch.  d.  Math.,  III,  18'J8, 
p.  17  u.  413). 


I 
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l-to.     Asymptoten    im    Polarsvstem.      Um    für    eine 
auf  ein  Polarloordinatensijsteni  bezogene  Kurve 

(18)  r^ficp) 

die  Asymptoten  zu  bestimmen,  beachte  man  zunächst,  daß  für 
einen  unendlich  fernen  Punkt  r  unendlich  wird;  man  hat  also 
jene  Werte  von  9?  zu  bestimmen,  für  welche  lim  r  =  oo  sich 
ergibt;  die  diesen  Werten  entsprechenden  Strahlen  weisen  nach 
den  unendlich  fernen  Punkten  hin. 

Sei  gj  =  a  ein  solcher  Wert  und  0  U  1  Fig.  59 )  der  zuge- 
hörige Strahl;  entspricht  diesem  eine  Asymjitote  AJB,  so  handelt 
es  sich  noch  um  ihre  Entfernung  von  OU. 
Um  sie  zu  bestimmen,  fälle  man  3IP  senk- 
recht zu  OU]  aus  dem  rechtwinkligen  Drei- 
eck 03IP  folgt  dann 

MP  =  r  sin  i^a  —  g?), 
und  konvergiert  dieser  Ausdruck  für  lim  (p  =  a 
gegen    eine    bestimmte    Grrenze  c,    so    stellt 
diese    die    Entfernung  der    Asymptote    von    0  U  dar,    so    daß 

(19)  c  =  lim  r  sin  (u  —  q)). 

,f,  =  a 

In  dem  Falle,  wo  OX  selbst  die  Richtung  nach  dem  unend- 
lich fernen  Punkte  bezeichnet,  ist 

(20)  c  =  lim  ;•  sin  9 . 

Aus  dem  Vorzeichen  von  c  schließt  man,  auf  welcher  Seite  von 
Oü  die  Asymptote  gelegen  ist;  ist  beispielsweise  limr  =  +  00 

und  fäUt  c  positiv  aus,  so  war  und  blieb  schließlich  a  '^  (p ,  die 
Asymptote  liegt  rechts  von  0  ü  wie  in  der  Figur;  bei  negativem 
c  und  unter  sonst  gleichen  Umständen  wäre  sie  links  aufzutragen. 
Beispiele.     1)  Bei  der  hyperbolischen  Spirale  (136,  2)) 


r=  "  («  >  0)  _        ^       '^'^  ''■ 

wird  lim  ;•  =  -f  00  für  lim  9;  =  4-  0;  und  da 


T  •  r       sinqp  V,^-^ 

lim  r  sin  (p  =  a  lim  ==  a 

ist,  so  besitzt  die  Kurve  eine  zur  Polarachse  parallele  Asymptote 
im  Abstände  a  (Fig.  60). 

Czuber:  Vorlesungen.     L     3.  Aufl.  25 
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2)  Die  Kurve,  deren  Gleichung  lautet: 

■•-      '""  (a>0) 


V 


1  ' 


hat    einen    unendlich    fernen    Punkt    in     der    durch     (jp  =  1 
(57°  •  29577  .  .  .)  bestimmten  Richtung;  und  da 

r  •     /i  \  T  sin  (qp  —  1) 

hm  r  sin(  l  —  er)  =  —  a  lim  cp  ;, — -  =  —  a 

ist,  so  hat  sie  eine  links  von  dem  Strahle  0  U  im  Abstände  a 

gelegene  Asymptote.  Um  die  Anord- 
nung der  unendlichen  Zweige  gegen  die 
Asymptote  zu  erkennen,  setzen  wir,  unter 
d  eine  sehr  kleine  positive  Größe  uns 
vorstellend,  einmal  (p  =  \—d,  ein  zweites 
Mal  (p  =  \-{-d  und  finden  im  ersten  Falle 

a{l  —  8) 


Fig.  61. 


rsin  (1  —  (p] 


sind 

—  0 

/■^         ^s  sin  8 
=  -a(l-  (5)    ^, 

sin  8 


also    rsini^l  —  (f)    <  o,  weil  1  —  ö<  1  und  — "-  <  1  ist;  der 

betreffende  Zweig  OC  (Fig.  61)   liegt  rechts  von  der  Asymp- 
tote AB.,  im  zweiten  Falle  ist 

r  sm  (1  —  qp)  =     -^'  -'  sm  (—  d)  =  —  a  (1  -f  ö)  -^  - 


a(l  +ö)(l 


+ 


=  -«    1  +  d 


•). 


also  I  rsin(l  —  (p)    >  ö;  der  betreffende  Zweig  DE  liegt  dem- 
nach links  von  AB. 

Für  positive,  1  übersteigende  (p  ist  r  ^  a  und  konvergiert 
mit  wachsendem  (p  gegen  a  als  Grenzwert;  für  negative  (p  ist 
r  <  a  und  konvergiert  mit  wachsendem  Beti*age  von  cp  eben- 
falls gegen  die  Grenze  a;  infolgedessen  beschreibt  der  Zweig 
DE  unzählig  viele  dem  Kreise  vom  Halbmesser  a  von  außen 
beständig  sich  nähernde  Windungen,  und  der  Zweig  OF  eben- 
solche Windungen  von  innen;  der  genannte  Kreis  bildet  also 
eine  krummlinige  Asymptote. 


I 
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§  3.  Gestaltung  einer  Kurve  in  der  Umgebung  eines  Punktes. 

146.  Konkavität,  Konvexität  und  Wendepunkte  (in 
rechtwinkligen  Koordinaten).  Eine  Kurve  MG  (Fig.  62) 
sei,  auf  ein  rechtwinkliges  Koordinatensystem  bezogen,  durch 
die  Gleichung  y  =  fix)  gegeben.  Auf  ihr  werde  ein  Punkt 
Mq  mit  den  Koordinaten  a'o/?/o  ins  Auge  gefaßt  und  in  dem- 
selben die  Tangente  MqTq  konstruiert,  deren  Richtungskoeffizient 
mit  i/q  bezeichnet  werden  möge.  Die  zu  einer  Abszisse  x  =  OP 
gehörige  Ordinate  der  Kurve  heiße  y,  die  zu 
derselben  Abszisse  gehörige  Ordinate  der  Tan- 
gente   Y-  die  Differenz 

(1)  ä  =  y-  Y 
ist  eine  Funktion  von  x,  bezüglich  deren 
vorläufig  bemerkt  werden  kann,  daß  sie  für 
X  =  Xq  verschwindet.  Der  Variablen  x  weisen 
wir  zunächst  ein  Intervall  (xq  —  h,  Xq  +  h)  zu,  innerhalb  dessen 
d  an  keiner  anderen  Stelle  außer  x^  Null  wird,  so  daß  die 
Tangente  außer  JIq  keinen  anderen  Punkt  mit  der  Kurve  ge- 
mein hat. 

Für   Y  ergibt  sich  aus  der  Tangentengleichung 

die  Bestimmung 

Y==yo  +  Poi^-^o) 

und  hiermit  nimmt  d  den  Ausdruck 

ö  =  y  -  Vo  -  I/o  (^  -  ^o) 
an. 

Der  Difi'erentialquotient  von  d  in  bezug  auf  x,  d.  i. 

(2)  ö'=y'-y,', 

verschwindet  gleichfalls  an  der  Stelle  x  =  Xq]  die  höheren 
Differentialquotienten  von  d  stimmen  mit  den  entsprechenden 
Differentialquotienten  von  y  überein,  indem 

Ö/'  II  <.nr  III 

=  //  ,  6     =y    ,  ..  .. 

Angenommen,  ö"  =  y"  besitze  an  der  Stelle  x  =' x^  einen 
von  Null  verschiedenen  Wert  ?/q";  ist  dieser  positiv,  so  sind 
die   Kriterien    für   ein  Minimum    von  d   an   der   Stelle  x  =  x^ 

2Ö* 
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erfüllt;  da  aber  ö  an  dieser  Stelle  den  Wert  Null  hat,  so 
läßt  sich  eiue  Umgebung  von  Xq  feststellen,  innerhalb  welcher 
d.  lue  Stelle  .Vq  selbst  ausgenommen,  beständig  positiv  ist. 
Mit  Rücksicht  auf  die  Definition  von  d  heißt  dies,  es  sei  in 
dieser  Umgebung  y  >  Y,  so  daß  die  Punkte  der  Kurve  über 
der  Tangente  liegen,  d.  h.  auf  derselben  Seite  der  Tangente, 
auf  welcher  ein  aus  il/^  zur  positiven  Ordinatenachse  parallel 
gezogener  Halbstrahl  Mq(Y)  verläuft.  Mau  sagt  dann,  die 
Kurve  sei  in  der  Umgebung  des  Punktes  M^,  oder  kurz  im 
Punkte  3Iq,  Jconl'av  nach  oben  (konvex  nach  unten). 

Ist  ?/(,"  negativ,  so  sind  bezüglich  d  an  der  Stelle  x  =  x^ 
die  Kriterien  des  Maximums  erfüllt;  und  weil  d  an  dieser 
Stelle  selbst  Null  ist,  so  ist  es  in  einer  angebbaren  Umgebung 
negativ,  infolgedessen  y  <  I^;  die  Punkte  der  Kurve  liegen 
dann  in  dieser  Umgebung  unter  der  Tanj^ente  oder  auf  ent- 
gegengesetzter  Seite  in  bezug  auf  M{Y)\  man  sagt,  die  Kurve 
sei  in  der  Umgebung  von  M^  oder  in  il/(,  selbst  Iconhav  nach 
unten  (konvex  nach  oben). 

Nun  aber  sei  ya"  =  0,  hingegen  y^'"  von  Null  verschieden. 
Dann  hat  d  an  der  Stelle  Xq  keinen  extremen  Wert  (116),  und 
da  es  an  dieser  und  sonst  an  keiner  andern  Stelle  der  betreffen- 
den Umgebung  verschwindet,  so  hat  es  zu  beiden  Seiten  von 
Mq  entgegengesetzt  bezeichnete  Werte.  Demnach  ist  auf  der 
einen  Seite  ^  >  Y,  auf  der  anderen  y  <C  Y, 
die  Kurve  also  einerseits  über,  andererseits 
unter  der  Tangente.  Einen  solchen  Punkt,  bei 
dessen  Überschreitung  die  Konkavität  von  einer 
Seite  zur  andern  wechselt,  nennt  man  einen 
Wende-  oder  Inßcxionspimlct,  die  zugehörige 
Tangente  eine  Wende-  oder  Inflexionstangente 
der  Kurve.  Eine  solche  Tangente  berührt  und  schneidet  die 
Kurve  zugleich.  Geometrisch  ist  sie  dadurch  gekennzeichnet, 
daß  sie  mit  der  Kurve  in  M^  drei  vereinigt  liegende  Punkte 
gemein  hat;  der  Sinn  dieser  Ausdrucksweise  gründet  sich 
auf  die  Auffassung  der  Tangente  als  Grenze  einer  um  M^  ge- 
drehten Sekante  31" M^M'  (Fig.  63 j,  wenn  bei  der  Drehung 
die  Punkte  M',  M"  unaufhörlich  dem  Punkte  Jf^  sich 
nähern  (22,  2)). 


Sechster  Abschnitt.    Anwendung  der  Differential-Rechnung  usw.    389 

Die  Beziehungen  i/q"=0,  I/q"  =^  0  bedingen  aber  einen 
extremen  Wert  von  d'  =  y'  —  y^,  also  auch  von  y\  weil  y^ 
konstant  ist;  ist  daher  y^"  <  0,  so  ist  y^  ein  Maximum,  und 
ist  y^"  >  0,  so  bedeutet  y^  ein  Minimum.  Im  Wendepunkte 
hat  also  der  Richtungskoeffizient,  somit  auch  der  Neigungs- 
winkel der  Tangente  gegen  die  positive  X-Achse,  einen  extremen 
Wert. 

Um  alle  Fälle,  die  möglich  sind,  zu  erschöpfen,  nehmen 
wir  nun  an,  daß  an  der  Stelle  Xq  alle  Diiferentialquotienten 
von  d  bis  zum  {p  —  l)-ten  einschließlich  verschwinden;  von 
dem  Vorzeichen  des  nächsten  DifFerentialquotienten,  von  yQ^\ 
hängt  dann  das  Verhalten  der  Kurve  in  der  Umgebung  von 
üfo  ab  wie  folgt  (117): 

Ist  p  gerad  und  y^^^^  >  0,  so  ist  Ö  an  der  Stelle  x  =  X(y 
ein  Minimum,  in  einer  angebbaren  Umgebung  von  Mq  also 
y  >  Y,  die  Kurve  konkav  nach  oben. 

Ist  2)  gerad  und  y^^'^  <  0,  so  ist  d  an  der  Stelle  x  =  Xq  ein 
Maximum,  in  einer  angebbaren  Umgebung  von  Mq  also  y  <C  Y, 
die  Kurve  konkav  nach  unten. 

Ist  2>  w^yerad,  so  hat  ö  an  der  Stelle  Xq  keinen  extremen 
Wert  und  der  Punkt  J/^  ist  ein  Wendepunkt. 

In  diesen  Sätzen  sind  die  oben  entwickelten  Spezialfälle 
p  =  2  und  p  =  '6  mit  inbegriffen. 

Soll  also  eine  Kurve  y  =  fix)  auf  etwa  vorhandene  Wende- 
punkte geprüft  werden,  so  bilde  man  den  zweiten  Diiferential- 
quotienten f"{x)  und  löse  die  Gleichung 

f"(x)=0 

auf;  sind  Wendepunkte  vorhanden,  so  befinden  sich  ihre  Ab- 
szissen unter  den  Wurzeln  dieser  Gleichuug;  die  weitere  Ent- 
scheidung hat  auf  Grund  der  obigen  Sätze  zu  erfolgen. 

Weil  ein  Wendepunkt  dadurch  charakterisiert  ist,  daß  für 
ihn  y'  einen  extremen  Wert  annimmt,  so  sind  auch  solche 
Stellen  x  in  die  Betrachtung  einzubeziehen,  an  welchen  y"  un- 
endlich wird;  ändert  y"  bei  Überschreitung  einer  solchen  Stelle 
sein  Vorzeichen,  so  ist  hier  y'  ein  Extrem  und  die  Kurve  hat 
einen  Wendepunkt  (119,  2)). 
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Wenn  die  Kurve  durch  eine  Gleichung  der  Form 
fe  2/)  =  0 
gegeben  ist,  so  hat  man  mittels   der  Gleichungen  (57): 

y"  7A1  bestimmen  und  erhält  dafür  den  Ausdruck 


y  =- 


nKfyf-^n'ym+fKn) 


die    Koordinaten    etwa    vorhandener  Wendepunkte    sind    dann 
unter  den  Wurzeln  des  Gleichungenpaares 

fix,  y)  =  o,      n^  {f;y-  -  2f;;f;f;  +  /•;  (/^y  =  o 

zu  suchen. 

Bei    parametrischer   Darstellung    beachte    man,    daß    nach 
43,  (6) 

„ dxd-y  —  dyd-x 

"  dx^ 

ist;  die  zu   den  Wendepunkten   gehörigen   Parameter  werte    er- 
geben sich  also  aus  der  Gleichung: 

dxcPy  —  dyd^x  =  0. 
Beispiele.    1)  Die  durch  die  Gleichung 
y  =  Bin  X 
dargestellte  transzendente  Kurve  heißt  Sinuslinie.  Vermöge  der 
pj    g^  Periodizität  des  Sinus  genügt  es,  ihren 

Verlauf  in  dem  Intervalle  (0,  2%)  fest- 

,      zustellen.    Aus  dem  Vorzeichen  von 

Xn  ^  y   =  —  sin  X, 

^V^-  das  negativ  ist   in  (0,  n),  positiv  in 

(%,  2%),  folgt,  daß  im  ersten  Ab- 
schnitte die  Kurve  konkav  nach  unten,  im  zweiten  Abschnitte 
konkav  nach  oben  ist;  au  den  Stellen  0,  ä,  2n  findet  ein 
Wechsel  im  Vorzeichen  von  xj"  statt,  die  betreffenden  Punkte 
0/0,  7c/i),  2%j()  sind  Wendepunkte  und  die  Richtungskoeffizienten 
der  Tangente  dortselbst  sind  1,  —  1,  1  (Fig.  64). 
2 )  Um  die  Wendepunkte  der  kubischen  Kurve 

y{x^ -\- a^)  =  a^{a  — x)  {oc) 
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ZU  linden,  kann  man  den  folgenden  Weg  einschlagen.  Zwei- 
malige Differentiation  ergibt: 

y'{x^  +  «2)  J^2xy  =  -  a\  (ß) 

y"{x^  +  a-)  +  ^xy  +  2?/  =  0.  {y) 

Da  für  einen  Wendepunkt  y"  =  0  ist,  so  hat  man  zur  Bestim- 
mung seiner  Koordinaten  und  des  Riehtungskoeffizienten  seiner 
Tangente  die  Gleichungen  (a),  (/3)  und  die  folgende: 

4xy'-\-2y  =  0.  (/) 

Elimination  von  y'  zwischen  (ß)  und  (y')  liefert: 

y{Sx^  -  a-)  +  2a'^x  =  0; 

addiert  man  hierzu  die  mit  —  3  multiplizierte  Gleichung  (a), 
so  entsteht: 

X  -\-  4y  =  3a .  (d) 

Die  Wendepunkte  der  Kurve  («)  liegen  also  auf  einer  Geraden 
(allgemeine  Eigenschaft  kubischer  Kurven). 

Eliminiert  man  y  mittels  (ß)  aus  (a),   so   ergibt  sich  zur 
Bestimmung  von  x  die  Gleichung: 

x^  —  3ax~  —  ^a'X  +  a^  =  0, 

an  der  man  alsbald  erkennt,  daß  sie  durch  x  =  —  a  be- 
friedigt wird;  die  beiden  andern  Wurzeln  berechnen  sich  aus 
einer  quadratischen  Gleichung  und  sind  x  =  a{2  -\-  f/S) 
X  =  a{2  — 1/3);  die  zugehörigen  y  ergeben  sich  aus  (d)  :  y  =  a, 
—  {1  —  Yo)-  -  (1  4-  ys);  (y)  endlich  führt  zu  den  Richtungs- 
koeffizienten der  Wendetangenten:  y'  =  „->  -'— ^ , 8^^^~  ' 

3)  Für  die  transzendente  Kurve 

y  =  he    \''' , 

deren  Ordinaten,  bei  positivem  h  durchwegs  positiv,  mit  wachsen- 
dem Betrage  von  x  gegen  Null  konvergieren,  ist 

y"=     4*  ^'^"^  {2x^-0']^ 
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ändert    sein   Vorzeichen    bei    Überschreitung    der    Stellen 
■  +  — ^,    indem    es    durch   Null   geht;    daselbst   ist  y  = 


]2 


/¥ 


die  so  bestimmten  Punkte   sind  Wendepunkte 

der  Kurve  (Fig.  65).  Die  Richtung  der 
Wendetangenten  ist  also  durch  die  aus 
0  nach  den  Wendepunkten  gezogenen 
Strahlen  bestimmt. 

4)  Die  Lemniskate 

hat  nach  132,  2)  die  parametrische  Darstellung: 


y  =  +  a 


u\/i 


daraus  ist  weiter 


y 


1  +  tt«  ' 
1—  3m^ 


gefunden  worden;  differentiiert  man  nochmals  in  bezug  auf  u, 

so  ergibt  sich 

„d^_   3(m^+  1)* 

und  daraus 


y  =± 


3CwH-  l)*Vl  —  u\ 


ZU  je  zwei  Punkten,  welche  der  Gleichung  y  =  ux  entsprechen, 
also  in  einer  durch  0  gehenden  Geraden  liegen,  gehören  dem- 
nach entgegengesetzt  bezeichnete  Werte  von  y",  und  da  für 
M  =  +  1  y"  verschwindet,  so  sind  die  beiden  Punkte  der  Kurve, 
welche  in  0  (Fig.  39,  S.  357)  vereinigt  liegen,  Wendepunkte; 
einen  Kurvenpunkt  von  dieser  Beschaffenheit  nennt  man  einen 
Inflexionshioten. 

5)  Bei  den  Zykloiden 

X  =  au  —  h  sin  u 
y  =  a    —  h  cos  u 
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ergibt  sich  durch  Ausführung  des  Ansatzes  dxd'ij  —  dyd'x  =  0 

die  Gleichung 

a  cos  u  —  h  =  0, 

aus  der  cos  u  =       folf(t  und  nur  dann  eine  reelle  Bestimmuncf 

für  u  gibt,  wenn  b  <Ca  ist,  also  nur  bei  der  verlängerten  Zy- 
kloide. Ihre  Wendepunkte  liegen  in  der  leicht  zu  konstruieren- 
den Geraden  y  = 

6)  Für  die  durch  die  Gleichung 

dargestellte  Kurve  verschwindet 

„      12&  /.        a:\« 

für  X  =  ü]  indessen  ist  der  Punkt  a/0  kein  Wendepunkt,  weil 
dort  auch  rj"  verschwindet,  während  ?/^'  einen  von  Null  ver- 
schiedenen Wert  hat. 

7)  Bei  der  Kurse  (y  —  cxf  =  6^1 1  —      ]    oder 

y  =  cx-\-l(l-ff 

„      lOft  /.  x\ 


ist 

lOft  /^         x\"^  lOft 


9«*]7l-^ 


Dieser  Ausdruck  wird  an  der  Stelle  x  ^=  a  mit  der  endlichen 
Ordinate  ca  unendlich  und  ändert  bei  Überschreitung  der  Stelle 
sein  Vorzeichen;   daher  ist  alca   ein  Wendepunkt   der   Kurve. 

8)  Man  weise  nach,  daß  die  kubischen  Kurven  a),  c)  des 
Beispiels  143,  3)  und  ebenso  die  Kurve  in  144  nur  je  einen 
^VeDdepunkt,  und  zwar  im  Ursprung  besitzen. 

9)  Man  bestimme  die  Wendepunkte  folgender  Kurven: 

^        a^ -\- X- 
b)     xy  =  aH  — 


q)     x  =  (ly) 
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147.  Konkavität,  Konvexität  und  Wendepunkte  (in 
Polarkoordinaten).  Auf  einer  Kurve  MC  (Fig.  66),  die  auf 
ein  Polarkoordinatensystem  bezogen  ist,  werde  ein  Punkt  3Iq 
mit  den  Koordinaten  Kq  cp^  angenommen  und  in  demselben  an 
die  Kurve  die  Tangente  MqTq  konstruiert;  sie  möge  mit  der 
Verlängerung  MqLq  des  Leitstrahls  den  Winkel  Oq  einschließen; 
«Q  sei  der  Winkel,  welchen  das  Lot  OPq=p  vom  Pol  zur 
Tangente  mit  der  Polarachse  bestimmt.  Zu  einer  beliebigen 
Amplitude  tp  gehöre  in  bezug  auf  die  Kurve  der  Radiusvektor  r, 
in  bezug  auf  die  Tangente  MqTq  der  Radius- 
vektor 12;  dadurch  sind  zwei  Punkte,  31  und 
Q,  mit  den  Koordinaten  r/cp,  R/cp  festgelegt. 
AVir  befassen  uns  nun  mit  der  Differenz  r  —  JR 
oder  was  hier  zweckmäßiger  erscheint,  mit 
der  Differenz 

(3)  '>-V^l<: 

welche  als  Funktion  von  (p  die  Eigenschaft 
hat,  an  der  Stelle  (p  =  cp^  zu  verschwinden. 
Die  Variable  (p  beschränken  wir  vorläufig  auf  ein  so  enges 
Intervall  (fp  —  h,  (p  -\-  Ji),  daß  d  innerhalb  desselben  an  keiner 
anderen  Stelle  verschwindet. 

Aus  dem  rechtwinkligen  Dreieck  OP(,Mq  folgt: 

(4)  p  =  Vq  cos  (qPo  —  t^o) 

und  mit  Hilfe   dieses  Wertes  weiter  aus   dem   Dreieck   OP^Q: 

(5)  ^  =  -^ \, 

C08  (qp  —  a„) '  M 

SO  daß  weiter  j| 

(j  =  '   _  cos  (qp  —  gp) . 
r  p  ' 

daraus  ergibt  sich  durch  Differentiation  in  bezug  auf  q) 

d'  =  —  ''  4-  ^^^M~^o) 
)■-  li         ' 

und  auch  der  Differentialquotient  ö'  verschwindet   für  (p  =  ^(,; 

r  '  1 

denn  sein  erster  Teil  nimmt  den  Wert  —    %  =  —     ^   ^  nSö.fSö)) 

an,  und  der  zweite  Teil  erlangt  wegen  (4)  den  Wert 

BJp  (gpo  —  «o)  ^  tg  (qpo  —  cfp)  ^  cotg  e^  ^     i     _ 
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Weun  daher  der  zweite  Ditferentialquotient 

c/r  r-r"  —  2rr'^        cos  (<p  —  a^) 

r*  p 

einen   von  Null   verschiedenen  Wert  besitzt,   so  hat  d  au   der 
Stelle  (p  =  cpQ  einen  extremen  Wert;  es  ist  aber 

cos  (qp  —  «(,)        1 
p  r  ' 

daher 

r--f  2 }•''  —  »•/' 


a"  = 

7" 

Ist  also  r^  >  0  und 

V  +  2^0'-  — roro">0, 

so  ist  Ö  an  der  Stelle  q>  =  (pQ  ein  Minimum,  und  weil  es  dort 
den  Wert  Null  hat,  so  läßt  sich  eine  Umgebung  von  qpQ  fest- 
stellen, innerhalb  deren  d  >  0,  also        >  „    oder 

r  <  li, 

so  daß  die  Punkte  M  der  Kurve  dem   Pole  näherliegen  als  die 
korrespondierenden   Punkte    Q  der   Tangente;    man    bezeichnet 
dann  die  Kurve  im  Punkte  3Iq  als  lonicav  gegen  den  Pol. 
Ist  hingegen  r^  >  0  und 

V  +  2>o'^  — roro"<0, 

so  ist  ö  ein  Maximum  für  9?  =  ^o>  ^^^  ^^^^^  ^^  ^^^^^  ^^^  Wert 
Null  hat,  so  ist  es  in  einer  entsprechend  festgestellten  Um- 
gebung negativ,  daher  ^  <C  ^  oder 

r>B, 

80   daß   die  Kurve   in   dieser  Umgebung  vom  Pole  weiter  ent- 
fernt ist  als   ihre   Tangente;   man   bezeichnet  sie   dann  in  31^ 
als  konvex  gegen  den  Pol. 
Es  bleibt  noch  der  Fall 

übrig;  tritt  dieser  ein  und  wechselt  r^  -f  2/^  —  rr"  bei  dem 
Durchgange   durch   (p^   sein  Vorzeichen,   so   ist   der  Punkt  Mq 
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ein  WoidcpiDÜä.  Zur  Bestimmung  der  Wendepunkte  einer  Kurve 
hat  man  also  vor  allem  die  Gleichung 

(6)  r2  +  2/--rr"=0 

in  bezug  auf  cp  aufzulösen  und  dann  das  Vorzeichen  der  linken 
Seite  in  der  Umgebung  der  Wurzeln  zu  prüfen. 
Beispiele.    1)  Die  hyperbolische  Spirale 

a 

<p 

gibt  für  r'-\-2  r'  —  rr"  den  Wert  ^ ,  der  beständig  positiv 
ist;  die  Kurve  ist  in  ihrem  ganzen  Verlaufe  konkav  gegen 
den  Pol. 

2)  Bei  der  in  145,  2)  betrachteten  Kurve 

aq> 
r  = 

qp  — 1 

ist 

,..  +  2r  -  -  rr    =  a  l^^ZT^y- 

Das  Vorzeichen  dieses  Ausdruckes  hängt  lediglich  vom  Zähler 
ab,  und  dieser  ist  positiv  für  alle  negativen  Werte  von  cp,  da- 
her der  Kurveuteil  OF  (Fig.  61)  gegen  den  Pol  beständig 
konkav.  Im  Gebiet  der  positiven  Werte  wechselt  der  Zähler 
sein  Vorzeichen  an  der  Stelle  ^  =  1  (Durchgang  durch  den  un- 
endlich fernen  Punkt)  und  ferner  an  der  einzigen  reellen  Stelle 
9^0  =1,695...  (97«,  11), 

an  welcher  (p^  —  cp^  —  2  verschwindet;  und  zwar  ist  er  in  dem 
Intervalle  (0,  1—0)  positiv,  der  zugehörige  Kurventeil  OG 
gegen  den  Pol  konkav;  in  dem  Intervalle  (1  +  0,  (p^  negativ, 
der  zugehörige  Kurventeil  DJ  gegen  den  Pol  konvex;  von  (p^ 
an  bleibt  der  Zähler  positiv,  der  Kurventeil  JE  gegen  den  Pol 
konkav.    J  selbst  ist  also  ein  Wendepunkt  der  Kurve. 

3)  Es  ist  festzustellen,   unter  welcher  Voraussetzung  die 
parabolische  Spirale  (vgl.  134,  1)) 

r  =  a(p"^ 
Wendepunkte  besitzt. 

In  diesem  Falle  ist  f 

;.2  -f   2/2  _  ,•/'=  «2^2«_2(^^2  ^  „2  _j_  ,^^ . 

dies   erfährt   zunächst   einen  Zeichenwechsel   bei    dem    Durch- 
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gange  durch  Null,  wenn  2n  —  2  eine  ungerade  ganze  Zahl 
oder  einen  Bruch  mit  ungeradem  Zähler  und  Nenner  bedeutet; 
in  beiden  Fällen  ist  aber  n  ein  Bruch  mit  geradem  Nenner 
und  ungeradem  Zähler,  r  daher  nur  für  positive  Werte  von  (p 
reell.    Der  Pol  ist  also  in  keinem  Falle  ein  Wendepunkt. 

Bleibt  nur  die  Möglichkeit  eines  Zeichenwechsels  in  <p^  + 
7^^  +  n  übrig,  und  ein  solcher  tritt  nur  ein,  wenn  n  negativ 
und  dem  Betrage  nach  kleiner  als  1  ist,  und  zwar  beim  Über- 
schreiten der  Stellen  qp  =  +  ]/—  w  —  w^ ;  hiernach  hat  z.  B.  die 
Kurve  r  =         einen  Wendepunkt  an  der  Stelle  q)  =        (zu  der 

Stelle  q)  = —  gehört  ein  imaginärer  Radiusvektor),  die  Kurve 

;•  =  ^-z=:  deren  zwei  an  den  Stellen  q)  =  +~- 


§  4.    Verlialten  zweier  Kurven  in  der  Umgebung  eines 
gemeinsamen  Punktes. 

148.  Begriff  und  Bedingungen  einer  Berührung 
n-ier  Ordnung.  Zwei  Kurven  C  und  C  (Fig.  67),  auf  ein 
und  dasselbe  Koordinatensystem  bezogen,  seien  durch  die  Glei- 
chungen 

(C)  y  =  f{x) 

(C)  y  =  cp(x) 

gegeben 

naten  Xq/i/q  gemeinschaftlich,  so  daß 

Die  nachfolgende  Betrachtung  erstreckt  sich 
auf  ein    solches    Gebiet    der  Variablen    x, 
innerhalb   dessen   es   außer  Xq  keine   Stelle 
mehr  gibt,  an  welcher  die  Ordinaten  beider 
Kurven  einander  gleich  sind.   Von  den  Funk- 
tionen f{x),  (p{x)  wird  vorausgesetzt,  daß  sie  auf  dem  betrach- 
teten  Gebiete    endliche  Differentialquotienten  aller   Ordnungen 
besitzen,  die  in  Betracht  kommen  werden,  und  daher  nach  der 
Taylorschen  Formel  entwickelbar  sind. 


beiden   Kurven   sei   der  Punkt  M^  mit   den    Koordi- 


Fig.  67 


(1) 
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Um  das  Verhalten  der  Kurven  in  der  Umgebung  des 
Punktes  Mq  zu  untersuchen,  betrachten  wir  den  Abschnitt  MN', 
welchen  die  Kurven  auf  einer  Sekante  von  bestimmter  Rich- 
tung bilden,  und  vergleichen  ihn  mit  dem  Abstände  M^S  dieser 
Sekante  von  dem  Punkte  31^:  beide  Größen,  MN'  und  MqS, 
konvergieren  gleichzeitig  gegen  die  Grenze  Null  oder  werden 
gleichzeitig  unendlich  klein,  wenn  der  Punkt  M  auf  der  Kurve  C 
unaufhörlich  dem  Punkte  3Iq  sich  nähert;  die  Ordnung,  in 
welcher  MN'  unendlich  klein  wird  im  Vergleiche  zu  MqS, 
das  als  unendlich  kleine  Größe  erster  Ordnung  gelten  soll,  ist 
maßgebend  für  die  gegenseitige  Anordnung  der  Kurven  in  der 
Nähe  von  31^. 

Diese  Kleinheitsordnung  ist  unter  einer  gewissen  Voraus- 
setzung unabhängig  von  der  Richtung  der  Sekante;  führt  man 

nämlich  durch  31  eine  andere  Sekante,  auf  welcher  die  Strecke 

MM' 
MM'  abgeschnitten  werden  möge,  so  ist  das  Verhältnis  -j^-sj/ 

gleich  dem  Sinusverhältnis  der  Winkel  3IN'M',  3IM'N'', 
wenn  aber  der  Punkt  31  gegen  31^  konvergiert,  so  nähert 
sich  die  Verbindungsgerade  der  Punkte  31',  N'  der  Tangente 
an  die  Kurve  C  in  3Iq,  und  wenn  daher  keine  der  beiden 
Sekantenrichtungen  dieser  Tangente  parallel  ist,  so  nähern  sich 
jene  Winkel  und  somit  auch  das  Verhältnis  ihrer  Sinus  end- 
lichen Grenzen  und  sind  daher  M3I',  3IN'  Größen  gleicher 
Ordnung  (16).  M 

Man  kann  also  unter  der  Voraussetzuncr,  daß  die  Tangenten 
an  die  beiden  Kurven  in  3Iq  eine  von  der  Ordinatenachse  ver- 
schiedene Richtung  haben*),  die  Sekante  der  Ordinatenachse 
parallel  annehmen;  alsdann  ist 

31'  31^8 
der  Unterschied  der  zur  Abszisse 

OP  =  x  =  Xq  +  h 
gehörigen  Ordinaten  der  Kurven  C  und  C,  und 

3I,Q  =  P,F  =  -h 

die  Vergleichsgröße,  deren  Ordnung  mit  1  festgesetzt  wird. 

*)  Diese  Vor8.u8setzung  ist  schon  in  der  oben  gemachten  Annahme 
enthalten,  daß  /"(x),  qp(x)  in  der  betrachteten  Umgebung  von  M,^  end- 
liche Differentialquotienten  besitzen. 


i 
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Nun  ergeben  sich  für  die  Ordinaten  PM  und  V  ]\['  die 
Entwickelungen : 

'^\-2.-n'^    "^  1- 2...  («+!)'* 
^'f-To  +  h)  =  (^K)  +    '^'f  «^  /.   +  -^>»^  A^  +  •  •  • 

■^  1  ■  2  .  •  ■  71        "^  1  •  2  .  •  .  (n  +  1)  '^      ' 
und  daraus  mit  Eücksicht  auf  (1): 

I ^  =  fr(%)  -  gp'C^o)]^*  +  [/"'(^o)  -  9"''^o)]  1 . 2  +  •  ■  ■ 

(2)    {  +[A«W-9'^"X^o)]-iT2'~-^ 

Wenn  also  die  Funktionen  /'(a:),  ^(a;)  außer  (1)  keine 
weitere  Beziehung  aufweisen,  so  ist  Ö  eine  Größe  erster  Ord- 
nuug,  weil  für  lim  h  =  0  gegen  die  endliche  von  Null  ver- 
schiedene Grenze  f'ipc^  —  9p'(^"o)  konvergiert,  und  für  dem  Be- 
trage nach  genügend  kleine  h  wechselt  d  mit  h  zugleich  das 
Vorzeichen;  infolgedessen  haben  die  Kurven  zu  beiden  Seiten 
von  3/q  entgegengesetzte  Lage  gegeneinander.  Man  bezeichnet 
ein  solches  Verhalten  der  Kurven  als  einfaches  Schneiden. 

Tritt  zu  (1)  die  weitere  Beziehung 

welche  besagt,  daß  die  Kurven  im  Punkte  M^  dieselbe  Tan- 
gente haben,  so  beginnt  der  Ausdruck  für  d  mit  dem  Gliede 
zweiter  Ordnung,  d  wird  eine  Größe  der  zweiten  Ordnung  und 
ändert  innerhalb  entsprechend  enger  Grenzen  sein  Vorzeichen 
nicht,  wenn  li  es  ändert;  die  Kurven  haben  also  zu  beiden 
Seiten  von  Mq  gleiche  Lage  gegeneinander. 

Kommt  zu  (1)  und  (2)  die  weitere  Relation 

(4)  r'(^o)  =  9>"(^o), 

80  beginnt  die  Entwickelung  von  8  mit  dem  Gliede  dritter  Ord- 
nung, von  dieser  Ordnung  ist  also  auch  Ö  und  ändert  diesmal 
innerhalb  entsprechend  enger  Grenzen  mit  li  zugleich  sein  Vor- 
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zeieheu;  die  Kurven  haben  daher  zu  beiden  Seiten  von  31^  ent- 
gefjengesetzte  Lage  gegeueinau  der  wie  bei  dem  einfachen  Sehneiden . 
Um  zu  einem  allgemeinen  Ergebnis  zu  gehmgen,  nehmen 
wir  an,  daß  die  üifferentialquotienten  der  Funktionen  f(x),  (p{x) 
an  der  Stelle  Xq  bis  zur  Ordnung  n  ü))ereinstimmen,  so  daß 
weiter  noch 

(5)  rW  =  9'"'(^o),  • .  •  f^"M  =  ^^"K^o); 

dann  reduziert  sich  6  auf  den  Ausdruck: 

und  ist  eine  Größe  der  («  +  l)-teii  Ordnung;  denn,  wofern /'("+^)(a;), 
gj("+')(a;)  in  dem  Intervalle  [Xq  —  Ii,  x^ -\- h)  stetig  verlaufen, 
konvergiert  das  Verhältnis  ^^  ^  für  lim  h  =  0  gegen  die  end- 
liche von  Null  verschiedene  Grenze 

[/■(•+-) W - ,><— )W] - .tttV,^^,  • 

Ist  nun  n  ungerad,  so  ändert  8  sein  Vorzeichen  nicht,  wenn 
h  es  ändert,  die  Kurven  haben  also  zu  beiden  Seiten  von  Mq 
gleiche  Lage  gegeneinander;  ist  dagegen  n  gerad,  so  wechselt 
ö  mit  h  zugleich  sein  Vorzeichen,  die  Kurven  haben  zu  beiden 
Seiten  von  M^  entgegengesetzte  Lage  gegeneinander  wie  beim 
einfachen  Schneiden. 

Sobald  zu  der  Bedingung  f{x^  =  q){x^J)  noch  jene  (3)  hin- 
zutritt, haben  die  Kurven  in  J/q  eine  gemeinsame  Tangente 
und  man  sagt,  daß  sie  einander  dort  berühren.  Der  Grad  oder 
die  Innigkeit  der  Berührung  hängt  ab  von  den  weiter  hinzu- 
tretenden Beziehungen.  Man  hezeichnet  die  Berülirimg  als  eine 
solche  von  der  n-ten  Ordnung,  wenn  d  in  hezug  auf  h  von  der 
in  +  V)-ten  Ordnung  oder  der  Quotient  ,  „  von  der  ersten  Ord- 
nung ist.'^) 


*)  Im  Sinne  A.  Cauchy's  wird  die  Berührung  >(-ter  Ordnung  wie 
fulgt  definiert.  Man  beschreibe  um  den  gemeinsamen  Punkt  M^,  in 
welchem  die  Kurven  auch  eine  gemeinsame  Tangente  haben  sollen,  einen 
genügend  kleinen  Kreis,  der  sie  zu  einer  Seite  der  gemeinschaftlichen 
Normale  in  den  Punkten  M,  M'  schneiden  möge;  die  Ordnung,  in  welcher 
der  Winkel  3IM^3I'  unendlich  klein  wird,  wenn  man  den  Radius  als 
unendlich  Kleines  erster  Ordnung  festsetzt,  bestimmt  die  Ordnung  der 
Berührung.     Man  vergleiche  diese  Definition  mit  der  obigen. 
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Auf  Grund  dieser  Definition  läßt  sich  der  folgende  Satz 
aussprechen:  Die  hinreicliende  und  nota endige  Bedingung  dafür, 
daß  die  Kurven  y  =  f{x)  und  y  =  cp(x)  in  einem  Punkte  von 
der  Abszisse  Xq  eine  Berührung  n-ter  Ordnung  auf n eisen,  Ge- 
steht darin,  daß  die  Ordinalen  und  deren  Differentialqiiotienten 
bis  zur  n-ten  Ordnung  einschließlich  an  der  Stelle  Xq  einander 
gleich  sind. 

Die  Bedingungen  für  eine  Berührung  «-ter  Ordnung  drücken 
sich  also  analytisch  in  den  w  +  1   Gleichungen: 

aus. 

Zu  bemerken  ist  noch,  daß  mit  einer  Berührung  von  se- 
rader  Ordnung  ein  Schneiden  der  Kurven  verbunden  ist,  und 
daß  das  einfache  Schneiden  als  eine  Berührung  der  0-ten  Ord- 
nung der  Definition  gemäß  sich  darstellt. 

149.  Geometrische  Interpretation  einer  Berührung 
w-ter  Ordnung.  Man  kann  der  analytischen  Definition  einer 
Berührung  w-ter  Ordnung  eine  geometrische  zur  Seite  stellen, 
zu  welcher  folgende  Betrachtung  führt. 

Die  beiden  Kurven  C,  C  mögen  außer  dem  Punkte  ili^ 
noch  n  weitere  Punkte  J/j,  31^,  .  .  .  M^  mit  den  (arithmetisch 
aufsteigenden)   Abszissen  x^,  a\,  ...  a:„  gemein  haben,   so   daß 

(7)  /'(^;.)  =  «5P(^;.)  (A  =  0,  1,  2,  .  .  .  «)• 
Weil  die  Funktion  f(x)  —  (p{x)  an  den  Grenzen  eines  jeden 

der  Intervalle  (Xq,  x^),  (x^,  x^),  .  .  .  (^„_i,  xj  verschwindet,  so 
existiert  innerhalb  eines  jeden  dieser  Intervalle  eine  Stelle 
x\^\  a^/),  .  .  .  x\l^_i  beziehungsweise,  an  welcher  auch  ihr  Diffe- 
rentialquotient f'(x)  —  (p'{x)  verschwindet  (36),  d.  h.  es  ist 

(8)  f\x^)  =  cp\x^))     (A  =  0,l,2,...«-1). 

Weil  die  Funktion  f'{x)  —  (p'{x)  an  den  Grenzen  eines 
jeden  der  IntervaUe  {x^^\  a:^),  (a:«,  4)),  .  .  .  (^(/Ig,  a;^  J  NuU 
ist,  so  gibt  es  innerhalb  eines  jeden  mindestens  eine  Stelle 
xf^,ot^^\..  .x^^^,^  beziehungsweise,  an  der  ihr  DiÖ'erentialquotient 
f"{x)  —  fp"{x)  verschwindet,  so  daß 

(9)  f"{x^))  =  ^"(x^p)     (A  =  0, 1, 2, . . .  n  -  2). 

Cz  üb  er,  Vorlesungen.     I.    3.  Aufl.  26 
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Indem  man  diese  Schlußweise  wiederholt  anwendet,  kommt 
man  schließlich  zu  einer  jedenfalls  in  dem  Bereiche  der  Werte 
X(,,  a\,  •  ■  ■  x^  gelegenen  Stelle  x^^'\  an  welcher  auch  noch 

(10)  /W(4''))  =  (p('')(4»)) 

ist. 

Weuu  aber  die  Punkte  J/^,  J/o,  ...  J/„  in  beliebiger  Weise 
sämtlich  gegen  den  Punkt  Mq  als  Grenze  sich  hinbewegen,  so 
konvergieren  .Ti,  x^,  .  .  .  a*,,  und  alle  die  sukzessiven  Zwischen- 
werte x^^\  x^^\  . . .;  x^;\  xf\  ...;...  x^  gegen  den  Grenzwert  x^, 
an  der  Grenze  wird  also  laut  (7),  (8),  (9),  (10): 

fM  =  9'(^o)»       f'M  =  <P'W>       /"'W  =  9p"(^o);  •  •  • 
f^"\x,)  =  qp(«)(^„); 

hierdurch  sind  aber  die  Bedingungen  für  eine  Berührung  n-ter 
Ordnung  erfüllt. 

i)as  Ergebnis  kann  in  dem  folgenden  Satze  ausgesprochen 
werden:  Wenn  zwei  Kurven  C  und  C  in  einem  PunJcte  Mq 
n  +  1  vereinigt  liegende  PnnJde  miteinander  gemein  haben,  so 
weisen  sie  dort  eine  Berührung  n-ter  Ordnung  auf. 

Die  Ausdrucksweisen:  „n  +  1- punktige  Berührung"  und 
„Berührung  n-iex  Ordnung"  haben  also  denselben  Inhalt. 

150.  Oskulation.  Von  den  beiden  Kurven  sei  die  eine, 
C,  vollständig  gegeben,  die  Gleichung  der  anderen,  C,  enthalte 
aber  w  + 1  unbestimmte  Konstanten  oder  Parameter,  welche 
auf  die  Lage  der  Kurve  in  der  Ebeue  und  ihre  spezielle  Form 
von  Einfluß  sind. 

Man  kann  der  Kurve  C  höchstens  n  +  1  voneinander  un- 
abhängige Bedingungen  auferlegen;  bestehen  diese  darin,  daß 
für  eine  Abszisse  x^  ihre  Ordinate  und  deren  Ableitungen  bis 
zur  j?-ten  Ordnung  einschließlich  mit  den  entsprechenden  auf 
die  Kurve  C  bezüglichen  Größen  übereinstimmen  sollen,  so  hat 
die  Kurve  C  mit  der  Kurve  C  in  dem  zur  Abszisse  Xq  ge- 
hörigen Punkte  eine  Berührung  der  w-ten,  zugleich  der  höchst- 
möglichen Ordnung,  welcher  sie  nach  der  Zahl  ihrer  Para- 
meter   im    allgemeinen    fähig    ist.      Man    sagt,    die    Kurve    C 
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oshiliere  die  Kurve  C  oder  stehe  mit  ihr  in  Oskulation  im 
Punkte  J/q.*) 

Nach  den  Ausführungen  von  146  ist  die  oskuherende 
Kurve  C  im  Punkte  Mq  von  C  die  Grenze,  welcher  sich  eine 
Kurve  von  der  Gleichungsform  C  nähert,  die  außer  durch  Mq 
noch  durch  n  Punkte  J/^,  M^,  .  .  .  M^  von  C  hindurchgeht, 
wenn  die  letztgenannten  Punkte  insgesamt  gegen  Mq  als  Grenze 
konvergieren. 

Da  die  Gleichung  einer  Geraden  zwei  Parameter  enthält, 
so  weist  die  oskulierende  Gerade  eine  Berührung  erster  Ord- 
nung auf;  der  Kreis  eine  solche  von  zweiter  Ordnung,  weil 
in  der  allgemeinen  Gleichung  des  Kreises  drei  Parameter  er- 
scheinen; ein  Kegelschnitt  im  allgemeinen  wird,  wenn  er  eine 
Kurve  oskuliert,  mit  ihr  in  einer  Berührung  vierter  Ordnung 
stehen,  weil  seine  Gleichung  fünf  Parameter  enthält. 

Es  kann  in  einzelnen  Punkten  der  Kurve  C  geschehen, 
daß  nach  Erfüllung  der  zur  Oskulation  mit  C  erforderlichen 
Bedingungen  auch  noch  die  Ableitungen  der  Ordinate  von  der 
{u  +  l)-ten  Ordnung,  eventuell  noch  höhere  Ableitungen  für 
beide  Kurven  übereinstimmen;  an  solchen  Stellen  von  G  findet 
dann  eine  Berührung  von  höherer  Ordnung  statt,  als  es  im 
allgemeinen  möglich  ist;  man  sagt,  es  bestehe  hier  Super- 
oshilation. 

151.    Die    oskulierende    Gerade.     Um    für   die   Kurve 

(C)  y  =  m 

im  Punkte  31  mit  den  Koordinaten  x,  y  die  oskulierende  Gerade 
(C)  ri  =  al  +  h 

zu  bestimmen,  bilde  man  die  Gleichungen 

y  =  ax  -\-  h 

welche  aus  (C)  hervorgehen,  wenn  man  in  bezug  auf  |  difiFe- 


*)  Diese  Deutung  des  Wortes  Oskulation.  die  auf  Lagrange  zurück- 
gehen dürfte,  ist  in  der  Literatur  mehr  verbreitet  als  die  andere,  vor- 
nach  man  von  Oskulation  bei  jeder  Berührung  höherer  als  der  ersten 
Ordnung  spricht.  Vgl.  H.  v.  Mangold t,  Anwendung  der  Diff.-  u. 
Integr.-R.,  Enzykl.  d.  math.  Wiss.,  III  3,  p.  19. 
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rentiiert  und  sodanu  in  beiden  (ileiclmugeu  ^  durch  x,  t],  ?/ 
durch  die  aus  (C)  gefundenen  Werte  y,  y  ersetzt.  Hieraus  er- 
gibt sich 

a  =  y' 

b  =  y  —  xy; 
somit  i.st 
(C)  t;-?/  =  /(^-a-) 

die  Gknchuug  der  oskulierendcn  Geraden. 

Osliulieretide  Gerade  in  einem  Funkte  einer  Kurve  ist  dem- 
nach die  Tangente. 

Superoskulation  findet  statt,  wenn  auch  höhere  Differential- 
quotienteu  aus  (C)  und  (C)  übereinstimmen;  nun  folgt  aus  (C) 
7y"=0,  daher  muß,  soll  Superoskulation  bestehen,  der  Punkt  M 
auf  (C)  so  gewählt  sein,  daß  ?/"=0  ist.  Diese  Bedingung 
erfüllt  beispielsweise  ein  Wendepunkt;  darum  ist  eine  Wende- 
tangente superoskulierend,  und  zwar  in  einer  Berührung  zweiter 
Ordnung,  sofern  nicht  auch  noch  höhere  Differentialquotienten 
von  y  verschwinden. 

152.  Der  Oskulationskreis.  Unter  den  eine  Kurve  in 
einem  Punkte  oskulierenden  Linien  ist  der  Kreis  von  größter 
Wichtigkeit;  da  nämlich  oskulierende  Linien  in  einer  Zeich- 
nung selbst  auf  eine  ziemlich  beträchtliche  Umgebung  des  Be- 
rührungspunktes nur  sehr  wenig  voneinander  abweichen,  so 
kann  man  sich  von  der  Gestaltung  einer  Kurve  in  der  Um- 
gebung einer  Stelle  durch  Konstruktion  des  oskulierenden 
Kreises  am  bequemsten  eine  Vorstellung  verschaffen. 

An  die  Kurve 
(C)  y^fix) 

ist  im  Punkte  31  mit  den  Koordinaten  x,  y  der  Oskulations- 
kreis zu  legen.    Schreibt  man  seine  Gleichunor  in  der  Form 

und  differeutiiert  dieselbe  zweimal  nacheinander  in  bezug  auf  |: 

(    l-a+{ri-ß)ri'  =  0 
■     {  |l-fV-"+(r?-/3)V'-0, 

so  hat  man  nur  in  den  letzten  drei  Gleichungen  i,  =  x  zu 
setzen  und  an  die  Stelle  von  i],  ri\  ri"  die  aus  (C)  gefolgerten 
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Werte  y,  y',  y"  treten  zu  lassen,    um  die  zur  Bestimmung  der 
Parameter  des  Oskulationskreises  führenden  Gleichungen: 

{x-ay+y:y-ßy=^r'' 
X  —  U  +  {y  —  ß),/  =  () 

zu  erhalten.     Aus  denselben  ergibt  sich  sukzessive 


(12) 


,  =  ^_(i±^:v 


y" 


Der  Oskulationskreis,  der  durch  die  Parameter  (12)  be- 
stimmt ist,  hat  mit  der  Kurve  im  Punkte  M  im  allgemeinen 
eine  Berühruncj  zweiter  Ordnuntj  und  eine  solche  ist  mit  einem 
Schneiden  verbunden:  Kurve  und  Oskulationskreis  haben  also 
zu  beiden  Seiten  des  Berührungspunktes  entgegengesetzte  Lage 
gegeneinander. 

Weil  für  den  Oskulationskreis  und  die  Kurve  in  JI  die 
zweiten  Differentialquotienten  der  Ordinate  einander  gleich  sind, 
also  auch  im  Vorzeichen  übereinstimmen,  so  wendet  hier  der 
Oskulationskreis  seine  Konkavität  nach  derselben  Seite  wie 
die  Kurve. 

Wenn  zwei  Kurven  C  und  C  in  einem  Punkte  31  sich 
nach  der  zweiten  oder  einer  höheren  Ordnung  berühren,  so 
haben  sie  hier  einen  gemeinschaftlichen  Oskulationskreis,  weil 
sie  in  den  ^Stücken,  welche  die  Parameter  des  Oskulations- 
kreises bedingen,  übereinstimmen. 

Ist  für  die  Kurve  C  im  Punkte  31  y"=  0,  so  werden  die 
Parameter  des  Oskulationskreises,  nämlich  die  Koordinaten  a,  ß 
seines  Mittelpunktes  und  der  Radius  r  unendlich;  der  Kreis 
degeneriert  in  die  Tangente  der  Kurve  in  il/;  dies  ist  beispiels- 
weise auch  dann  der  Fall,  wenn  der  Punkt  31  Inflexionspunkt 
ist;  in  der  Tat  wurde  auch  gezeigt  (151),  daß  die  Inflexions- 
tangente  eine  Berührung  zweiter  Ordnung  aufweist. 
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Beispiel.     Es  sei 

y  =  ax"  -f  2h X  -\-  c 

die    gegebene  Kurve  —    eine  Parabel,    deren  Achse   der  Ordi- 
natenachse  parallel  ist  — ,  und  für  den  Punkt,  dessen  Abszisse  x 
ist,  sei  der  Oskulatiouskreis  zu  bestimmen. 
Setzt  man  die  Werte  für  //, 

ij'  =  2nx  -r  2  h 

jl"  =  2  a 
in  die  Formeln  {\2)  ein,    so    ergeben    sich   als  Parameter   des 

Oskulationskreises : 

A{ax-\-hY-\-h 


a  =  — 


r  = 


6(aa;+b)«  +  2(ac  — b^)+  1 
2a  ~ 


2a 
Für  den  Punkt  M  als  Punkt  der  Parabel  ist,  weil  y"  =  2(i, 

y"'=  0; 

für  denselben  Punkt,  als  dem  Oskulationskreise  angehörend, 
ergibt  sich  der  dritte  Differentialquotient  der  Ordinate,  indem 
man  die  zweite  Gleichung  (11)  nochmals  differentiiert  und  ?;, 
7],  if  durch  y,  y  y"  ersetzt,  also  aus  der  Gleichung 

32/V'+  (?/  — /3)j/"=0-, 
rl"  hat  demnach  auch  den  Wert  Null,  wenn 

y' y"  =  4:a(ax  +  6)  =  0 

ist,  also  für  x  =  —  ,  wofür  y  =  c  —  :  im  Scheitel  der  Pa- 
rabel  (118,  2))  und  nur  hier  findet  demnach  Superoskulation 
statt,   und    die   Parameter   des    bezüglichen   Oskulationski-eises  ^ 

sind: 

__   b  2(ac  — &^)  +  l  _    1 

"  ~         a  '        '^  ~  2a  '         *'  ~  2a   ' 

§  5.    Die  Länge  eines  Kurvenbogens   und  das 

Bogendiflferential. 

153.     Definition    der   Länge    eines   Kurvenbogens. 

Der  Begriff  der  Länge  eines  Kurvenhogens  gründet  sich  auf  die' 

Vorstellung,  daß  es  möglich  sei,  einem  biegsamen  nicht  dehn- 
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baren  Faden  die  Form  des  Bozens  zu  geben  und  ihn  dann 
auszuspannen;  in  diesem  Zustande  gestattet  er  die  Vergleichung 
mit  einer  Längeneinheit,  was  zur  Bestimmung  seiner  Länge 
führt;    diese  Länge  wird    auch   als  Länge   des  Bogens   erklärt. 

Diese  Vorstellung  läßt  sich  aber  nicht  analytisch  ver- 
werten. Um  daher  den  Begriff  der  analytischen  Behandlung 
zugänglich  zu  machen,  bedarf  er  einer  von  jener  Vorstellung 
unabhängigen  Definition,  die  aber  notwendig  zu  der  allein 
direkt  ausführbaren  Messung  gerader  Linien  zurückleiten  muß. 
Wir  formulieren  diese  Definition  folgendermaßen: 

Ein  Kurvenbogen  besitzt  dann  eine  Länge,  wenn  die  Länge 
eines  von  dem  einen  Endpunkte  des  Bogens  zum  anderen  ver- 
laufenden Sehnenpolygons  einem  bestimmten  Grenzwerte  sich 
nähert,  sobald  die  Zahl  der  Seiten  beständig  ivächst  und  jede 
einzelne  Seite  der  Grenze  Nidl  zustrebt;  dieser  Grenzivert  soll 
dann  als  Länge  des  Kurrenbogens  erJclärt  tverden. 

Der  Nachweis,  daß  der  Grenzwert  besteht,  sobald  gewisse 
Bedingungen  erfüllt  sind,  fällt  in  das  Gebiet  der  Integral- 
rechnung. Wir  nehmen  für  die  Kurven,  welche  wir  in  Betracht 
ziehen  werden,  diesen  Grenzwert  und  somit  den  Begriff  der 
Länge  als  vorhanden  an. 

154.  Das  Bogendifferential  in  rechtwinkligen 
Koordinaten.     Es  sei 

(1)  y  =  m 

die  Gleichung  einer  gegebenen,  auf  rechtwinklige  Koordinaten 
bezogenen  Kurve  3/6'  (Fig.  68);  die  Länge  s  des  Bogens  M^M, 
welcher    von    einem    festen    Punkte    il/^  Fig.  68. 

und  einem  variablen  Punkte  31  mit  der 
Abszisse  x  begrenzt  wird,  ist  eine  ein- 
deutige Funktion  von  x: 

(2)  s  =  F{x). 

Obwohl  wir  diese  Funktion  nicht  kennen, 
sind    wir    imstande,    ihren    Differential- 
quotienten in  bezug  auf  x  auf  Grund  der  Gleichung  der  Kurve 
zu  bestimmen. 

Der  Abszisse  x  -\-h  =  OP"  entspreche  der  Punkt  M'  der 
Kurve  und  der  B(jgen  JIM'  =  z/s  sei   eiförmig  gekrümmt   in 
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dem  Sinne,  daß  er  beständig  nach  derselben  Seite  konkav  ist. 
Konstruiert  man  in  den  Punkten  M  und  M'  die  Tangenten 
^I T  und  M'T',  so  begrenzen  diese  mit  der  Sehne  MM'  ein 
Dreieck  MM'  Q,  und  nach  einem  schon  von  Archimedes  be- 
nützten Axiom  ist 

MM'  <Js<MQ  +  QM'-, 
da  ferner  MQ  -j-  QM'  <  MK  +  R' M',   so  ist  in  verstärktem 
Maße 

M3r  <Js<  MK  +  R'M'. 

Nun  ist  (38,  (2)) 
MM'  =yMN^+NM'^  =yii^  -^{({x  -^  h)  -  f{x)\^ 


=  /i]/l  +f'{x+ehy: 


(3)  MR'  =  MN ■  sec  NM T^JiYl  +f' {xf  • 

und  weiter,   wenn  f{x)   an  der  Stelle  x  auch   einen   endlichen 

zweiten  Differentialquotienten  hat, 

R'M'  =  NM'-  NR'  =  fix  +  h)  -  fix)  -  MN  ■  tg NM'f 

=  M'ix)  -V  ^-^  fix  +  ^h)  -  hf'ix)  =  ^  fix  +  &h), 

wobei  0,  d-  unbestimmte  positive  echte  Brüche  bedeuten;  durch 
Einsetzung  dieser  Ausdrücke  verwandelt  sich  die  obige  Rela- 
tion in 


(4)  hyi+f'ix  +  dhy<^s<hVi  +f'ixy-{-^'-^f"ix  +  &h), 


woraus 

yi+f'ix-\-ehy  <  ^^  <yiTrW  +  y  /"'(^  +  ^'0- 

Unter  der  Voraussetzung,  daß  sich  eine  Umgebung  von 
X  angeben  läßt,  innerhalb  welcher  f{x)  stetig  sich  ändert, 
konvergieren  die  beiden  äußeren  Ausdrücke  für  limh  =  0  gegen 
die  gemeinsame  Grenze  ]/l-f/'(^)^,  und  dies  ist  auch  der 
Grenzwert  des  eingeschlossenen  Quotienten,  also  der  Differen- 
tialquotient des  Bogens  in  bezug  auf  die  Abszisse,  so  daß 

(5)  '£  =vf+rw- 

Die  Quadratwurzel  ist  positiv  zu  nehmen,  wenn  die  An- 
ordnung so  getroffen  ist,  daß  der  Bogen  s  mit  der  Abszisse  x 
zugleich  wächst  und  abnimmt. 
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Durch  Multiplikation  mit  dx  ergibt  sich  daraus  das  Bogen- 
dijferential  in  rechttvinkligen  Koordinaten 


(6)  ds=yi  +f\xydx', 

demselben  kann  eine  allgemeinere  Form  verliehen  werden,  wenn 
man  f'{x)  durch  den  Quotienten  -^  der  Differentiale  ersetzt: 
es  wird  dann 


(7j  ds=ydx^+dy^; 

während  die  Formel  (6)  zu  gebrauchen  sein  wird,  so  oft  die 
Kurve  in  der  Form  (1)  gegeben  ist,  kommt  (7)  zur  Anwen- 
dung, wenn  x,  y  als  Funktionen  eines  Parameters  ii  dar- 
gestellt sind. 

Die  geometrische  Bedeutung  des  Bogendifferentials  (6) 
geht  aus  der  Gleichung  (3)  unmittelbar  hervor;  es  driicJd  jenen 
Abschnitt  der  Tangente  im  Punkte  M  aus,  ivelcher  sich  auf  der 
Ahszissenachse  in  dieselbe  Strecke  FP'  =  dx  projiziert,  tvie  der 
Bogen  MM'  selbst. 

Für  diesen  Bogen  aber  folgt  aus  (4),  daß 

f"{x-\-&dx) 


zls<yi-Yf' ixf  dx  +  '^'-^^  — ^  dx-; 

verbindet  man  diese  Beziehung  mit  (6)  durch  Subtraktion,  so 
ergibt  sich 

Js-dsK^-^^^^dx'- 

daß  also,  dx  als  unendlich  kleine  Größe  erster  Ordnung  an- 
gesehen, zJs  und  ds  selbst  Größen  erster  Ordnung  bedeuten, 
deren  Unterschied  jedoch  eine  Größe  mindestens  der  zweiten 
Ordnung  ist.  Daraus  ist  der  Schluß  zu  ziehen,  daß  das  Ver- 
hältnis aus  dem  Bogen  z/s  und  dem  Bogendifferential  ds  den 
Grenzwert  1  besitzt. 

Denselben  Grenzwert  hat  auch  der  Quotient  aus  dem 
Bogen  z/s  und  der  zugehörigen  Sehne  MM'  =  c;  denn  aus  dem 
oben  angeführten  Werte  für  MM'  und  der  Relation  (4)  folgt 


■^^  /l/.     !  +  /■'(«•)*         ,     h        r{x  +  &h) 


2  vT+7>TW 
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der  Ausdruck  rechts  konvery^iort  aber  für  lim  h  =  0  jjegeu  die 
Grenze  1,  daher  ist  bei  demselben  Grenzübergänge  auch 

Js 


(8) 


lim 


1; 


dies  führt  zu  dem  weiteren  Schlüsse,  daß  auch  der  Unter- 
schied zwischen  dem  Bogen  und  der  Sehne  eine  Größe  min- 
destens der  zweiten  Ordnung  in  bezug  auf  h  oder  dx  ist. 

Wird  auf  einem  Kreise  vom  Radius  1  ein  Bogen  begrenzt, 
dessen  Zentriwinkel  d  (im  Bogenmaß)  als  Unendlichkleines 
erster  Ordnung  aufgefiißt  wird,  so  hat  man 


^s  =  d,  c  =  2  sin  -    =  ^  —, 


24 


+ 


lim  —  =  lim 

c        j  =  o 


1, 


Ji 


24 


155.     Das  Bogendifferential   in  Polarkoordinaten. 
Von  der  Beziehung  {S)  wollen  wir  Gebrauch  machen,  um  für 
eine  auf  ein  Polarkoordinatensystem  bezogene  Kurve   die  Auf- 
riß. 69.  gäbe  zu  lösen,   den  Differentialquo- 
tienten des  Bogens  in  bezug  auf  die 
Amplitude  zu  bestimmen. 

Sei  s  die  Länge  des  Bogens 
3IqM  (Fig.  69),  der  in  einem  festen 
Punkte  Mq  beginnend  bei  dem  va- 
riablen Punkte  31  mit  den  Koordi- 
naten r,  (p  endet-  über  den  Bogen 
MM'^'Js,  dessen  Endpunkt  31' 
die  Amplitude  (p  -{-  ^(p  hat,  machen 
wir  eine  ähnliche  Voraussetzung  wie 
im  vorigen  Artikel  und  sprechen  sie  hier  dahin  aus,  daß  der- 
selbe gegen  den  Pol  entweder  beständig  konkav  oder  beständig 
konvex  sei;  die  Sehne  3131'  dieses  Bogens  werde  wieder  mit 
c  und  der  Winkel  L3131',  welchen  sie  mit  der  Verlängerung 
des  Radiusvektors  bildet,  mit  w  bezeichnet. 
Aus  der  Formel  (8)  folgt  nuD,  daß  auch 


lim 


lim 


Jcp' 


I 
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d.  h.  daß 

ds  ,.         c 

,      =    lim  —-  • 

Aus  dem  Dreieck   O^fM'  aber  ergibt  sich 

c  :  r  =  sin  z/qp  :  siu  (ca  —  ~^(p): 


daraus  ist 

sin  z/ OD 
C  =  Y 

sin  (oj  —  z/  qp) 

und  weiter 

sinzfqp 

c           ^_           ^qp 

^qp            sin(M  —  z/qp) ' 

für  limz^qp  =  0  konvergiert  — ^ — -  gegßn  die  Grenze  1   und  co 

gegen  den  Winkel  Q,  welchen  die  Tangente  MT  mit  der  Ver- 
längerung des  Radiusvektors  einschließt  (135);  demnach  ist 

T        c  r 

Jcp^o^'P        sin©' 
und  hiermit 

(9)  ^' 


dq>         sin(9' 
und  wenn  man  für  sin©  den  Wert  aus  135  (36)  einträgt, 

(10)  lt_yr'-  +  VK 

Daraus  erhält  man  für  das  Bogendifferential  in  Tolarkoor- 
dinaten  den  Ausdruck 


(11)  ds=Y?+r'-d(p, 
der  auch  in  der  Gestalt 

(12)  ^5  =  y[^d^f+d7^ 

geschrieben  werden  kann. 

Die   geometrische  Bedeutung   des    Bogendifferentials    aber 
ergibt  sich  am  einfachsten  aus  der  Formel  (9),  derzufolge 

T 

ds  =   .^dw 
8in  0      ^ 

ist;   danach    ist   das  Bogendifferential  durch    einen  Kreisbogen 

vom  Halbmesser  -.  — „  und    vom    Zentriwinkel   dcp    darstellbar, 
sin  0  ^ 

Wenn  man   also   OF   senkrecht    zur  Tanffente  MT  und   MB 
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senkrecht  zum  Radiusvektor  zieht  und  mit  dem  Halbmesser 
OB  (der  übrigens  mit  der  Polarnorinale  übereinstimmt)  iu  den 
Winkel  LOL'  den  Bogen  SS'  beschreibt,  so  ist 

ds  =  arc  SS' . 


§  G.     Krümmung  ebener  Kurven. 
156.    Begriff  der  Krümmung,  des  Krümmungshalb- 
messers,  Krümmungsmittelpunktes  und    Krümmungs- 
kreises.   Eine  Kurve  3IqC  (Fig.  70)  sei  auf  ein  rechtwinkliges 
Koordinatensystem  bezogen.  Für  jeden  Punkt  ü/ derselben  ist  nicht 
i-Mg.  70.  allein  die  Ordinate  y  =  PM,  sondern 

auch  der  von  einem  festen  Punkte 
3Iq  an  gezählte  Bogen  s  =  3Iq  M  wie 
auch  der  Winkel  r,  welchen  die  Tan- 
gente 312'  mit  der  positiven  Rich- 
tung der  Abszissenachse  einschließt, 
als  bekannte  Funktion  von  x  anzu- 
sehen; insbesondere  ist 
(1)  T  =  Arctg?/', 

unter  Arctg  y'  den  aus  dem  Intervall 
(0,  jc)  genommenen  zur  Tangens  y'  gehörigen  Bogen  verstanden. 
W^ird  X  um  zix  geändert,  was  dem  Übergange  vom  Punkte 
31  zum  Punkte  31'  entsprechen  möge,  so  ändern  sich  s  und 
T  um  die  Größen  Js  =  aTc3I31'  und  zJt  =  T' QT,  und  es 
bedeutet 


lim 


die  Geschwindiglieit  der  Änderung  des  Bogens  an  der  Stelle  31, 
ebenso  A 


lim 

Jx  =  <) 


/ix 


die  Geschwindigkeit  der  Änderung  des  Winkels  oder  der  Rich- 
tung der  Tangente,  beide  bei  gleichförmiger  Änderung  von  x 
mit  der  Geschwindigkeit  1  (22,  1)). 

Je  rascher  sich  nun  t  im  Verhältnis  zu  s  ändert,  um  so 
stärker,  sagt  man,  sei  die  Kurve  an  der  Stelle  31  gekrümmt, 
und    man    definiert   geradezu   das  Verhältnis   der  Geschwindig- 
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keiten  in  der  Änderang  des  Winkels  t  zu  jeuer  des  Bogens  s 
als  3Iaß  der  Kriünmun<j  oder  kurzweg  als  Krümmung  der 
Kurve  im  Punkte  M.  Bezeichnet  man  die  Krümmung  mit  Ic, 
so  ist  hiernach 

z/t         dt 


(2) 


A- 


lim 
lim 


(ix 
d^ 
dx 


wofür  auch  kürzer  geschrieben  werden  kann 
(3)  h 


,.       Jr        dt 
=  lim  -—  =  -j- 


Man  nennt  das  Differential  des  Winkels  r  den  Kontingmz- 
ivinJcel  des  zu  dx  gehörigen  Bogenelements,  weil  dt  bis  auf 
unendlich  kleine  Größen  höherer  Ordnung  als  dx  den  W'inkel 
bestimmt,  welchen  die  Tangenten  in  den  Endpunkten  dieses 
Bogenelements  miteinander  einschließen.  Damit  ist  die  von 
dem  Koordinatensystem  imahhängige  Definition  gewonnen,  die 
Krümmung  einer  Kurve  in  einem  Punlde  sei  der  Quotient  aus 
dem  Kontingenzivinliel  durch  das  zugehörige  Bogendifferential  an 
der  hetreß'enden  Stelle  der  Kurve  oder  der 
Grenzwert,  dem  der  Quotient  aus  dem 
Winkel  z/r  der  Tangenten  in  M  und  M' 
durch  den  Bogen  3IM'  selbst  bei  bestän- 
diger Annäherung  von  31'  an  31  zustrebt. 

Aus  der  Gleichung  (3)  folgt: 


Fig.  71. 


(4) 


ds  =  j^  dt ; 


dies  besagt,  daß  das  Bogendifferential  und  daher  bis  auf  Größen 
höherer  Ordnung  auch  das  Bogenelement  3131'  selbst  als  Bogen 

eines  Kreises  vom  Halbmesser  ..und  vom  Zentriwinkel  c?t  an- 
gesehen werden  kann.  Bezeichnet  man  den  Halbmesser  dieses 
Kreises  mit  q  und  seine  Krümmung  in  irgend  einem  Punkte 
mit  Ic^,  so  ist  (Fig.  71) 

zJSy  =  Q'dr^, 
daher 

Ä\  =  lim  -    '  =  - 
1  ^«1  Q 
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und  vermöge 

(5)  Q  =  j 


ist 

A- =  /,-,; 

d.  h.  der  betrachtete  Kreis  hat  in  allen  seinen  Punkten  dieselbe 
Krümmuncr,  wie  sie  der  Kurve  im  Punkte  M  zukommt.  Aus 
diesem  Grunde  wird  sein  Radius  q,  welcher  das  Reziprok  der 
Krümmung  bedeutet,  Krümmungsradius  der  Kurve  im  Punlde  M 
genannt. 

Trägt  man  (Fig.  70)  q  auf  der  Normale  in  M  vom  Punkte  M 
aus  nach  derjenigen  Seite  ab,  nach  welcher  die  Kurve  konkav 
ist,  und  beschreibt  man  aus  dem  so  erhaltenen  Punkte  il 
einen  Kreis  vom  Halbmesser  q  in  der  Ebene  der  Kurve,  so 
wird  der  dem  Punkte  M  zunächst  gelegene  Bogen  dieses  Kreises 
sich  nur  sehr  wenig  von  den  angrenzenden  Bogenelementen 
der  Kurve  unterscheiden;  man  bezeichnet  den  so  gezeichneten 
Kreis  als  den  Krümmungslcreis  und  seinen  Mittelpunkt  Si  als 
den  Krümmungsmittelpunht  der  Kurve  im  Punkte  M. 

157.  Darstellung  in  rechtwinkligen  Koordinaten. 
Der  analytische  Ausdruck  für  den  Krümmungshalbmesser  er 
gibt  sich  auf  Grund  der  Gleichungen  (2)  und  (5)  wie  folgt. 
Aus  (1)  erhält  man 

dt^  ^      y" 

dx       1  -f  2/'" ' 


nach  154,  (5)  ist 


|£  =  yj^Y-'; 


dx 
daraus  folgt  die  Krümmung 

(6)  h  =     ^^ 

und  der  Krümmungshalbmesser 

(7)  P-<'i?^. 
V  /  y 

Hierzu  ist  folgendes  zu  bemerken.  Die  Zählung  des  Bogens  s 
soll  derart  erfolgen,  daß  er  mit  der  Abszisse  x  zugleich  wächst; 
dann  ist  die  Quadratwurzel  in  dem  Ausdrucke  (7)  positiv  (154) 
und  das  Vorzeichen  von  q  stimmt  mit  jenem  von  y"  überein. 
Es  ergibt  sich  also  unter  dieser  Voraussetzung  q  positiv  in  einem 
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Punkte,  in  welchem  die  Kurve  konkav  nach  oben,  und  neo-ativ 
in  einem  Punkte,  wo  sie  konkav  nach  unten  ist  (HG)-  In 
einem  Wendepunkte  ist  y"  =  0,  der  Krümmungsradius  wird  dort 
unendlich,  die  Krümmung  Null,  der  Krümmungskreis  geht  in 
eine  Gerade,  die  Wendetangente,  über. 

Die  eben  getroffene  Festsetzung  kommt  auf  dasselbe  hin- 
aus wie  die  folgende.  Man  lasse  die  positive  Richtung  der 
Tangente  der  wachsenden  Abszisse  entsprechen  und  erzeuge  aus 
ihr  die  positive  RicJätoig  der  Normale  durch  positive  Drehung  um 
einen  Rechten;  dann  soll  die  Krümmung  und  der  Krümmungs- 
radius positiv  oder  negativ  sein,  je  nachdem  der  Krümmungs- 
mittelpunkt auf  die  positive  oder  die  negative  Normale  zu 
liegen  kommt. 

Bezeichnet  man  die  Koordinaten  des  Krümmungsmittel- 
punktes mit  xJiJq,  den  Winkel  der  positiven  Normale  mit  der 
positiven  Abszissenachse  mit  v,  so  ist  unter  allen  Umständen, 
d.  h.  bei  jeder  Anordnung  der  Figur 

Po  -  ^  =  ?  cos  V, 

^I/o^y  -  Q  sin  v; 

da  ferner  v  =  t  +  -\^- ,  je  nachdem  t  spitz  oder  stumpf,  so  ist 

.  1 

somit  ergibt  sich 

1  y' 

Sm    l'   =     -=:Lr=:    :  ,         COS   V   ^ 


die  Wurzel  positiv,  weil  sin  v  positiv  ist;  hiermit  und  mit  Be- 
nutzung von  (7)  hat  man  aus  (8): 


Tq  =  X 

Die  Vergleichung  der  Formeln  (7)  und  (9)  mit  jenen  152,(12) 
führt  zu  dem  Satze:  Der  KrünimungsJcreis  einer  Kurve  in  einem 
ihrer  Punlie  stimmt  mit  dem  OslulationsJcreise  üherein. 

Aus  diesem  Zusammenhanq;  ergeben  sich  die  folgenden 
geometrischen  Beziehungen  zwischen  dem  Krümmungskreis  und 
der  Kurve.     Da   die  Oskulation   in  der  Regel  eine  Berührung 
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der  zweiteil  Ordnimg  ist,  so  befindet  sieh  die  Kurve  in  hin- 
reichender Nähe  des  Kurvenpunktes  M  auf  einer  Seite  des- 
selben innerhalb,  auf  der  andern  Seite  außerhalb  des  Kriim- 
mungskreises.  Xur  in  Punkten,  wo  Superoskulation  stattfindet 
und  diese  von  ungerader  Ordnung  ist,  liegt  die  Kurve  in  der 
beiderseitigen,  entsprechend  begrenzten  Umgebung  innerhalb 
oder  außerhalb  des  Krümmungskreises;  man  bezeichnet  solche 
Punkte  als  Scheitel  der  Kurve. 

Die  Formeln  (6),  (7)  und  (9)  sind  unter  der  Annahme 
abgeleitet  worden,  daß  die  Abszisse  x  als  unabhängicre  Variable 
gelte.  Um  die  Formeln  für  eine  beliebige  unabhängige  Variable 
zu  erhalten,  braucht  man  nur  wieder  von  der  Formel  (3)  aus- 
zugehen und  y'  durch  den  Quotienten  -,-  der  Differentiale  zu 
ersetzen.     Dann  erhält  man  aus 

T  =  Arctg  ,^ 
=•  dx 

durch  Differentiation 

(Ixd-y  —  dy  d-x 

,    dx*  dxd'y  —  dyd^x 

^         iT^Z  ^   '    dx'+Ty^—'^ 

^  dx* 
ferner  ist  laut  154,  (7) 

ds  =  ydx"-  +  dtf, 

daher  nach  (3)  und  (5): 
/,,  .s  ,        dxd-y  —  dyd*x 

^     ^  {dx*-\-dy*)i 

und 

n*)  {dx*-{-dy*)i 

^      ^  "       dxd*y  —  dyd*x 

Aus 

,  dx 

tg  V  == r~ 

°  dy 

erhält  man  weiter 

dx  dy 

Sm    V   =  ^rr  ,  cos    V   =   -r^r  — 

ydx*-\-dy-  ydx*+dy* 

und  hiermit  auf  Grund  von  (8): 

^  _   {dx*-\-dy*)dy 

(9*) 


^       "^       dxd*y  —  dyd*x 

\y    _        1     {dx*-j-dy')dx 
\  Jo       '^    '^  dxd-y  —  dyd^OL 
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In  allen  diesen  Formeln  hat  die  Quadratwurzel  das  nämliche 
Vorzeichen  wie  dx  zu  bekommen,  damit  sin  v  positiv  sei;  das 
Differential  der  unabhängigen  Variablen,  also  des  Parameters, 
wird  dabei  immer  als  positiv  angesehen. 

Ist  die  Kurve  in  der  Form  f{x,  ^)  =  0  gegeben,  so  ersetze 
man  in  (7)  und  (9)  y'  und  \j"  durch  die  aus  57,  (9)  und  (10) 
resultierenden  Werte  und  erhält  so  die  Formeln: 

(■7**)  p=  {U'+tV)i 


txxty    -\-  "'ifxyfxty        fyyfx 
(fx'-\-fy')fx 


(9**) 


fxxfy    —  2  txytxfy  "V  fyyfx 
fxxfy  ^fxy  fxfy -\- fyyfx 


Der  invariante  Charakter  des  Krümmungshalbmessers,  der 
geometrisch  unmittelbar  einleuchtet,  ist  an  der  Form  (7*) 
leicht  zu  erweisen.  Wendet  man  nämlich  auf  dieselbe  die 
orthogonale  Transformation  (67,  (2)) 

X  =  a^'X^  -\-  h^ij^  +  q         a^^  +  «2^  =1         a^   -\-  &i'"  ==  1 

y  =  «2^1  +  feg^/i  +  (^i         h'  +^2=1  ^2^  +  h^  =  1 

a^h^  -\-  a^h.2  =  0    ci^a^  +  \h.y  =  0 
an,  so  wird 

dx  =  a^dx^   ~\- ^i^Vii         dy  =  a^dx^    -\-h^dy^, 

d^x  =  a^d^Xy  -\-  h^d^^y^,       d-y  =  a<,d-x^  +  \d^yi, 
daraus 

dx^  -f  dy^  =  dx^-  +  dy^^ 

\dxdy  «1  &j    dx^  dy^ 

^d^xd^yl        a^h^    d^x^d^y^ 

infolgedessen   verwandelt    sich    der    bezeichnete  Ausdruck   für 
Q  in 

^{dx^d^y^  —  dy^^d^x^)^ 

und  da  der  Modul  z/   der  Transformation   den  Wert  +  1  oder 

1   hat,   so  ist   die  Invarianz   des  absoluten  Wertes  erwiesen; 

das  Vorzeichen   hängt  in   der  Tat  vom  Koordinatensystem   ab. 

Czuber:  Vorlesungen.     I.     3.  Aofi.  27 
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158.  Der  Krümmungsmittelpunkt  als  letzter  Schnitt 
zweier  benachbarten  Normalen.  Der  Krümmungsmittel- 
punkt kann  geometrisch  noch  in  anderer  Weise  charakterisiert 
werden.  Es  ist  nämlich  der  KrüniniungsniiftelpunJd  zu  dem 
Punkte  M  die  Grenze,  gegen  uelche  sich  der  SchnittpunJd  der 
Normale  in  M  mit  der  Normale  in  31'  hinhewegt,  ivenn  M'  auf 
der  Kurve  unaufliörlich  dem  Funlde  M  sich  nähert. 

Wir  wollen  dies  gleich  unter  der  allgemeinen  Voraus- 
setzung nachweisen,  daß  x,  y  als  Funktionen  eines  Parameters 
u  gegeben  sind.  Dann  ist  die  linke  Seite  der  Gleichung  der 
Normale  im  Punkte  31  (133,  (21)): 

(10)  (I  -  x)dx  +  (r?  -  y)dy  =  0 

nach  Unterdrückung  des  Faktors  dti  eine  Funktion  von  ^,  rj,u 
und  werde  als  solche  durch  F(|,  i],  ii)  bezeichnet,  so  daß  an 
Stelle  von  (10)  geschrieben  werden  kann: 

(11)  F(|,  7?,iO  =  0; 

die  Normale  in  31',  welchem  Punkte  der  Parameter  u  -\-  z/m 
zukommen  möge,  ist  durch 

(12)  F(|,  1],  u  -f  z/w)  =  0 

dargestellt.  An  die  Stelle  der  Gleichungen  (11)  und  (12) 
können  auch  (11)  und 

gesetzt  werden.  Aus  diesen  wäre  der  Schnittpunkt  der  beiden 
Normalen  zu  bestimmen;  da  es  sich  aber  um  seine  Grenzlage 
handelt,  so  lasse  man  in  (13) z/m  gegen  Null  konvergieren; 
dadurch  geht  diese  Gleichung  über  in 

dV{^,7l,u)  _^ 

du      ~ "' 

oder  aber,  in 

(13*)  dji^,  n,  m)  =  0 

und  diese  bestimmt  mit  (11)  zusammen  den  Grenzpunkt.  Seine 
Koordinaten  ergeben  sich  also  aus 

^     ^  \{^-x)(Px-\-{ri-y)d'y^dx^  i-dy^ 

I 
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durch  Auflösung  in  bezug  auf  t  und  7^5  diese  liefert  aber 

dxd^y  —  dyd-x 

{dx^  -\-  dy^)dx 

''  ^■^^  "^  dxd^y  —  dyd^x' 

Werte,  die  in  der  Tat  mit  den  in  (9*)  gefundenen  Koordinaten 
des  Krümmungsmittelpunktes  übereinstimmen.  Dabei  ist  die 
Voraussetzung  gemacbt,  daß 


dx  dij 


+  0, 


daß  also  der  Punkt  x/y  nicht  Wendepunkt  sei  (14:6).  Für 
einen  solchen  wird  der  unendlich  ferne  Punkt  der  Normale 
Krümmungsmittelpunkt. 

159.  Die  Evolute  einer  Kurve.  Evolventen.  Der 
Ort  der  Krümmungsmittelpunkte  einer  gegebenen  Kurve  ist 
eine  neue  Kurve,  welche  man  als  Evolute  der  gegebenen  be- 
zeichnet,  während  diese  eine  Evolvente  von  jener  genannt  wird. 
Die  Namen  sind  in  gewissen  Eigenschaften  dieser  Linien  be- 
gründet,  welche  alsbald  nachgewiesen  werden  sollen. 

Was  zunächst  die  Gewinnung  der  Gleichung  der  Orts- 
kurve der  Krümraungsmittelpunkte  oder  der  Evolute  anlangt, 
so  ist  folgendes  zu  bemerken.  Ist  die  Kurve  in  einer  der 
Formen  y  =  F{x)  oder  f(x,  y)  =  0  gegeben,  so  hat  man  zwi- 
schen ihrer  Gleichung  und  den  beiden  Gleichungen  (9),  be- 
ziehungsweise (9**),  die  Koordinaten  :/,  y  zu  eliminieren,  um 
die  Beziehung  zwischen  x^,  t/^,  d.  i.  die  Gleichung  der  Evolute 
zu  erhalten.  Wenn  hingegen  die  Kurve  durch  einen  Parameter, 
also  in  der  Form  x  =  cp{ii),  y  =  ■([^{u)  dargestellt  ist,  so  hat 
man  zwischen  diesen  und  den  beiden  Gleichungen  (9*)  die 
Variablen  x,  y,  u  zu  eliminieren,  um  zu  demselben  Ziele  zu 
gelangen. 

Um  die  charakteristischen  Eigenschaften  der  Evolute  zu 
erweisen,  gehen  wir  von  den  Gleichungen  (14)  aus,  welche 
zwischen  den  Koordinaten  x/y  eines  Punktes  der  gegebenen 
Kurve  und  den  Koordinaten  x^/yQ  des  Krümmungsmittelpunktes, 
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also  des  ihm  zugeordneten  Punktes  der  Evolute,  die  folgenden 
Beziehungen  zum  Ausdruck  bringen: 

{Xq  -  x)d^-x  +  (?/o  —  y)d^'y  =  dx-  +  äif. 
Differentiiert  man  die  erste  dieser  Gleichungen,  so  ergibt  sieb 
zunächst 

{dxQ-dx)dx  +  {dyQ-dy)dy  +  {xQ-x)d-x  +  {yQ-y)d^y  =  0, 

und  dies  reduziert  sich  im  Hinblick  auf  die  zweite  Glei- 
chung auf 

(15)  dx^dx  -\-  dy^dy  =  0, 

woraus 

dx 
Diese  Gleichung  besagt,  daß  die  Taugenten  in  zusammen- 
gehörigen Punkten  der  gegebenen  Kurve  und  ihrer  Evolute 
senkrecht  aufeinander  stehen;  da  nun  der  Punkt  x^jy^  in  der 
Normale  des  Punktes  xjy  liegt,  so  folgt  daraus  der  Satz:  Die 
Normalen  der  gegehenen  Kurve  sind  Tangenten  der  Evolute. 
Aus  den  Gleichungen  157,  (8): 

Xq  —  X  =  Q  cos  V 

?/o  —  2/  =  P  sin  V,  J 

welche  die  Beziehungen  zwischen  den  Koordinaten,  dem  Krüm- 
mungshalbmesser und  dem  Richtungswinkel  der  Normale  eines 
Punktes  der  gegebenen  Kurve  und  den  Koordinaten  des  zu- 
geordneten Punktes  der  Evolute  darstellen,  erhält  man  durch 
Differentiation : 

dxQ  —  dx  ^  dg  cos  v  —  q  sin  vdv 
dy^  —  dy  =  dg  sin  v  -^  q  cos  vdv; 

bildet  man  die  Summe  dieser  Gleichungen,  nachdem  man  sie 
vorher  quadriert  hat,  unter  Rücksichtnahme  auf  (15),  so  ent- 
steht: 

dXf,^  -\-  dy^^  -\-  dx^  +  dy^  =  dQ^  -f  Q^dv^; 

nun  ist  aber  dx^-  +  dy^^  das  Quadrat  des  Bogendifferentials  ds^ 
der  Evolute,  dx^  -f  dy^  das  Quadrat  der  zugeordneten  Bogen- 
differentials ds  der  gegebenen  Kurve;  da  ferner  der  Winkel  v 
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der  Normale  mit  der  Abszissenachse  dem  Betrage  nach  um 
ebensoviel  sich  ändert  wie  der  Winkel  r  der  Tangente,  so  ist 
(Iv^  =  dr-'j    daher   läßt   sich   die  letzte   Gleichung  in  der  Form 

ds^^  +  ds-  =  dQ-'  -f  Q^dt' 
schreiben,  und  da  mit  Rücksicht  auf  die  Formeln  150,  (3),  (5) 
p  =  -7-  ist,  so  reduziert  sie  sich  auf 

dsQ-  =  dg^, 
woraus 

(17)  dsQ  =  ±dQ. 

In  zusammengehörigen  Punlien  der  Evolute  und  der  gegebenen 
Kurve  haben  die  FmiMionen,  u-elche  den  Bogen  der  ersteren  und 
den  Krümmungshalbmesser  der  letzteren  ausdrücken,  dem  Betrage 
nach  gleiche  Differentiale,  bei  demselben  Differential  der  unab- 
Itängigen  Variahlen. 

Von  den  beiden  Vorzeichen  gilt  das  obere  oder  untere,  je 
nachdem  Sq  und  q  in  gleichem  oder  im  entgegengesetzten  Sinne 
sich  ändern. 

Solange  ein  und  dasselbe,  z.  B.  das  positive  Vorzeichen 
gilt,  können  sich  die  Funktionen  5^  und  q  nur  um  eine  Kon- 
stante unterscheiden  (38);  also  ist  dann 

wendet   man    diese    Gleichung   auf   den    Anfangspunkt  ü^    der 
Zählung    für    die    Bögen    der    Evolute     an, 
welchem  auf  der  gegebenen  Kurve  C  (Fig.  72) 
der  Punkt  J/^  mit  dem  Krümmungsradius  q^ 
entsprechen  möge,  so  lautet  sie: 

0  =  Pi  +  c 

und  gibt  in  Verbindung  mit  der  obigen: 

(18)  So  =  p  —  Q^. 

Hiernach  ist  ein  Bogen  Sl^^il  der  Evolute  gleich  der  Diffe- 
renz der  in  seinen  Endpimliten  endigenden  Krümmungsradien 
J/^üj,  MSI  der  gegebenen  Kurve,  vorausgesetzt,  daß  der  Krüni- 
mungsradius  von  M^  bis  31  in  gleichem  Sinne  sich  ändert. 

Weil  die  Bestimmung  von  q  nur  Differentiationen  er- 
fordert,  so   ist   es   zufolge  der  Beziehung  (18)  möglich,   einen 
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beliebigen  Bogen  der  Evolute  einer  gegebenen  Kurve  bloß  mit 
Hilfe  der  Differentialrechnung  zu  bestimmen. 

Auf  die  durch  (18j  ausgedrückte  Eigenschaft  gründen  sich 
die  Namen  Evolute  und  Evolvente.  Befestigt  man  nämlich 
einen  biegsamen,  nicht  dehnbaren  Faden  von  der  Länge  q  ==  31SI 
mit  dem  einen  Endpunkte  in  fl,  legt  ihn  an  den  Bogen  SlSl^ 
so  an,  daß  er  ihn  bei  Sl^  in  tangentialer  Richtung  verläßt,  so 
kommt  der  andere  Endpunkt  des  Fadens  nach  il/j.  Wird  nun 
der  Faden  bei  fortwährender  Spannung  von  der  Kurve  ßiij 
abgewickelt,  so  beschreibt  sein  freier  Endpunkt  den  Bogen  M^M 
der  gegebenen  Kurve.  Auf  die  Evolute  ist  also  der  Faden  auf- 
gewickelt und  die  Evolvente  entsteht  durch   seine  Ahivickelumj. 

Auch  jeder  andere  Punkt  des  Fadens  il^M^  und  seiner 
Fortsetzung  über  M^  hinaus  beschreibt  eine  Linie,  die  wie  C 
die  Eigenschaft  hat,  auf  der  Richtung  des  Fadens  überall  senk- 
recht zu  sein.  Zu  einer  Kurve,  als  Evolute  aufgefaßt,  gehören 
also  unzählich  viele  Evolventen.  Über  ihr  System  wird  in  der 
Litegralrechnung  des  näheren  gesprochen  werden. 

Treffen  Evolute  und  Evolvente  in  einem  Punkte  üg  '^^^' 
sammen,  so  ist 

5i^  M^  =  arc  ^^  üg 

S13I  =  arc  i^5^2 

usw. 

Diese   Gleichungen   charakterisieren   die  Kurve  Jfj  M  als   eine 
Evolvente  der  Kurve  ü^ß. 

Hat  die  gegebene  Kurve  einen  Wendepunkt,  so  ist  die 
zugehörige  Normale  Tangente  der  Evolute  in  einem  unendlich 
fernen  Punkte,  also  Asymptote  derselben.  Erlangt  der  Krüm- 
mungsradius der  gegebenen  Kurve  in  einem  Punkte  einen  ex- 
tremen Wert,  so  ist  die  Normale  in  diesem  Punkte  Tangente 
an  zwei  Aste  der  Evolute  und  diese  weist  also  eine  Spitze  auf. 

160.  Beispiele,  betreffend  die  Bestimmung  von 
Krümmungsradien,  KrümmungsmittelpunktenundEvo- 


P       'f  P 

y     ^  y 

und  hiermit  ergibt  sich  der  Krümmungshalbmesser,  je  nachdem 


luten.     1 )   Für  die  Farahel  y^  =  "Jpx  ist  y'  =  ~   ,  y"  ^  — 
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man  ihu  clurcb  die  Ordinate  oder  durch  die  Abszisse  ausdrückt: 


Q  = 


Q  = 


{p-\-2x)i_ 


pi 


vom  Vorzeichen,  das  für  y  >  0  negativ  und  für  y  <  0  positiv 
ausfällt,  ist  dabei  abgesehen  worden. 

Die  Ausführung  der  Gleichungen  157,  (9)  gibt: 


yo  = 


eliminiert  man  mit  Zuhilfenahme  der  Kurvengleichung  x  und  y, 
80  kommt  man  zu  der  Gleichung 

welche  die  Evolute  darstellt;  diese  ist  also  eine  algebraische 
Kurve  von  der  dritten  Ordnung  und  führt  den  Namen  semi- 
kubische oder  Neil  sehe  Parabel  (134,  1)). 

Der  Krümmungsradius  hat  im  Scheitel  den  kleinsten  Wert 
=  P]    der    Punkt   jj/O    ist    also    eine  Fig.  7:5. 

Spitze  der  Evolute. 

Weil  Xq-x=2(x+  f)  die  Pro- 
jektion der  Strecke  3fSl  (Fig.  73) 
auf  der  Abszissenachse  und  ic  -j-  ^  die 
Projektion  der  Strecke  QM  der  Nor- 
male zwischen  der  Leitlinie  liH'  und 
dem  Punkte  31  auf  derselben  Achse 
ist,  so  ist  auch  3[P.  =  2Q3I.  Man 
erhält  demnach  den  Krümmuncjshalb- 
messer  eines  Punktes  der  Parabel  durch 
Verdoppelung  des  Abschnittes  der  Normale,  welcher  durch  die 
Leitlinie  der  Parabel  gebildet  wird. 

Der    Bogen   SP^    der    Neil  scheu    Parabel,    als    Differenz 

ischen  J/.Q  und   OS,  hat  den  Ausdruck  ^^-^i^-p.*) 


ZWIS 


P' 


*)  Diea  ist  das  erste  Beispiel  einer  algebraischen  Berechnung  eines 
Kurvenbogens,  von  Neil  1657  (Philos.  Trans.  1673)  ausgeführt. 
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2)  Aus  der  bekaiinteu  Konstruktion  der  Ellipse  mittels 
zweier  mit  den  Radien  a,  h  beschriebeneu  konzentrischen  Kreise 
(Fig.  74)  ergibt  sich  folgende  Darstellung  derselben.  Wählt 
man  den  Winkel  BOK=  (p,  welchen  der  Halbmesser  OK, 
aus  dem  sich  der  Punkt  M  der  Ellipse  ableitet,  mit  der  kleinen 

Achse  einschließt,  als  veränderlichen 
Parameter,  so  drücken  sich  die  Koor- 
dinaten OF,  Pi)/ vom  31  wie  folgt  aus: 


(20) 


a;  =  a  sin  ^ 
y  =  h  cos  (p] 
P  \  ^    man  nennt  (p  die  exzentrische  Anomalie 
des  Punktes  M. 

Auf  Grund  dieser  Gleichungen  er- 
gibt die  Formel  157,  (7*)  den  Krüm- 
mungsradius (seinem  absoluten  Werte 
nach) 


Q  = 


\a-  —  {a^  —  b^)  sin^  (p]i 


ab 


woraus  sich  seine  extremen  Werte  unmittelbar  erkennen  lassen: 

der    größte    für    (p  =  0    gleich    -j-,    der    kleinste    für   (p  =  ^ 

gleich  — ;  man  konstruiert  sie,   indem  man  zu  Ä'B  die  Senk- 

rechten    A'D    und    JjE    errichtet,    wodurch    OD  =  -r-     und 

OE  =        erhalten  wird. 
a 

In  Ausführung  der  Formeln  157,  (9*)  findet  man  ferner: 


Xr\    


Vo 


a^—b^ 
a 

a'  —  b' 


sm"*  (p 


COS"*  9); 


wird  zur  Abkürzung 
a^  —  b'- 


OE  =  OA. 


B0=  OB^==bo 


gesetzt  und  cp  eliminiert,  so  folgt 
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als  Gleichung  der  Evolute  der  Ellipse.  Es  ist  eine  aus  vier 
gleichen  Quadranten  von  der  Form  AqJ}q  zusammengesetzte 
Kurve  mit  vier  Spitzen;  auf  rationale  Fonn  gebracht  lautet 
ihre  Gleichung: 

((f:r+(fr-ir=-2^(fr(ifr 

und  läßt   erkennen,   daß  es   eine   Kurve   sechster  Ordnung  ist. 

Die  Länge  des  Quadranten  AqBq  der  Evolute  ergibt  sich 

als  Differenz  zwischen  dem  größten  und  kleinsten  Krümmungs- 

ßS ^3 

halbmesser,    ist   also  gleich    — , — 
'  *=  ab 

Setzt  man  in  den  Ausdrücken  für  a^,  h^  an  Stelle  von  b 
das  Produkt  hY  —  1,  so  daß 

a- -{- b-  ,  a- -\- b^  , 

wird,  so  geht  die  Gleichung  (21)  über  in 


©'-(lf=i' 


Po 

und  dies  stellt  die  Evolute  der  Hyperbel  von  den  Halbachsen 
a,  b  dar,  weil  durch  den  gleichen  Prozeß  die  Gleichung 

a*  ^   fc«         ^ 
der  Ellipse  in  die  Gleichung  der  Hyperbel  sich  verwandelt. 
3)  Bei   dem  Cartesischen  Blatt  (129,  3)   und  Fig.  35   da- 

x^  —  ?>axij  -^  iß  =  0 
ist  die  Frage  nach  dem  Krümmungsradius  im  Ursprung  inso- 
fern unbestimmt,  als  sich  dort  zwei  Aste  der  Kurve  schneiden; 
wegen  der  Symmetrie  in  bezug  auf  die  Halbierende  des  Koordi- 
natenwinkels haben  aber  beide  dort  dieselbe  Krümmung;  es  ist 
also  gleichgültig,  für  welchen  Ast  man  q  bestimmt.  Wir 
wählen  dazu  den  Ast,  der  die  Abszissenachse  berührt,  haben 
es  also  mit  dem  Punkt 

x  =  0,         tj  =  0,         y'=0 

zu  tun  und  brauchen  für  ihn  nurmehr  ?/"  zu  bestimmen.     Nun 

gibt  zweimalige  sukzessive  Differentiation  der  Kurvengleichung 

x^  —  ay  —  axij'  -\-  ißij  =  0 

2x  —  2ay'  —  axy"  +  2yy'^+  y-y"  =  0; 
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die  erste  dieser  Gleicliungeu  wird  durch  die  obigen  Werte  tat- 
sächlich befriedigt,  die  zweite  aber  liefert  keine  Bestimmung 
für  ?/";  ditfereutiiert  man  sie  nochmals: 

'2  —  day"  -  axy"  +  2/-'  +  ^yy'xj"  +  y-y"  =  0, 

2 

SO  gibt  dies  für  den  betrachteten  Punkt  y"=-;7-,  folglich 

3a 
^=-2-- 

4)  Für  die  Lemniskate  (132,  2)) 

in  den  Berührungspunkten  der  Doppeltangenten  den  Krüm- 
mungsradius zu  bestimmen. 

Die  Lemniskate  hat  zwei  Doppeltangenten,  das  sind  Ge- 
rade, welche  sie  zweimal  an  verschiedenen  Stellen  berühren; 
beide  sind  der  a:- Achse  parallel.  Man  bekommt  ihre  Berührungs- 
punkte, indem  man  in  der  nach  x  differentiierten  Kurven- 
gleichung: 

2{x^  -f  y^-){x  +  yy')  -  a^(x  —  yij)  =  0 

y'  =  0  setzt  und  hierauf  aus  beiden  x,  y  rechnet;  mau  erhält 
für  den  Punkt  im  ersten  Quadranten  —  und  es  genügt,  diesen 
allein  zu  betrachten  — 

•^=2  1/1'       ^  =  y1/t'      ^'^^- 
Um  sein  y"  zu  finden,  hat  man  in  dem  Ergebnis  der  zweiten 
Differentiation: 

4{x  +  yy'r--\-2(x'+y')(l-hy''  +  yy")-aHl-y''-yy'J^0 

31/2 

diese  Werte    einzusetzen    und   bekommt  so    </"= —-;   mit- 

^  2«  ' 

hin  ist 

al/2 

5)  Die  Bedingung,  unter  welcher  q  oder 

einen    extremen   Wert    erlangt,    ergibt    sich   durch  Nullsetzen   ■ 

der  Ableitung  -j-^  und  lautet,  wenn  man  von  Wendepunkten 

gleich  absieht: 

dy'y"-  -  (1  +t/^)y"'=0. 
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Zu  tlemselbeii  Resultat  führt  die  Forderung,  daß  der  Os- 
kulationskreis  superoskuliere;  denn  differentiiert  man  die  zweite 
Gleichung  (11),  152: 

1  +  rl'  +  (7j  -  ^) V  =  0 
nochmals  und  eliminiert  hierauf  /3,  so  ergibt  sich 
3>/,;"^-(l+V^)r  =  0, 

was    sofort  in    die   obige  Gleichung  übergeht,    wenn  man   die 
Berührungsbedingungen  einführt. 

In  jedem  Punkte  also,  wo  der  Krümmungsradius  einen 
extremen  Wert  annimmt,  findet  Superoskulation  statt.  Als 
Scheitel  soll  aber  ein  solcher 
Punkt  nur  dann  bezeichnet 
werden,  wenn  die  Superosku- 
lation von  ungerader  Ord- 
nung ist. 

6)   Für  die  gemeine  Zy- 
Tdoide  (130,  a))  ergibt  sich  auf 
Grund  der  Gleichungen 
X  =  a{u  —  sin  u) 
y  =  a{\  —  cos  ii) 

mit  Zuhilfenahme    derselben  Formeln   wie   im   Beispiel  2)   zu- 
nächst der  absolute  Wert  des  Krümmungshalbmessers 


p  =  4a  sin 


2  ' 


da  die  Länge  der  Normale  N  =  MA  =  2a  sin  —  (Fig.  75)  ist, 

so   wird    der   Krümmungshalbmesser   durch  Verdoppelung   der 
Normale  erhalten. 

Weiter  findet  man 

Xq  =       a  (m  -f-  sin  u) 

Pq  =  —  a(l  —  cos  m); 

wird   eine  Translation   des  Koordinatensystems   ausgeführt  ge- 
mäß den  Gleichungen 

^0  =  ^0  +  ^(t. 

2/o  =  ^0  -  '^a, 
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so  hat  mau  für  die  ueuen  Koonliuuten  die  Ausdrücke: 
x'q  =  a(ti  —  :r  -f-  sin  u)  =  a(H  —  ;r  —  sin  {u  —  7t)) 
y'o  =  a(l  +  cos  u)  =  a(l  —  cos  {u  —  n)), 

oder,  wenn  noch  a  —  7t  =  u'  gesetzt  wird: 
x'o  =  a(i<'  —  sin  u') 
2/Ö  =  a(l  —  cos  u'). 

Daraus  geht  hervor,  daß  die  Evolute  der  gemeinen  Zy- 
kloide eine  ihr  kongruente  Zykloide  ist,  gegen  sie  verschoben 
im  Sinne  der  a:-Achse  um  na,  im  Sinne  der  Ordinatenachse 
um  —2a. 

Die  Länge  des  Bogens  OC^  der  Evolute  ist  gleich  dem 
Unterschiede  der  Krümmungsradien  in  C  und  0:  der  erste  ist 
4a,  der  zweite  0,  daher  arc  OCQ  =  arc  0(7  =  4a  und  arc  OCB 
=  8a. 

161.  Fortsetzung.  Krümmungsmittelpunkte  der 
Rollkurven.  Als  Beispiel  einer  infinitesimal -geometrischen 
Betrachtung  wollen  wir  die  Bestimmung  des  Krümmungshalb- 
messers und  Krümmungsmittelpunktes  einer  Rollkurve  vor- 
nehmen, eine  Aufgabe  zugleich,  die  wegen  ihrer  Allgemeinheit 
und  Ti-agweite  von  Bedeutung  ist. 

Bezüglich  der  Definition  der  Rollkurven  sei  auf  130  ver- 
wiesen. Der  Betrachtung  braucht  aber  nicht  eine  „beliebige" 
Polbahn  und  Polkurve  zugrunde  gelegt,  sie  darf  vielmehr  auf 
den  Fall  beschränkt  werden,  daß  beide  Linien  Kreise  sind. 
Denn,  um  für  einen  Punkt  einer  beliebigen  Rollkurve  den 
Krümmungsmittelpunkt  zu  bestimmen,  kann  man  Polbahn  und 
Polkurve  durch  ihre  Oskulationskreise  im  momentanen  Dreh- 
pol ersetzen,  das  Resultat  des  infinitesimalen  Abrollens,  soweit 
die  Krümmung  in  Betracht  kommt,  wird  dadurch  nicht  ge- 
ändert. 

In  Fig.  76  seien  K^  der  feste,  K  der  bewegliche  Kreis, 
0^,  0  ihre  Mittelpunkte,  Aq  der  momentane  Drehpol.  Bei 
einer  Fortsetzung  der  rollenden  Bewegung  wird  der  Punkt  A 
des  beweglichen  Kreises  auf  den  Punkt  Ä^  des  festen  zu  liegen 

kommen;  dabei  ist 

AqA  =  AqAi  =  A6 

und    kommt  A0   m   die  Verlängerung  von    O^^^;    man   kann 
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diese  Endlage  aucli  durch  Translation  der  Fi<2,ur  K  uui  die 
Strecke  AA^  und  nacbherige  Drehung  um  die  Summe  z/c3 
-f  z/ojj  der  Winkel  bei  0  und  0^  bewerkstelligen;  hierbei 
kommt  P  zuerst  nach  Q,  so  daß  FQ  parallel  und  gleich  AA^, 
und  hierauf  nach  P'  durch  Drehung  von  Q  um  A^  durch  den 
ebengenannten  Winkel.  Das  Ele- 


ment  PF'=Js  der  Bahn  kann 
aber  bis  auf  Größen  höhei'er 
Kleinheitsordnung  als  Kreisbo- 
gen vom  Radius  AqP  und  dem 
Zentriwinkel  Zico  +  z/w^  ge- 
rechnet werden.  Da  ferner  der 
Beginn  der  Bewegung  als  Ro- 
tation um  Aq  erscheint,  so  ist 
ihre  Anfang)>rkJdang  senkrecht 
zu  -IqP,  daher  ist  PAq  die  Nor- 
male der  Bahn  im  Punkte  P. 
In  gleicher  Weise  ist  P'  A^  die 
Normale  in  F',  folglich  der 
Schnittpunkt  ß  der  beiden  letzt-  1 

genannten    Linien     der     Krüm- 

raungsmittelpunkt    der   Bahn    im    Punkte  P.     Bezeichnet   man 
den  Winkel  bei  !2  mit  z/t,  so  ist  der  Krümmungsradius 


z/r 


p{^(0  -f-.Jö)i) 


wenn  A^^F  =p  gesetzt  wird.  Wenn  weiter  Ä^O  =  li,  AqO^  =F^, 
Winkel  FAqO  =  6,  und  wenn  aus  Sl  der  Kreisbogen  A^^B  be- 
schrieben wird,  so  hat  man: 

Ja  .  Ag 

und  bis  auf  Größen  höherer  Ordnung: 

.          A^B       Aß  ■  cos 0 

dies  alles  in  den  obigen  Ausdruck  eingesetzt,  gibt: 


Q  = 


(i  +  i;)^^^- 


p) 


cos  0 
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iiiul  (lurcli  Projizieren   auf   die  zum   Leitstrahl   senkrechte   Ge- 
rade SIQ  die  Gleichung 
(26)  /-Q  sin  (9o  -  9p)  -  ,0  sin  (ö  +  l)  =0. 

Aus  diesen  Gleichun<jjen  erhält  man  unter  Zuziehung  von  (24) 
und  135,  (36): 


(/^ 


rr  )r 


(27) 


>-o  cos  ((p^  -(p)  =  -.^  2r''-rr" 
r,  sin  (^0  -  y)  =  ,^^2r'^-W 


den  Winkel  ö 


zur  Bestimmung  von  r^,  (pQ. 

Eliminiert  man  zwischen   den   Gleichungen  (27)  und   der 
Gleichung  der   zugrundeliegenden   Kurve  r,  (p,    so   ergibt  sich 

die  Polargleichung  der  Evolute. 
Die  Gleichungen  (27)  blei- 
ben auch  dann  aufrecht,  wenn 
die  Kurve  in  M  gegen  den 
Pol  konvex,  q  also  negativ  ist 
(Fig.  79);  dann  nämlich  schließt 
die  nach  der  konkaven  Seite 
gezogene  Normale  mit  der  Ver- 
längerung des  Radiusvektors 
„    ein  und  an  die  Stelle  von  (25),  (26)  treten 

die  Gleichungen: 

Vq  cos  ((jpQ  —  (p)  —  (—  q)  cos  (o  —  Jj  =  r 

ro  sin  (cp^  —  cp)  -  (-  g)  sin  (d  —  J)  =  0, 
die  sich  aber  mit  ihnen  decken. 

163.     Beispiele.     1)    Bei    der    archimedischen    Spirale 

(136,  l)j 

^  r  ==  acp 

hat  man  für  den  Krümmungshalbmesser  den  Ausdruck: 

und  für  den  Krümmungsmittelpunkt  die  Gleichungen: 
ro  cos  ((Pq  -  cp)  =  ^^-^t 


ro  sin  {(p^  -  (p) 


2a^-f  r» 
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Aus  den  letzteren  ergibt  sich 

.>  _   r*  +  3a-r--|-  a*      ., 

daraus  gebt  hervor,  daß  /„  zwischen  den  Grenzen  „  und  a 
gelegen  ist,  die  untere  Grenze  für  r  =  0  annimmt  und  der 
oberen  für  lim  r  =  oo  sich  nähert;  infolgedessen  ist  die  Evolute 
der  archimedischen  Spirale  zwischen  den  beiden  Kreislinien 
r  =  .,  und  r  =  a  eingeschlossen  und  nähert  sich  der  letzteren 
asymptotisch. 

Die  Konstruktion  des  Krümmungsmittelpunktes  kann  nach 
der  in  161  für  Rollkurveu  entwickelten  allgemeinen  Methode 
geschehen. 

2)  Die  logarithmische  Spirale  (136,  3)) 

r  =  ae""P  (a  >  0) 

hat  den  Krümmungshalbmesser 


Q  =  r]/l  -f-m^, 
und   für  den  Krümmungsmittelpunkt   gelten    die  Gleichungen: 

>o  cos  (9D0  —  9))  =  0 

r^sin  {(pQ  —  (p)  =  mr, 
aus  welchen  sich  zunächst 

«Po  -  9^  =  ±  Y 

ergibt,  je  nachdem  m  positiv  oder  negativ  ist;   hiermit  liefert 
die  zweite 

r^  =  +  mr. 

Die  Elimination  von  r,  qp  gibt 

Vq  =  +  mae    ^  ; 

n 

setzt  man  +mae  = -4,   so    schreibt   sich    diese  Gleichung 

Vq  =  Äe""f<> 

und  läßt  erkennen,  daß  die  Evolute  der  logarithmischen  Spirale 
eine  ihr  kongruente  Kurve  ist. 

3)  Bei  den  Sinusspiralen  (136,  4)) 
r"  =  a"sin  nq) 
gestaltet    sich    die   Bestimmung   von   q  am    einfachsten,   wenn 
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und  durch  Projizieren   auf  die  zum   Leitstrahl   senkrechte   Ge- 
rade Sl  Q  die  Gleichung 
(26)  i-Q  sin  (qPo  -cp)-  Q  sin  (d  +  l)  -0. 

Aus  diesen  Gleichunjj^en  erhält  man  unter  Zuziehung  von  (24) 
und  135,  (3G): 


(27) 


'"O  cos  ((jPo  -  (p)  = 


(r*  —  rr")r 


r*-f  2/* — rr" 

'"o  sin  {(po 
zur  Bestimmung  von  r^,  q)^. 

Eliminiert  man   zwischen   den   Gleichungen  (27)  und   der 
Gleichung  der  zugrundeliegenden   Kurve  r,  cp,    so   ergibt  sich 

die  Polargleichung  der  Evolute. 
Die  Gleichungen  (27)  blei- 
ben auch   dann  aufrecht,  wenn 
die    Kurve    in    31    gegen    den 
Pol  konvex,  q   also   negativ  ist 
(Fig.  79);  dann  nämlich  schließt 
die    nach    der    konkaven    Seite 
gezogene  Normale  mit  der  Ver- 
längerung    des      Radiusvektors 
'_    ein  und  an  die  Stelle  von  (25),  (26)  treten 
die  Gleichungen: 

Vq  cos  {cpQ  —  cp)  -  (-  q)  cos  (6  —  ~j  =r 

r^Bin  {(po  —  <p)  —  (-  q)  sin  (d  —  |)  =  0, 
die  sich  aber  mit  ihnen  decken. 

163.     Beispiele.     1)    Bei    der    archimedischen    Spirale 

(136,  D) 

^  r  =  acp 

hat  man  für  den  Krümmungshalbmesser  den  Ausdruck: 

_  {r^  -f  a^)i 
9  —  2  a"ä  -I-  r* 

und  für  den  Krümmungsmittelpunkt  die  Gleichungen: 

ro  cos  ((Pq  -  fp)  =  ^-^-^t 

(a^'-\-r^)a 


den  Winkel  0 


I 


r-o  sin  (cp^  -  95)  = 


2a*  +  r' 
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Aus  den  letzteren  ergibt  sich 

2  _   r^  -j-  3a-r-  -f  a'      2 

daraus  gellt  hervor,  daß  r^  zwischen  den  Grenzen  und  a 
gelegen  ist,  die  untere  Grenze  für  r  =  0  annimmt  und  der 
oberen  für  lim  r  =  00  sich  nähert;  infolgedessen  ist  die  Evolute 
der  archimedischen  Spirale  zwischen  den  beiden  Kreislinien 
r  =  .,  und  r  =  a  eingeschlossen  und  nähert  sich  der  letzteren 
asymptotisch. 

Die  Konstruktion  des  Krümmungsmittelpunktes  kann  nach 
der  in  161  für  Rollkurven  entwickelten  allgemeinen  Methode 
geschehen. 

2)  Die  logarithmische  Spirale  (136,  3)) 

r  =  ae""P  (a  >  0) 

hat  den  Krümmungshalbmesser 


Q  =  rYl  -j-m^, 
und   für  den  Krümmungsmittelpunkt   gelten    die  Gleichungen: 

'0  cos  (qPo  —  9?)  =  0 

ro sin  (qpo  —  qp)  =  mr, 
aus  welchen  sich  zunächst 

ergil)t,  je  nachdem  m  positiv  oder  negativ  ist;   hiermit  liefert 
die  zweite 

r^  =  +  mr. 

Die  Elimination  von  r,  q)  gibt 

Tq  =  ^mae    ^  ; 

setzt  mau  +mae  =  ^,   so    schreibt    sich    diese  Gleichung 

und  läßt  erkennen,  daß  die  Evolute  der  logarithmischen  Spirale 
eine  ihr  kongruente  Kurve  ist. 

3)  Bei  den  Sinusspiralen  (136,  4)) 
r"  =  a"sin  nq) 
gestaltet    sich    die    Bestimmung   von   q  am    einfachsten,   wenn 
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mau  auf  ds  und  </t  zurückgeht.     Wie  nämlich  an  der  zitierten 
Stelle  gefunden  wurde,  ist  6  =  ncp  -\-  IcTt,  folglich 

(h  =  dd  +  rf<3p  =  (w  +  1)^9'; 

ferner  /  =  ;•  cotg  n  cp  ,  demzufolge 

.  rdq> 

ds  =    .  - 

sin  n  cp 

und 

ds  r 

"        dt        {n  -{-  1)  sin  wqp' 

Da  nun  'sinwg?!  =  sinö  und  Qsind  die  Projektion  des  Krüm- 
mungsradius auf  den  Leitstrahl  bedeutet,  so  steht  diese  Pro- 
jektion zum  Leitstrahl  selbst  in  dem 
Verhältnis  1  :  (w  -|-  1).  Dasselbe  Ver- 
hältnis hat  also  der  Krümmungsradius 
zur  Normalenlänge,  woraus  sich  seine 
einfachste  Konstruktion  ergibt. 

Man  wende  dieses  Ergebnis  auf 
die  Lemniskate,  Kardioide,  Parabel  und 
gleichseitige  Hyperbel  als  Sonderfälle 
der  Sinusspirale  an. 

4)  Die  gemeinsame  Polargleichung 
der  Kesrelschnittslinien  lautet: 


Fig.  80. 


(28) 


P 


i 


1  -f  £  COS  qp  ' 

dabei  dient  ein  Brennpunkt  F  (Fig.  80)  als  Pol,  die  Brenn- 
punktsachse als  Polarachse  und  j)  bedeutet  den  Halbparameter, 
£  die  numerische  Exzentrizität,  welche  ein  echter  Bruch,  die 
Einheit,  ein  unechter  Bruch  ist  bzw.  bei  der  Ellipse,  der  Parabel 
und  der  Hyperbel;  6=0  entspricht  der  Kreis.  » 

Mit  Hilfe  der  Ableitungen  f 

,  p  £  sin  qp 

f     :^    =^ — 

(1  +  £  cosqp)*' 

„  __  ^  £  (f  -j-  COS  qp  -(-  £  sin*  qp) 
(1  -j-  f  cosqp)' 

ergibt  sich  der  Krümmungshalbmesser 

VM-2£C08qp-ff*\' 


-A 


1  -f-  £  cosqp 
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Weil  die  Kurve  konkav  ist  gegen  den  Pol,  so  bildet  ihre 
Normale  mit  der  Verlängerung  des  Radiusvektors  den  Winkel 
6  -\-  ^  ,  mit  dem  Radiusvektor  selbst  also  den  Winkel 


r^  =  -J-ö 


und  es  ist  somit 


cotg  t/'  =  tg  ö  =  —,  =       —. , 

°  ^         *^  r  £  sinqp     ' 

woraus 

f  sinqp  ,  1  +  s  cosqp 

Sin  1^   =  r  cos  ijj   =    -^  -rr=^      r=r^  • 

yi -}-2£COS(3p  +  £-  |/l4-2£C0S9-fs* 

Hiernach  ist  zunächst 

=      -P 
^        cos^i.i'  " 

Bezeichnet  man   ferner  die  Länge    der  Normale  3IN  mit 
N,  so  folgt  aus  dem  Dreieck  NFM: 

N  sinqp 


r         sin  (qp  —  lp)' 
und  da 


sin  9 


sin  ((p  —  ip)  =  sin  qp  cos  t/;  —  sin  ip  cos  g;  =  — ^ 

|/l  -f  2f  cosqp  -|-  f* 

so  ist 

M  l/l  +  2f  cosqp  4-  £*  ü 

N  =  p'^ — 7^-, ^-L_     =  -JL_^  . 

-^  1  +  f  COS  qp  cos  ip 

Demnach  hat  man  auch 

N 

und  kann  auf  Grund  dieser  Gleichung  q  und  somit  auch  den 
Krümmungsmittelpunkt  leicht  konstruieren,  indem  man  NQ 
senkrecht  zu  31 N  und  hierauf  QSl  senkrecht  zu  MF  führt; 
es  ist  dann  3ISI  =  q  und  Sl  der  Krümmungsmittelpunkt. 

§  7.     Die  singulären  Punkte  ebener  Kurven. 

164.  Die  einfachen  Singularitäten  algebraischer 
Kurven.  Wenn  die  Ordinate  y  als  eindeutige  stetige  Funktion 
Yon  X  definiert  ist  und  an  der  Stelle  x^  einen  vollständigen 
endlichen  Differentialquotienten  besitzt,  so  heißt  der  Punkt 
xjy^  ein  gewöhnlicher  Pimlt  der  betreffenden  Kurve.    Das  geo- 
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metrische  Merkmal  oines  solchen  Punktes  J/q  (Fig.  81)  besteht 
darin,  daß  die  Kurve  in  demselben  eine  Tangente  T' T"  be- 
sitzt und  daß  die  Strahlen  M^M',  M^M",  welche  ihn  mit 
beiderseits  nahe  benachbarten  Punkten  M',  M"  verbinden,  mit 
den  Strahlen  MqT',  MqT"  kleine  Winkel,  miteinander  also 
Fig.  81.  einen   nahezu    gestreckten   Winkel    ein- 

schließen.   Diese  Merkmale  bleiben  auch 
bestehen,  wenn  M^  ein  Wendepunkt  ist. 
Zu    besonderen    Erscheinungen    ist 
dann  Anlaß  gegeben,  wenn  y  oder  sein 
Differentialquotient  oder   beide    zugleich 
für  einzelne  Werte  von  x  aufhören  defi- 
niert  zu   sein,    oder  wenn  y  als    mehr- 
deutige Funktion  von  x  gegeben  ist. 
Wir  fassen  zunächst  den  letzten  Fall  ins  Auge  und  nehmen 
an,    eine    algebraische    Kurve    n-ter    Ordnung    sei    durch    die 
Gleichung 

(1)  f(^,  y)  =  0 

gegeben,  deren  linke  Seite  eine  ganze  Funktion  von  x,  y  (13)  ist. 

Ist  m  (^  n )  der  Grad  der  Gleichung  in  bezug  auf  y,  so 
entsprechen  jedem  besonderen  Werte  von  x  m  Werte  von  y, 
die  reeU  oder  imaginär  sein  können.  Sind  sie  sämtlich  unter- 
einander verschieden  und  erteilt  man  dem  x  einen  genügend 
kleinen  Zuwachs  h,  so  werden  auch  die  zu  x  -\-  h  gehörigen 
Werte  von  y  untereinander  verschieden  sein  und  den  früheren 
sehr  nahe  liegen,  in  der  Weise,  daß  jedem  Werte  y  der  ersten 
Gruppe  ein  bestimmter  Wert  der  zweiten  Gruppe  sich  wird 
zuordnen  lassen,  der  sich  umsoweniger  von  ihm  unterscheidet, 
je  kleiner  h  angenommen  ward.  In  solcher  Weise  lassen  sich 
die  Wurzeln  y  der  Gleichung  (1)  nach  dem  Prinzip  der  Stetig- 
keit zu  Funktionszweigen  zusammenstellen,  und  jedem  Funk- 
tionszweige entspricht  ein  Zweig  der  algebraischen  Kurve;  die 
geometrische  Darstellung  berücksichtigt  nur  die  reellen  Ztveige, 
indessen  können  auch  die  imaginären  Zweige  in  dieser  Dar- 
stellung in  gewissem  Sinne  zum  Ausdruck  gelangen. 

SteUt 

(2)  y  =  cp{x) 
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einen  für  einen  Bereich  von  x  reellen  Zweig  von  (1)  und 
(3)  y  =  ^(x) 

einen  anderen  zumindest  in  demselben  Bereich  reellen  Zweig 
dar,  so  werden  diese  beiden  gemeinsame  Punkte  aufweisen,  so- 
fern die  Gleichung 

(f{x)  =  xb{x) 

innerhalb  jenes  Bereichs  reelle  Wurzeln  besitzt;  ist  Xq  eine 
solche  Wurzel,  so  ist 

eine  doppelte  zu  x^  gehörige  Wurzel  von  (1),  die  beiden  Aste 
(2),  (3)  schneiden  sich  in  {x^jy^)  oder  be-  Fig.  82. 

rühren  einander  dort  (Fig.  82  a)  und  b)); 
die  erste  Erscheinung  bezeichnet  man  als 
Selbstdurchschnitt  oder  Knotenpunkt,  die 
zweite  als  Selhstherülirimg  des  ganzen  durch 
(1)  dargestellten  Gebildes. 
Bedeutet 

y  =  q=(x) 

einen  Zweig,  welcher  beispielsweise  in  dem 
Intervalle  (—  oo,  x^  komplexe  und  in  dem  Intervalle  {Xq,  +  oo) 
reelle  Werte  von  y  gibt,   also  nur  in   dem  letzteren  Intervalle 
reell  ist,  so  gehört  zu  ihm  notwendig  ein  anderer  Zweig 

y  =  t{x) 
mit  denselben  Reellitätsverhältnissen,   weil  in  einer  Gleichung 
mit  reellen  Koeffizienten  komplexe  Wurzeln   immer  paarweise 
vorkommen;  und  da  die  Paare  konjugiert  sind,  so  haben  q){x), 
i^(x)  in  dem  Intervalle  (—  cx>,  Xq)  die  Formen 

G)i{x)  -f-  i(02{x) 

G)i(x)  —  ico^ix), 
wobei  a^ix),  a^ix)  stetige  reelle  Funktionen  bedeuten;  an  der 
Stelle   Xq   werden   beide   Funktionen    reell   in   der  Weise,    daß 
w^U'q)  =  0  wird;  in  demselben  Augenblicke  wird 

Vo  =  yW  =  ^(^ü)  =  "i(^o); 
80  daß  die  reellen  Teile  der  Zweige  im  Punkte  x^/y^  zugleich 
beginnen.     Dies  kann,  wie  in  Fig.  83,  so  geschehen,    daß  der 
Punkt  3Iq  den  Charakter  eines  gewöhnlichen  Punktes  aufweist. 
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und  er  würde  sich  als  solcher  auch  aualytisch  7Ai  erkennen 
geben,  wenn  man  in  der  Gleiclnmg  (1)  x  statt  y  als  abhängige 
Variable  auffaßte.  Schließen  sich  die  reellen  Teile  der  Zweige 
in  anderer  Weise  zusammen,  so  geschieht  dies  immer  so,  daß 
sie  hier  eine  und  dieselbe  Tangente  haben  (Fig.  84  a)  und  b)); 
die  Erscheinung,  welche  dadurch  zustande  kommt,  heißt  Spitze*') 
der  Kurve  (1),  und  zwar  Spitze  erster  Art,  wenn  sie  die  Form 
a)  hat,  und  Spitze  zaeiter  Art  oder  Schniibelspiize  im  Falle  b). 
Daß  die  reellen  Teile  der  Zweige  nicht  mit  verschiedenen 
Tangenten  von  Mq  ausgehen  können,  läßt  sich  folgendermaßen 

Fig.  S3.  Fig    b4.  y,  Fig.  85. 


^'     ,     fc)  ^k 


erkennen.  Es  ist  eben  gezeigt  worden,  daß  bei  einer  alge- 
braischen Kurve  mit  mehrwertigem  y  dort,  wo  ein  reeller  Ast 
beginnt,  notwendig  zugleich  ein  zweiter  beginnen  müsse. 
Differentiiert  man  die  Gleichung  iX)  nach  x,  wodurch 

erhalten  wird,  und  eliminiert  man  zwischen  dieser  Gleichung 
und  (1)  y,   so  ergibt  sich  wieder  eine  algebraische  Gleichung: 

Fix,  y)  =  0, 
die  den  Verlauf  der  Tangente  bei  (1)  darstellt;  faßt  man  hier  y 
als  Ordinate  auf,  so  kommt  man  wieder  zu  einer  algebraischen 
Kurve.  Dem  Zweige  9:  (Fig.  84 1  entspricht  ein  Zweig  (f 
dieser  neuen  Kurve  und  ebenso  dem  Zweige  ■^  ein  Zweig  ^', 
und  hätten  9: ,  ^  in  M^  verschiedene  Tangenten,  so  begännen 
die  zugehörigen  Zweige  von  Fix,  y)  =  0  bei  x^  an  verschiedenen 
Stellen  wie  in  P^ig.  85,  eine  Erscheinung,  die  oben  bei  einer 
algebraischen  Kurve  als  unmöglich  erkannt  wurde. 


*)  Für  die  Spitze  sind  auch  die  Benennungen  Rückkehrpunkt  und 
stationärer  Punkt  gebräuchlich,  von  der  geona einsehen  Anschauung  her- 
geleitet, daß  ein  die  Kurve  stetig  durchlaufender  Punkt  dort  angekom- 
men umkehren,  vorher  einen  Augenblick  stillstehen  muß. 
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Ist  der  Zweig 

im  ganzen  Verlaufe  imaginär,  hat  also  (p{x)  beständig  die  Form: 

II  (x)  -\-  iv(x), 

wobei  u{x),  v(x)  reelle  Funktionen  bedeuten,  so  gehört  zu 
ihm  aus  bereits  angeführten  Gründen  ein  zweiter  imaginärer 
Zweig 

y  =  t(x) 

derart,  daß  rpi^x)  die  Form 

u(x)  —  iv(x) 

hat,  60  daß  die  zu  einem  speziellen  Werte  von  x  gehörigen 
Werte  von  cp{x)  und  rp{x)  jedesmal    konjugiert   komplex  sind. 

Hat  nun  die  Gleichung 

v{x)  =  0 

reelle  Wurzeln  und  ist  Xq  eine  solche,  so  wird  für  sie  sowohl 
(fix)  wie  ^^{x)  reell  und  überdies 

(p{Xf^)  =  T/;(.Xo)  =  u{Xq)  =  y^, 

so  daß  die  imaginären  Zweige  den  vereinzelten  reellen  Punkt 
^olVo  ge^aein  haben;  ein  solcher  Punkt  wird  als  isolierter  oder 
konjugierier  Punli,  auch  als  Einsiedlerpunkt  der  Kurve  (1) 
bezeichnet. 

Damit  sind  die  einfachsten  besonderen  Erscheinungen  an- 
gedeutet, welche  bei  algebraischen  Kurven  auftreten  können. 
Man  gibt  den  Punkten,  welche  hier  als  Knotenpunkt  (oder 
Selbstberührungspuukt),  Spitze  und  isolierter  Punkt '••)  bezeichnet 
worden  sind,  den  gemeinsamen  Namen  singulare  PunJäe**), 
welchen  Namen  alle  Punkte  erhalten,  in  welchen  eine  Kurve 
ein  anderes  Verhalten  zeigt  als  das  bei  dem  gewöhnlichen  Punkte 
beschriebene. 

Knotenpunkte  und  Spitzen  treten  auch  bei  transzendenten 
Kurven  auf. 


*)  Man  zählt  mitunter  auch  den  Wendepunkt  zu  den  singuliiren 
Punkten. 

**)  Nach  M.  Cuntors  Vorles.  über  Gesch.  d.  Mathematik  III  (^1901) 
p.  7'.t5,  kommt  diese  Bezeichnung  vermutlich  zum  ersten  Male  in  einem 
aus  1740  stammenden  Werke  von  /.  P.  de  Gua  de  Malves  vor. 
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165.  Aualytische  Charakteristik  der  singulären 
Punkte.  Um  die  Natur  eines  Punktes  ^Jy^,  welcher  dem 
durch  (1)  dargestellten  Gebilde  angehört,  festzustellen,  sehlagen 
wir  folgenden  Weg  ein. 

Durch  Translation  des  Koordinatensystems  werde  die  Glei- 
chung (1)  derart  transformiert,  daß  der  Punkt  x^jy^  Ursprung 
wird;  die  bezüglichen  Transformationsgleichungen  lauten: 

•^  =  -^0  +  ^      y  =  yo-\-v 

und  die  transformierte  Gleichung  (100,  (41)): 
oder  aber,  weil  [(Xq,  yj  =  0  ist: 

(4)  /yj + n.v  +  l  ^/"^o4'  +  ^^f^'oyo''' + /"^o^-^')  +  •  •  •  =  ö- 

Die  Abszissen    der  Schnittpunkte,   welche   die   durch   den 
neuen  Ursprung,   also    durch   den   betrachteten  Punkt  31^   der 
Kurve,  gelegte  Gerade 
(5)      •  .;  =  ^1 

mit  der  Kurve  bestimmt,  ergeben  sich  aus  der  Gleichung 

(6)     (fk  +  ifLn  + 1  (n:^-  +  s/-;,«^ + Q-t^n^  +  ■  ■  •  =  o. 

Sind  /"x^,  fy^  nicht  gleichzeitig  Null,  so  hat  diese  Gleichung 
1  =  0  zur  einfachen  Wurzel,  die  Gerade  (5)  also  mit  der  Kurve 
in  Mf^  im  allgemeinen  nur  einen  Punkt  gemein,  und  man  be- 
zeichnet daher  31^  als  einfachen  Piinlt  der  Kurve.  Nur  wenn 
man  den  Richtungskoeffizienten  t  so  bestimmt,  daß 

wird,  hat  die  Gerade  (5)  in  M^  mit  der  Kurve  mindestens  zwei 
vereinigt  liegende  Punkte  gemein  und  ist  Tangente  der  Kurve 
in  diesem  Punkte;  der  Punkt  ist  damit  zugleich  als  gewöhn- 
licher   Punkt    gekennzeichnet.      Aus    (7)    ergibt    sich,    wenn 

/;  +  o. 

t  =  -  ''- 

und  hiermit 
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als  Gleichunc?  der  Tangente  (128,  (8)).  Mit  Rücksicht  auf  (4) 
kann  also  der  Satz  ausgesprochen  werden:  Geht  eine  algebrai- 
sche Kurve  durch  den  Ursprung  des  Koordinatensystems  und  ist 
diese)-  ein  einfacher  Punli  derselben,  so  erhält  man  durch  Nidl- 
setzen  der  Gliedergruppe  erster  Ordnung  unmittelbar  die  Gleichung 
der  Tangente  im    Ursprung. 

Wäre  /vl=0,  dagegen  fx„=^0,  so  ersetze  man  t  durch 
-"  und  findet  t  =  0,  so  daß  t  =  0  oder  die  Ordinatenachse  zur 
Tangente  wird. 

Wir  gehen  nun  zu  dem  Falle  über,  wo  gleichzeitig 

(9)  /"x^o      /;,:=o 

ist;  wenn  nicht  auch  alle  drei  Differentialquotienten  zweiter 
Ordnung  zugleich  verschwinden,  so  beginnt  nunmehr  die  Glei- 
chung (6)  mit  einem  Gliede  zweiten  Grades  in  bezug  auf  | 
und  lautet  allgemein: 


(10) 


r^(/'v+2/';',.^  +  /X^^^)r 


sie  hat  |  =  0  zur  zweifachen  Wurzel,  die  Gerade  (5)  schneidet 
also  die  Kurve  im  Punkte  J/q  zweifach,  mit  anderen  Worten: 
sie  schneidet  dort  zwei  —  reeUe  oder  imaginäre  —  Aste  der 
Kurve,  und  deshalb  wird  nun  31^  ein  zweifacher  oder  ein 
Boppelpmikt  der  letzteren  genannt.  Für  diejenigen  Geraden, 
deren  Richtungskoeffizient  die  Bedingung 

(11)  /'v  +  2/';i<  +  /;:w^=o 

erfüllt,  fallen  in  M^  mehr  als  zwei  Punkte  der  Kurve  zu- 
sammen, diese  Geraden  sind  die  Tangenten  au  die  durch  M^ 
verlaufenden  Kurvenzweige. 

In  betreff  der  Wurzeln  der  Gleichung  (11)  sind  aber 
mehrere  Fälle  zu  unterscheiden. 

a)  Ist  die  Diskriminante 

so  hat  (11)  zwei  verschiedene  reelle  Lösungen,  durch  Mq  gehen 
zwei  reelle  Zweige  mit  verschiedenen  Tangenten,  ü/q  ist  also 
ein  Knotenpunlä  (Fig.  82,  a)). 
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b)  Ist  die  Diskriminiinte 

so  besitzt  (11)  zwei  gleiche  reelle  Lösungen,  die  beiden  durch 
Mq  laufenden  Kurvenzweige  haben  hier  eine  gemeinsame  Tan- 
gente; dies  kann  verschiedene  Erscheinungen  an  der  Kurve 
bedingen:  einen  Selhstherühmugspimld  (Fig.  '^2,  b))  oder  eine 
Spitze  (Fig.  84)  oder  einen  isolierten  Funkt.*)  Ob  das  eine 
oder  das  andere  zutrifft,  muß  eine  weitere  Untersuchung  fest- 
stellen. Gibt  es  zu  beiden  Seiten  von  jI/q  reeUe  Werte  von 
X  und  y,  so  ist  Selbstberührung  vorhanden:  sind  nur  zu  einer 
Seite  von  il/^  reelle  y  oder  reeUe  x  vorhanden,  so  hat  man 
es  mit  einer  Spitze  zu  tun  —  ob  mit  einer  der  ersten  oder 
der  zweiten  Art,  darüber  entscheidet  die  Richtung  der  Kon- 
kavität der  beiden  Äste  in  J/^  (146)  — :  gibt  es  in  der  Um- 
gebung von  Mq  auf  keiner  Seite  reelle  y,  so  ist  Mf^  ein 
isolierter  Punkt. 

c)  Ist  endlich  die  Diskriminante 

80  hat  (11)  imaginäre  Wurzeln  und  es  gehen  durch  Mq  zwei 
imaginäre  Kurvenzweige,  M^  ist  also  ein  isolierter  PunJit. 

An    dieser    Stelle   genüge   der   Hinweis   auf  die   Analogie 
zwischen  den  Kriterien  eines  Doppelpunktes  der  Kurve  f(x,  y)  =  0 

*)  Daß  in  einem  isolierten  Punkte   eine  reelle  Tangente    existieren 
kann,  ist  analytisch  so  zu  erkennen.     Sind 

}/  =  u{x)  -\-  iv{x) 

y  =  u{x)  —  iv(x) 

zwei  konjugiert  imaginäre  Zweige,  so  ist  für  einen  isolierten  Punkt  x^/y^, 
der  aus  diesen  Zweigen  sich  ergibt, 

v(Xo)  =  0; 

die  Tangenten  an  diesen  Punkt  im  neuen  Koordinatensysteme  haben  die 
Gleichungen 

72  =  (m'(X(,)  —  iv'ix^))^; 

im  allgemeinen  sind  diese  Tangenten  imaginär:  sie  werden  reell  und 
fallen  gleichzeitig  zusammen,  wenn 

v'ix^)  =  0, 

wenn  also  x^  eine  mehrfache  Wurzel  der  Gleichung  v{x)  =  0  ist. 


Sechster  Abschnitt.    Anwendung  der  Differential-Rechnung  usw.    44)5 

und  denjenigen  für  einen  extremen  Wert  der  Funktion  f{x,  y) 
(121);  später  wird  diese  Analogie  eine  geometrische  Deutung 
erfahren. 

Ersetzt  man  in  (11)  t  durch  den  Wert  aus  (5),  so  ergibt 
sich  für  das  System  der  beiden  Tangenten  im  Punkte  M^  die 
Gleichung : 

(12)  n'A'^^avM  +  Qn'-^- 

Würden  im  Punkte  M^  auch  die  drei  Differentialquotienten 
zweiter  Ordnung,  nicht  aber  auch  alle  vier  Differentialquotienten 
dritter  Ordnung  verschwinden,  so  ergäbe  eine  der  obigen  ana- 
loge Erwägung,  daß  der  Punkt  Mq  ein  dreifacher  Punkt  der 
Kurve  sei  und  daß  das  System  der  Tangenten  in  diesem  Punkte 
die  Gleichung 

(13)      n:.^^  +  ^nh.i'n  +  3/-;:;„4>j'  +  n?ri'  =  o 

habe.  Bezüglich  dieser  Tangenten  gibt  die  Diskussion  der 
kubischen  Gleichung  (13)  oder  der  Gleichung 

Aufschluß,  welche  die  Richtungskoeffizienten  bestimmt;  der 
größeren  Zahl  zu  unterscheidender  FäUe  entspricht  eine  größere 
Mannigfaltigkeit  von  Formen  dreifacher  Punkte. 

Aus  der  geführten  Untersuchung  sind  folgende  Ergebnisse 
zusammenzufassen : 

Die  singulären  Funkte  einer  Kurve  f'{x,  y)  =  0  befriedigen 
außer  der  Gleichung  der  Kurve  selbst  auch  noch  die  Gleichimge^i 

/;'=o  und  f;  =  o. 

Geht  eine  algebraische  Kurve  durch  den  Ursprung,  so  belehrt 
der  Grad  der  Gliedergruppe  niedrigster  Dimension  darüber,  ein 
wievielfacher  Punkt  der  Kurve  der  Ursprung  ist;  diese  Glieder - 
gruppe  gleich  Nidl  gesetzt  bestimmt  das  System  der  Tangenten 
im   Ursprung. 

Das  erläuterte  Verfahren  ist  auch  auf  transzendente  Kur- 
ven anwendbar,  sofern  die  Funktion  f[x,  y),  welche  die  linke 
Seite  der  auf  Null  reduzierten  Kurvengleichung  bildet,  in  einem 
Punkte  x^/yQ,  welcher  den  (ileichungen  /"=0,  fj=0,  /y'=0 
zugleich  genügt,  die  Taylor  sehe  Entwicklung  zuläßt. 
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Ist  eine  Kurve   mit  Hilfe  eines  Parameters  k   dargestellt^ 
also  in  der  Form 

gegeben,  dann  hat  die  Prüfung  auf  singulare  Punkte  mit  der 
Aufsuchung  solcher  Punkte  x,  y  zu  beginnen,  welche  mehreren 
verschiedenen  Werten  des  Parameters  u  zugleich  entsprechen; 

das  weitere  entscheidet  die  Untersuchung  des  Quotienten  —rr\ , 

'='  ip  («)  ^ 

welcher  die  Richtung  der  Tangente  bestimmt,  in  dem  betreffen- 
den Punkte.     (Vgl.  129,  1)  bis  3),  132,  2,).) 

166.  Beispiele.     1)  Aus  der  Gleichung  des  Cartesischen 

Blattes 

x^  —  daxy  -j-  t/^  =  0 

ist  unmittelbar  zu  entnehmen,  daß  der  Ursprung  Doppelpunkt 
ist  mit  den  Tangenten  a:  =  0,  y  =  0;  die  Kurve  bildet  also 
dort  einen  Knoten,  der  die  Koordinatenachsen  zu  Tangenten 
hat.  (Vgl.  129,  3)  und  Fig.  35;  die  drei  Zweige  der  Kurve 
sind  äOB,  OCB,  od.,  der  erste  trifft  mit  dem  zweiten  in 
B,  der  zweite  mit  dem  dritten  in  0  zu  einem  gewöhnlichen 
Punkte  zusammen.) 

Daß  die  Kurve  außerdem  keinen  anderen  singulären  Punkt 
hat,  geht  daraus  hervor,  daß  die  Gleichungen 

x^  —  ^axy -\- iß  =  0      ?>x^ — 3a?/ =  0      —^ax-\-^tß=0 

außer  0/0  keine  andere  gemeinsame  Lösung  besitzen. 

2)  Die  Lemni skate 

{x'+yy-aHx'-y')==0 

hat  den  Ursprung  zum  Doppelpunkt,  und  die  Tangenten  da- 
selbst sind   durch 

bestimmt;   sie  sind  reell  und  einzeln  durch 

X  —  y  =  0         X  -\-  y  =  i) 

dargestellt;    folglich    ist    der  Ursprung  Knotenpunkt    und    die  ; 
Tangenten  in  ihm  halbieren  die  Winkel  der  Koordinatenachsen 
(vgl.  132,  2)  und  Fig.  39). 

3)  Die  Zissoide 

{x'+y^)x  =  2ay^  (a  >  0) 
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hat  im  Ursprung  eiuen  Doppelpunkt,  die  Tangenten  in  dem- 
selben sind  durch 

r=o 

bestimmt,  fallen  also  beide  mit  der  Abszisseuachse  zusammen; 
da  nur  zu  positiven  Werten  von  x  reelle  Werte  von  y  gehören, 
so  ist  der  Doppelpunkt  eine  Spitze,  und  zwar  eine  der  ersten 
Art,  weil  vermöge  der  Symmetrie  der  Kurve  in  bezug  auf  die 
Abszissenachse  die  beiden  Aste  zu  verschiedenen  Seiten  der 
Tangente  im  Rückkehrpunkte  liegen  (vgl.  129,  2;  und  Fig.  34). 
4)  Die  Kurve  fünfter  Ordnung,  av eiche  durch  die  Gleichung 

dargestellt  ist,  hat  im  Ursprung  einen  Doppelpunkt;  denn  nach 
Entwicklung  der  Potenz  ist  ?/-  das  Glied  niedrigster  Dimension. 
Die  Gleichung 

bestimmt  die  Tangenten,  die  beide  mit  der  Abszissenachse  zu- 
sammenfallen. Man  erkennt  unmittelbar,  daß  zu  negativen  x 
kein  reelles  y  gehört,  wohl  aber  zu  allen  positiven,  infolge- 
dessen ist  der  Doppelpunkt  eine  Spitze.     Die  Auflösung 

i/  =  a;2(l  ±']/'x) 

läßt  erkennen,  daß  es  eine  Spitze  der  zweiten  Art  ist;  denn 
solange  0  <  ic  <  1 ,  sind  beide  Werte  von  y  positiv,  liegen 
also  beide  Aste  der  Kurve  über  der  Abs- 
zissenachse; erst  bei  x  =  \  tritt  der  zum 
unteren  Zeichen  gehörige  Ast  unter  die 
Abszissenachse,  wo  er  dann  verbleibt,  wäh- 
rend der   andere   beständig   über  ihr   liegt. 

64 

Der  untere  Ast  hat  an  der  Stelle   x  =  ^r^v 

IIb 
16 


Fig.  8tV 


einen  Wendepunkt  und  erreicht   bei  x=  ^. 

seine  größte  Ordinate  2/  =  oig-  (^^o-  ^^)- 

5)  Die  Fußpunktkurve  (132)  der  Ellipse 
a^y^  -f  h^x^  =  a^h^  in    bezug  auf  den    Mittelpunkt    als  Pol  ist 
eine  Kurve  vierter  Ordnung  mit  der  Gleichung: 

{x-  -f  y  y  =  «"■^"  +  ^ v- 


-js: 
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Der  Ursprung  ist  ein  Doppelpunkt  der  Kurve  und  die  Tan- 
genten in  ihm  sind  durch 

bestimmt;  da  die  linke  Seite  eine  Zerlegung  in  reelle  lineare 
Faktoren  nicht  zuläßt,  so  ist  der  Doppelpunkt  ein  isolierter 
Punkt. 

Die  Entstehung  dieses  Punktes  ist,  solange  man  bloß  die 
reellen  Taugenten  der  Ellipse  im  Auge  behält,  geometrisch 
nicht  zu  erklären;  nimmt  man  aber  die  imaginären  Asymptoten 
der  Ellipse  als  Tangenten  in  den  unendlich  fernen  imaginären 
Punkten  hinzu,  so  klärt  sich  das  Auftreten  des  isolierten 
Punktes  auf.*) 

6)  Die  Kurve  fünfter  Ordnung 

2\f  —  bxif  -\-  a;^=  0 

hat,  da  das  Glied  niedrigster  Dimension  vom  dritten  Grade  ist, 
im  Ursprung  einen  dreifachen  Punkt;  die  Tangenten  in  dem- 
selben sind  durch 

xy-  =  0 

bestimmt,  eine  davon  ist  die  Ordinatenachse,  die  zwei  übrigen 
fallen  in  die  Abszissenachse. 

Über  die  Gestaltung  der  Kurve  gibt  die  Einführung  des 
Parameters  u  mittels  der  Gleichung 

y  =  iix 


*)  Wenn  man  die  in  143  zur  Bestimmung  der  Asymptoten  einer 
algebraischen  Kurve  vorgeschriebene  Rechnung  durchfuhrt,  so  erhält  man 
für  die  Ellipse  die  beiden  imaginären  Asymptoten 

y  ^=  +       IX 
—   a 

und  für  die  durch  den  Ursprung  zu  ihnen  gelegten,  ebenfalls  imaginären 
Lote  die  korrespondierenden  Gleichungen 

y  =  ±-^ix; 

in  der  Tat  ist  nun 

a;  =  0 ,         y  =  0 

der  gemeinsame  Fußpunkt  dieser  Lote  und  daher  ein  Punkt  der  Kurve. 
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bequemsten  Aufschluß;  man  erhält  so  die  Darstellung: 

2 5m* 

^   ~  2'm*  +  1 

2 bu* 

aus  welcher  die  zentrale  Symmetrie  der  Kurve  hervorgeht.  In 
dem  Intervalle  (0,  +  oo)  von  u  bleiben  x,  y  endlich  und  ihre 
Werte  beginnen  und  enden  mit  0/0;  die  Kurve  beschreibt  also 
im  ersten  und  dritten  Quadranten  je 
eine     Schleife.       In     dem     Intervalle 

(O,  —  y  y)  ^^"*^  '^>  y  ^^^^7  beginnen 
mit  0  0  und  enden  mit  unendlichen 
Werten;    die   Kurve    hat    die    Gerade 

!/ =  —  y  -  X,  welche  mit  der  posi- 
tiven Abszissenachse  den  negativen 
Winkel  von  41°  2,  4' .  .  .  einschließt, 
zur    Asymptote.     In    dem    Intervalle 

(—  |/y,  —  oo j   bleiben   x,  y  imaginär  (Fig.  87). 

7)  Von  den  Zykloiden  (130,  a)) 

X  =  au  —  h  sin  u 

y  =  a    ~  b  cos  u 

zeigt  die  gemeine,  h  =  a,  überall  dort,  wo  sie  die  Abszissen- 
achse trifft,  also  bei  u  =  2x7C  (jf  =  0,  +  1,  +  2,  .  .  .),  Spitzen, 
denn  für  diese  Stellen  wird 


A' 


dy 

(Ix 


sm  u 
1  —  cos  u 


unbestimmt  und  wächst  bei  Annäherung  an  dieselben  ins  Un- 
endliche (H-  oo,  —  oo);  es  treffen  hier  die  Äste  mit  gemein- 
samer, zur  Abszissenachse  normaler  Tangente  zusammen. 

Bei  der  verkürzten  Zykloide,  b>  a,  treten  Knotenpunkte 
auf,  deren  Menge  und  Lage  von  dem  Größenverhältnis  h  :  a 
abhängt.  Unter  allen  Umständen  bilden  sich  Knotenpunkte 
an  den  Stellen  u  =  2ü7t  aus,  und  es  genügt,  den  ersten  davon 
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zu    bestimmen;    sein  Parameter  ergibt  sich   als    die   von   Null 
verschiedene  kleinste  Lösung  der  Gleichung 

au  —  6  sin  M  =  0, 

die    geometrisch    durch    den    Schnitt   der    Siuuslinie    mit    dem 

Strahl  vom  Kichtungskoeffizienten       ,  Fig.  88,  bestimmt  ist  (in 

der  Figur  ist  das  Verhältnis  ,  so  groß  angenommen,  daß  der 
^'8-  ^8.  Strahl  nach  rechts  hin  keinen 

weiteren  Schnittpunkt  mit  der 
Sinusliuie  ergibt).  Hat  man 
denWert  von  w  durch  ein  Nähe- 
rungsverfahren bestimmt,  so 
gibt    seine    Einsetzung   in   y 

die  Ordinate  des  Knotenpunktes  und  die  Einsetzung  in 

dy  ö  sin  M  ,       d  ij  — fc  sinjt 


s) 


dx        a  —  bcoBu  dx        a  —  b  cobu 

die  Richtungskoeffizienten  der  beiden  Tangenten. 

Die  verlängerte  Zykloide  weist  keine  singulären  Funkte, 
hingegen  Wendepunkte  auf  (146,  5)). 

8)  Man  prüfe  folgende  Kurven  auf  singulare  Punkte: 

a)  {x^  +  y^){x  -  ay  -  ¥x^  =  0 
ß)  x^-  2ay^  -  2a^x^  +  «*  =  0 
y)  ay'^  =  {x  —  a)^  (x  —  h) 
d)  x^  —  2ax-y  —  axy-  -f-  a-y'^  ==  0. 

167.  Endpunkt  und  Eckpunkt.  Bei  transzendenten 
Kurven  können  neben  den  bisher  besprochenen  noch  andere 
Singularitäten  auftreten,  deren  algebraische  Kurven  nicht  fähig 
sind.  Erscheinungen  solcher  Art  sind  der  Endpunld  und  die 
Ecle. 

Als  Endpunkt  bezeichnet  man  einen  Punkt,  in  welchem 
die  Kurve  abbricht.  Bei  einer  algebraischen  Kurve  tritt  ein 
solcher  Punkt  nie  auf,  weil  dort,  wo  ein  Zweig  endet,  notwendig 
ein  zweiter  enden  muß,  wodurch  eine  Spitze  sich  ausbildet. 

Als  Eckpunkt  bezeichnet  man  einen  Punkt,  in  welchem 
zwei  Aste  enden  und  voneinander  verschiedene  Tangenten  da- 
selbst besitzen.    Der  analytische  Grund,  weshalb  diese  Erschei- 
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uung  bei  einer  alfrebraisclien  Kurve  nicht  auftreten  kann,  ist 
nach  den  Ausführungen  in  164  der  nämliche,  der  für  die  Un- 
möglichkeit eines  Endpunktes  bei  einer  solchen  Kurve  erkannt 
worden  ist. 

In  einem  Endpunkte  kann  nur  von  einem  einseitigen  Diffe- 
rentialquotienten der  Ordinate  die  Rede  sein,  in  einem  Eck- 
l>unkte  muß  zwischen  dem  vorwärts  und  rückwärts  genommenen 
Differentialquotienten  unterschieden  werden  (20). 

Beispiele.     1)  Bei  der  transzendenten  Kurve 

1 
y  =  e^ 

ist  die  Ordinate  im  Ursprung  nicht  definiert;    da  jedoch 
1  1 

lim  e^  =  0  lim  e^  =  -(-  ^^o 

x  =  -0  a;=+0 

ist,  so  nimmt  man  an,  der  zu  negativen  Abszissen  gehörige 
Kurvenast  entspringe  im  Ursprung;  der  zu  positiven  Abszissen 
gehörige  Ast  dagegen  hat  die  Ordinateuachse  zur  Asymptote. 
Hiernach  hat  der  erstgenannte  Ast  im  Ursprung  einen  End- 
punkt: die  Tangente  in  diesem  Punkte  ergibt  sich  mittels 

1 

y  =  —  »^  1 

da  (110)  lim  y'=0,   so   fällt  sie   mit  der  Abszissenachse   zu- 

x=-0 

sammen. 

Weil  ferner  lim  y  =1,  so  ist  die  Gerade  y  =1  Asymptote 

für  beide  Kurvenäste. 

Der  linke  Ast  hat,  wie  man  aus 

"        2x  -\-  1     l 

erkennt,  an  der  Stelle  x  = —  einen  Wendepunkt  (Fig.  89). 

2)  Bei  der  transzendenten  Kurve 

X 

y  =  — T 

ist  die  Ordinate  im  Ursprung  gleichfalls  nicht  definiert;  es  ist 
aber 

lim  y  =  0 

Czuber:  Vorlegungen:   I.     3.  Aufl.  29 
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und  so  nimmt  man  denn  an,  daß  sowohl  der  Ast  mit  negativen, 
wie  der  mit  positiven  Abszissen  im  Ursprung  beginnt. 

Fig.  89.  Fig.  90. 

3*1  Y 


Die  Richtung  der  Tangenten  an  diese  Äste  ergibt  sich 
ohne  Zuhilfenahme  des  Diflferentialquotienten  direkt  durch  Unter- 
suchung von 

y  _       1 

1  +  e^ 

und   da   lim        =1,    lim        ==0,  so  hat  der  erstgenannte  Ast 

die  Halbierungslinie  des  Winkels  X'  0  Y\  der  andere  die  Abs- 
zissenachse zur  Tangente;  die  Kurve  bildet  sonach  im  Ursprung 
eine  Ecke  mit  dem  stumpfen  Winkel  von  135"  (Fig.  90). 


§  8.    Einhüllende  Kurven. 

168.  Begriff  und  analytische  Bestimmung  der  Ein- 
hüllenden.   Es  sei  f(x^  y,  ii)  eine  eindeutige  stetige  Funktion 
der  Argumente  x,  y,  w;  die  Gleichung 
(1)  f(x,  ?/,  w)  =  0 

stellt  dann  ein  einfach  unendliches  System,  eine  Schar  ebener 
Kurven  oder  ein  KiirvenlontinKian  dar;  mit  der  Festsetzung 
eines  besonderen  Wertes  für  u  wird  ein  Element  des  Kontinu- 
ums,  d.  i.  eine  einzelne  Kurve  der  Schar  herausgehoben.  m 

Wir  nehmen  zunächst  an,  die  Gleichung  (1)  sei  algebraisch 
sowohl  in  bezug  auf  x,  y  wie  in  bezug  auf  den  Parameter  u 
und  bezüglich  des  letzteren  vom  Grade  p.  Erteilt  man  x,  y 
besondere  Werte  x^,  y^  und  löst  die  Gleichung 

fi^o,  2/o»  w)  =  0 
nach  u  auf,    so    erhält   man   die   Parameter   jener    Kurven    des 
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Systems/  -vvelclie  durch  den  Punkt  Xq  i/q  gehen;  ist  die  Zahl 
der  reellen  unter  diesen  Kurven  q{^2)),  so  sagt  man,  die 
Ebene  werde  durch  das  Kurvensystem  im  Punkte  xJyQ  q-fa,ch 
bedeckt.  Ist  die  Bedeckung  in  allen  Punkten  der  Ebene  gleich 
vielfältig,  so  bedeckt  das  Kurveusystem  die  Ebene  gleichförmig. 

Wenn  dagegen  die  Multiplizität  der  Bedeckung  wechselt, 
so  teilt  sich  die  Ebene  in  Regionen,  die  durch  Kurven  von- 
einander geschieden  werden;  und  diese  Kurven  sind  es,  welche 
uns  nun  beschäftigen  werden. 

Bei  dem  Lbergange  von  einer  Region  zur  benachbarten 
ändert  sich  die  Zahl  der  reellen  Wurzeln  u,  und  da  bei  einer 
algebraischen  Gleichung  mit  reellen  Koeffizienten  immer  gleich- 
zeitig zwei  Wurzeln  aus  dem  reellen  ins  komplexe  Gebiet  oder 
umgekehrt  übergehen  und  im  Augenblicke  des  Überganges  reell 
und  gleich  werden,  so  unterscheiden  sich  die  Multiplizitäts- 
faktoreu  der  Bedeckung  zweier  benachbarten  Regionen  um  eine 
gerade  Zahl  und  an  der  Begrenzung  der  Regionen  werden  min- 
destens zwei  Wurzeln  der  Gleichung  (1)  einander  gleich. 

Daraus  geht  schon  hervor,  daß  man,  um  die  Grenzlinien 
der  Gebiete  zu  erhalten,  nur  die  Bedingung  aufzustellen  hat, 
unter  welcher  die  Gleichung  (1)  nach  u  aufgelöst  mehrfache 
Wurzeln  ergil)t;  diese  Bedingung  erhält  man  aber,  wenn  man 
zwischen  den  beiden  Gleichungen 

.,.  '         I  fi^,  y,  '0  =  0 

^■^  l/;'(^,  y,  w)  =  o 

u  eliminiert;  das  Resultat  dieser  Elimination  wird  die  Diskri- 
minante  der  Gleichung  (1)  in  bezug  auf  u  genannt  und  soll 
symbolisch  durch 

dargestellt  werden.  Man  kann  sich  dieses  Eliminationsresultat 
auch  durch  die  erste  der  beiden  Gleichungen  (2)  vertreten 
denken,  wenn  darin  für  u  jene  Funktion  von  x,  ij  gesetzt  wird, 
Welche  die  Auflösung  der  zweiten  Gleichung  liefert. 

Im  Sinne  dieser  Ableitung  ist  die  Gleichung  (3)  der  Ort 
solcher  Punkte  der  Ebene,  für  welche  die  Gleichung  (1)  eine 
mehrfache  Wurzel  für  u  ergibt.  Zu  diesen  Punkten  gehören 
aber   auch    die   mehrfachen   Punkte    der    Kurven    des    Systems; 

29* 
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deiiu  tla  durch  eiuen  solclieu  Punkt  eiue  und  dieselbe  Kurve 
des  Systems  mehrere  Male  hindurchgeht,  so  gibt  für  ihn  die 
(ileichung  (1)  notwendig  mehrere  gleiche  Lösungen  in  bezug 
auf  u. 

]  ]  'enn  also  die  Kurven  des  Systems  mehrfacJte  Punkte  besitzen, 
so  ist  der  geometrische  Ort  dieser  Punlde  mit  in  dem  geometrischen 
Gebilde  entlialtcn,  welches  die  Gleichung  (3)  darstellt,  unter  Um- 
ständen bedeutet  die  Gleichung  (3)  diesen  Ort  allein. 

Um  die  volle  Bedeutung  dieser  Gleichung,  damit  zugleich 
ihren  Inhalt  für  den  Fall  kennen  zu  lernen,  wenn  die  Kurven 
des  Systems  singulare  Punkte  nicht  aufweisen,  gehen  wir  auf 
den  geometrischen  Sinn  der  Gleichungen  (2)  näher  ein. 

Bei  feststehendem  u  stellt   die  erste   eine  spezielle  Kurve 

des   Systems   vor.    Die  linke   Seite   der   zAveiten   Gleichung  ist 

der  Grenzwert  des  Quotienten 

/•(^  y,u  +  h)  —  fix,  y,  u) 
h 

für  lim  //  =  0;  nun  bestimmen  die  beiden  Gleichungen 

(fx,  y,  u)  =  0 


^^^  \f{x,y,u-^h)  =  0 

zusammen  die  Schnittpunkte  der  Kurve  u  mit  jener  u  -f-  h,  und 

(5)  t\x,  y,u-}-h)-  f(x,  2/,  m)  =  0 

ist  die  Gleichung  einer  dritten  Kurve,  welche  auch  durch  diese 

Schnittpunkte  geht  und  daher,  soweit  es  sich  um  diese  handelt, 

statt   der   zweiten   Gleichung  in  (4)    genommen   werden  kann; 

vermöge  38  aber  kann  (5)  weiter  ersetzt  werden  durch 

hf:(x,y,u  +  eh)  =  0 
oder  schließlich,  weil  ]i  =4=  0,  durch 
(5*)  fj(x,  y,  u  +  Oh)  =  0, 

wobei  0  einen  positiven  echten  Bruch  bedeutet.  Demnach  sind 
die  Schnittpunkte  der  beiden  Kurven  (4)  des  Systems  durch 
das  Gleichungspaar 

fe  Vj  u)  =  <'-> 

f:{x,  y,  u  +  eh)  =  0 

bestimmt.  Hält  man  die  erste  Kurve  fest  und  läßt  die  zweite 
sich   ihr  unaufhörlich  nähern,  indem   man  h  zur  Grenze  Null 


I 
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führt,  so  bewegen  sich  die  Schnittpunkte  auf  der  ersten  Kurve 
im  allgemeinen  gegen  gewisse  Grenzlagen  hin,  und  diese  Grmz- 
jmnlde  oder  letzten  Schnittpunlde  auf  der  Kurve  u  sind  durch 
die  Gleichimgen 

fix,  y,  u)  =  0 

fü{^,  y,  «)  =  0 

bestimmt.  Der  Ort  dieser  Grenzpunkte,  durch  diese  selben 
Gleichungen,  jedoch  bei  variablem  ii  dargestellt,  ist  eine  Kurve, 
welche  man  als  Einhüllende,  TJmhüllungslinie  oder  Enveloppe^) 
des  Kurvensystems  (1)  bezeichnet,  während  man  die  Kurven 
dieses  Systems  die  Eingeliüllten  nennt.  Besteht  die  Kurven- 
schar, wie  dies  bei  kinematischen  Problemen  häufig  vorkommt, 
aus  den  verschiedenen  Lagen  einer  bewegten,  an  sich  starren 
Linie,  so  pflegt  man  die  Einhüllende  auch  mit  dem  Namen 
HüUhaJni  zu  belegen. 

Damit  ist  der  volle  Inhalt  der  Gleichung  (3),  wenn  sie 
ein  geometrisches  Gebilde  vertritt,  erkannt:  dieses  Gebilde  setzt 
sich  zusammen  aus  dem  Orte  mehrfacher  Punkte  der  Kurven 
des  Systems  und  aus  ihrer  Einhüllenden,  oder  es  bedeutet  auch 
nur  das  eine  oder  nur  das  andere.  Die  Entscheidung  darüber, 
welcher  von  diesen  Fällen  zutrifft,  wird  sich  aus  einem  Satze 
des  nächsten  Artikels  ergeben. 

Vorher  mögen  noch  einige  Bemerkungen  hinzugefügt 
werden. 

Die  Ergebnisse  beschränken  sich  nicht  nur  auf  den  Fall 
algebraischer  Gleichungen,  sie  gelten,  sobald  f(x,  y,  u)  und  die 
in  Betracht  gekommenen  Ableitungen  dieser  Funktion  stetig 
sind  in  einem  Bereiche,  welchem  die  Punkte  der  Kurven  an- 
gehören. 

Dem  Sinne  der  Herleitung  gemäß  existiert  eine  Kurve  (3) 
nur  dann,  wenn  die  Gleichung  (1)  in  bezug  auf  den  Parameter 
M  zum  mindesten  vom  zweiten  Grade  ist,  die  Ebene  also  durch 
die  Kurveuschar  im  allgemeinen  wenigstens  doppelt  bedeckt 
wird.  Tritt  u  linear  auf,  so  daß  (1)  die  Gestalt  erhält: 
(6)  (p{x,  y)  -f  uip{x,  y)  =  0, 

*)  Von  G.  Monge  herstammende  Bezeichnung.  Vgl.  die  durch 
Liouville  18.5ö  besorgte  Ausgabe  seiner  „Application  de  l'Analyse  a  la 
G($ometrie",  p.  30. 
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SO  ergibt  die  DiflFerentiation  nach  u 

rl;(x,  y)  =  0 
und   dies  hat  weiter  auch 

(p{x,y)  =  0 
zur  Folge:  die  beiden  letzten  Gleichungen  bestimmen  eine  An- 
zahl von  Punkten  und  durch  diese  Punkte  gehen  alle  Kurven 
des  Systems  (6);  ihr  Komplex  vertritt  also  das  Gebilde  (3). 
In  der  Tat  bilden  die  Kurven  (6)  ein  Büschel,  das  die  Ebene 
durchaus  einfach  und  nur  in  den  genannten  Punkten  mehr- 
fach, und  zwar  unendlich  vielfach,  bedeckt. 

Haben  die  Kurven  (1)  keine  singuLären  Punkte,  so  bedeutet 
(3)  nur  die  Einhüllende.  Dies  ist  insbesondere  der  Fall,  wenn 
(1)  ein  System  von  Geraden  ist. 

Man  kann  die  Gleichungen  (2)  auch  als  analytische  Be- 
stimmung des  Gebildes  (3)  ansehen,  indem  man  x,  y  als  Funk- 
tionen von  H  auffaßt;  dann  ergeben  sich  zur  Bestimmung  des 
Richtungskoeffizienten 


d^y 

dy 
du 

dx 

dx 

du 

der  Tangente  in  einem  Punkte  dieses  Gebildes  die  Gleichungen: 

'"  ^  1'    du  ^  'y    du 

deren  erste   sich   vermöge  der  zweiten  Gleichung   in  (2)  redu- 
ziert,  so   daß   man   schließlich    zu    dem   gedachten  Zwecke   die 

Gleichungen  hat: 

f'dx^,dy^Q 
''  du'^  'y  du 

..,  dx       /•"  ^  _  _  /•". 
'"='du'^''"-'dn~       '"'' 

diese  aber  geben   eine  Bestimmung  für    ,     und    ,     nur  dann, 

°  ^  du  du  ' 

wenn  die  Determinante 

f     f 

'  f"  f"  i 

lux      I  111/ 

nicht  identisch  Null  ist. 
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169,  Beziehung  zwischen  der  Einhüllenden  und 
den  Eingehüllten.  Die  Einhüllende  steht  zu  den  Eingehüllten 
in  einer  geometrischen  Beziehung,  welche  sich  in  folgendem 
Satze  au.sspricht:  Die  Einhiillende  berührt  jede  Eingehiillte  in 
deren  GrenspunJcten. 

Für  einen  Punkt  xjy  der  Kurve  n  des  Systems  ergibt 
sich  der  Richtungskoeffizient  der  Tangente   aus  der  Gleichung 

ist  der  Punkt  Grenzpunkt,  so  gehört  er  auch  der  Einhüllenden 
an,  erfüllt  die  Gleichung  /'„'=0,  und  der  Richtungskoeffizient 
der  Tangente  an  die  Einhüllende  in  ihm  folgt  nach  der  unter 
(3)  gemachten  Bemerkung  aus  der  Gleichung 

00  /•;+/-;?.+/-;('^)=o, 

in  welcher  \^\  den  vollständigen  Differentialquotienten  von  u, 

das  jetzt  Funktion  von  x,  y  ist,  in  bezug  auf  x  bedeutet;  ver- 
möge f^  =  0  aber  stimmt  die  Gleichung  (9)  mit  (8)  und  in- 
folgedessen auch  im  Grenzpunkte  xjy  die  Tangente  an  die  Ein- 
hüllende mit  der  Tangente  an  die  Eingehüllte  überein. 

Zwischen  der  Ortskurve  der  mehrfachen  Punkte  und  den 
Kurven  des  Systems  findet  Berührung  im  allgemeinen  nicht 
statt;  nur  ausnahmsweise  kann  jene  Ortskurve  auch  Einhül- 
lende sein. 

Sind  die  Linien  des  Systems  (1)  Gerade,  so  bilden  sie  die 
Tangenten  der  Einhüllenden.  Jede  Kurve  läßt  hiernach  zwei 
Auffassungen  zu:  als  Ort  von  Punkten  und  als  Einhüllende 
von  Geraden.  Die  Evolute  einer  Kurve  kann  hiernach  ebenso- 
wohl als  Ort  ihrer  Krümmungsmittelpunkte  wie  als  Einhüllende 
ihrer  Normalen  erklärt  werden  (159). 

170.  Fall  zweier  voneinander  abhängigen  Para- 
meter.  Enthält  die  Gleichung  des  Kurvensystems  zwei  Para- 
meter u,  V,  so  daß  sie  die  Form 

(10)  fix,  y,  u,v)  =  0 

hat,  und  besteht  zwischen  den  Parametern  eine  Gleichung 

(11)  ^{u,v)  =  0, 
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so  kann  man,  wenn  es  nicht  leicht  angeht,  den  einen  Para- 
meter mittels  (11)  durch  den  anderen  auszudrücken  und  aus 
(10)  zu  beseitigen,  den  folgenden  Weg  einschlagen. 

Man   betrachte  ii  als   den  unabhängigen   Parameter;   dann 
gibt  die  Differentiation  von  (10)  nach  ihm  das  Resultat: 

/"  +  /"^  =  0- 


du 


dv 


der  Differentialquotient  -5—  aber  ergibt  sich  mittels  (11)  aus 
vollzieht  man  seine  Elimination,  so  kommt  die  Gleichung 

(12)  r "    '"    ==  0 

zustande.  Die  Elimination  von  «*,  v  zwischen  den  drei  Glei- 
chungen (10),  (11),  (12)  liefert  das  durch  (3)  bezeichnete 
Gebilde. 

Ahnlich  hätte  man  vorzugehen,  wenn  n  durch  n 
chungen  verbundene  Parameter  vorhanden  wären. 


1  Glei- 


als 


171.    Beispiele. 
Einhüllende     der 


Fig.  91. 


1)  Die  Evolute  der  Parabel  y^  =  2px 
Normalen  ergibt  sich  in  folgender 
Weise.  Die  Gleichung  der  Normale  im 
Punkte  x/y 

y 


-;(l-^), 


n-y 

auf  die  Form 

ys  —  2p{i  -p)y  —  2p^ri  =  0 
-^  gebracht,  enthält  nur  den  Parameter  ?/; 
bildet  man  die  Diskriminante  in  bezug 
auf  diesen,  so  entsteht 


-^^(^-pY+pW-o 


27 


oder 


8_ 
2Tp 


r  =  ^^{l-pf 


als  Gleichung  der  Evolute  (160,  1)).  Die  Evolute  teilt  die  Ebene 
in  zwei  Gebiete,  wovon  das  eine,  dem  der  Punkt  P3  (Fig.  91) 
angehört,  durch  die  Normalen  der  Parabel  dreifach,  das  andere, 
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in  welchem  1\  liegt,  einfach  bedeckt  wird;  in  den  Punkten  P 
der  Evolute  selbst  tindet  dreifache  Bedeckung  statt,  jedoch  so, 
daß  zwei  der  Xormalen  in  eine  zusammenfallen.  Hierin  liegt 
die  Bedeutung  der  Evolute  für  das  Normalenproblem  der 
Grundkurve. 

2)   Eine  Strecke   AB  (Fig.  92)  von   konstanter   Länge  a 
gleitet  mit  ihren  Endpunkten  auf  den 
Schenkeln    eines    rechten   Winkels;    es 
ist  ihre  Einhüllende  zu  bestimmen. 

Macht  man  die  Schenkel  des  rech- 
ten Winkels  zu  Koordinatenachsen,  be- 
zeichnet mit  2^  t^ie  Länge  des  aus  0 
auf  AB  gefällten  Lotes  und  mit  ti 
seinen  Neigunffswinkel  se^en  0  X,  so  ist 


aber   p  =  OA  cos  u  = 


X  cos  u  -\-  y  sin  ii  —  2)  =  0 

die    Gleichung    der    Geraden    AB]    da 
a  sin  u  cos  u,  so  nimmt  diese  Gleichung,  wenn  alle  Bedingungen 
der  Aufgabe  ausgedrückt  werden,  die  endgültige  Form 
X  cos  u  -{-  y  sin  u  —  a  sin  u  cos  m  =  0 

an.  DiflFerentiiert  man  sie  in  bezug  auf  den  Parameter,  so 
entsteht: 

—  X  sin  u  +  y  cos  u  —  a  (cos^  it  —  sin-  ii)  =  0 

und  diese  Gleichung  stellt  wieder  eine  Gerade  dar,  welche  die 
AB  im  Grenzpunkte  schneidet;  schreibt  man  sie  in  der  Gestalt 

—  (x  —  a  sin  u)  sin  u  -\-  (y  —  a  cos  ti)  cos  u  =  0, 

so  erkennt  man,  daß  diese  Gerade  auf  AB  normal  steht  und 
durch  den  Punkt  C  geht,  welcher  die  vierte  Ecke  des  über 
AOB  verzeichneten  Rechtecks  bildet. 

Löst  man  die  beiden  vorhandenen  Gleichungen  nach  x,  y 
auf,  so  kommt 

X  =  a  sin'  ii 

y  =  a  cos^t<; 

zum  Zwecke  der  Elimination  von  u  erhebe  man  beides  zur 
Potenz  f  und  bilde  die  Summe;  dadurch  entsteht 


(13) 


x^  -\-  y^  =  a- 
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als  Gleichung  der  Einhüllenden.  Diese  ist  eine  Kurve  sechster 
Ordnung  und  identisch  mit  der  130,  6)  unter  den  algebraischen 
Hypozykloideu  erkannten  Asfroide. 

3)  Aus  den  Punkten  einer  gegebenen  Parabel  als  Mittel- 
punkten werden  Kreise  beschrieben,  welche  durch  den  Scheitel 
der  Parabel  gehen;  es  soll  die  Einhüllende  dieser  Kreise  be- 
stimmt werden. 

Ist  y^  -f  4ax  =  0  die  Gleichung  der  gegebenen  Parabel 
und  bezeichnet  man  die  Koordinaten  des  Mittelpunktes  eines 
der  Kreise  mit  a,  ß,  so  lautet  die  Gleichung  des  Kreises 

X-  -f  y-  —  2ax  —  2ßy  =  0, 
wobei  jedoch 

sein  muß.  Differentiiert  man  beide  Gleichungen  nach  a,  so 
entsteht: 

x-hy^/  =  0 

•^  da 

2a  +  ^f  =  0 

'^  da 
und  hieraus  durch  Elimination  des  Differentialquotienten: 
ßx-2ay=^0- 

die  schließliche  Elimination  von  a,  ß  zwischen  dieser  und  den 
beiden  ersten  Gleichungen  gibt  als  Einhüllende: 
{x^  -{■  i/)x  =  2ai/, 

also  die  Zissoide  (129,  2)  und  132,  1));  es  ist  leicht,  den  Zu- 
sammenhang dieser  Zissoide  mit  derjenigen  nachzuweisen,  welche 
sich  als  Fußpunktkurve  der  nämlichen  Parabel  in  bezug  auf 
den  Scheitel  als  Pol  ergibt. 

4)  Über  den  zu  einer  festen  Richtung  parallelen  Sehnen 
eines  gegebenen  Kreises  als  Durchmessern  werden  Kreise  be- 
schrieben;  es  ist  ihre  Einhüllende  zu  bestimmen. 

Wählt  man  den  Mittelpunkt  des  Kreises  zum  Ursprung 
und  den  zu  den  Sehnen  konjugierten  Durchmesser  zur  Abszissen- 
achse, so  hat  ein  Kreis  des  Systems  die  Gleichung 

(x  -  af  +  y^  =  ß\ 
wobei 

«2  _^  /32  _  ^2^ 


Sechster  Abschnitt.    Anwendung  der  Differential-Rechnung  usw.    459 

wenn  r  der  Halbmesser  des  gegebenen  Kreises  ist.  Eliminiert 
man  aus  der  ersten  Gleichung  ß  mit  Hilfe  der  zweiten,  so 
lautet  jene: 

und  enthält  nurmehr  einen  Parameter;  differentiiert  man  nach 
diesem,  so  ergibt  sieh 

X  =  2a; 

dies  ist  die  Gleichung  einer  zur  Ordinatenachse  parallelen  Ge- 
raden, welche  die  Grenzpunkte  aus  dem  Kreise,  also  seine  Be- 
rührungspunkte mit  der  Einhüllenden  ausschneidet;  die  Glei- 
chung der  letzteren  erhält  man  durch  Elimination  von  a  zwischen 
den  beiden  letzten  Gleichungen,  sie  lautet: 

.^^  + 1:  =  1 

und  stellt  eine  Ellipse  dar,  welche  den  in  der  Ordinatenachse 
liegenden  Durchmesser  des  gegebenen  Kreises  zur  kleinen  Achse 
und  die  Endpunkte  des  dazu  senkrechten  Durchmessers  zu  Brenn- 
punkten hat. 

Aber  nicht  alle  Kreise  des  Systems  stehen  mit  der  Ellipse 
in  reeller  Berührung;  eine  solche  findet  vielmehr  nur  so  lange 
statt,  als  die  Gerade  x  =  2a  den  Kreis  schneidet,  solange  also 

2a^a  -f /3 
oder 

ß,2  ^  ^2  _  ^2 

oder  schließlich 

der  kleinste  wirklich  berührende  Kreis  hat  demnach  die  Mittel- 
punktsabszisse — zz  und   den  Radius     ;_ ;    alle  kleineren   Kreise 

"^  >/2  y^    , 

haben  mit  der  Ellipse  nur  ideelle  (imaginäre)  Doppelberührung; 
die  kleinsten  unter  diesen  sind  die  Nullkreise  um  die  Brenn- 
punkte. 

5)  Es  ist  die  Einhüllende  des  Kurvensystems 

x^  -i-  (x  -{-  a){y  —  u)'  —  nx-  =  0 

zu  bestimmen,  wenn  u  der  veränderliche  Parameter  ist. 
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Wenn  mau  nach  diesem  differentiiert,  so  entsteht 

(x  +  a)(ij  —  u)  =  0, 

und  wenn  mau  mit  Hilfe  dessen  x  aus  obiger  Gleichung  eli- 
miniert,  so  ergibt  sich  das  Gebilde 

x^(x  —  a)  =  0, 

das  aus  der  doppelt  gelegten  Ordiuatenachse  und  aus  der  Ge- 
raden 

X  =  a 
besteht. 

Bezeichnet  man  die  linke  Seite  der  vorgelegten  Gleichung 
mit  f(x,  y,  h),  so  ist 

f,  =  dx'  +  {y-uy~2ax 

f,j  =  2{x  +  a)(y—ii) 
fax  =  —  2(p—  u) 
füy  =  -2(.r  -f-a); 

für  y=u,  x  =  0  verschwindet  die  Determinante  168,  (7)  iden- 
tisch, es  verschwinden  aber  auch  f^,  fy-  daher  ist  die  Ordiuaten- 
achse nicht  Einhüllende,  sondern  Ortslinie  von  mehrfachen 
Punkten.  Für  y  =  u,  x  =  a  hingegen  sind  f^,  fy  nicht  gleich- 
zeitig Null,  die  Gerade  x  =^  a  ist  somit  Einhüllende. 

Die  vorgelegte  Gleichung  stellt  ein  System  von  Strophoi- 
den  (129,  T)  dar,  welche  sich  nur  durch  ihre  Lage  gegen  die 
Fig.  93.  Abszissenachse  unterscheiden  (Fig.  93) ;  G  G' 

ist  ihre  gemeinsame  Asymptote,  YY'  der 
Ort  ihrer  Doppelpunkte  und  HH'  die  Ein- 
hüllende. 

6)  Die  Einhüllende  der  Bahnen  zu  be- 
stimmen, die  ein  Punkt  beschreibt,  wenn  er 
von  0  aus  unter  verschiedenen  Elevationen  mit 
gegebener  Geschwindigkeit  v  geworfen  wird. 

7)  Es  ist  die  Einhüllende  der  Kurven 

(:r+(i;r=i 

zu   bestimmen,   deren  Parameter  a,  h   der  Gleichung  genügen: 


a"  -I-  h"  =  c". 
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Die  Spezialisierung  der  Exponenten  führt  zu  einer  Reihe 
bemerkenswerter  Einzelfälle,  worunter  sich  auch  anderweitig 
schon  besprochene  Linien  befinden. 

8)  Die  Einhüllende  (Hüllbahn)  eines  festen  Kreisdurch- 
inessers  beim  Abrollen  des  Kreises  auf  einer  festen  Geraden 
zu  ermitteln. 

9)  Zu  den  Tangenten  (Normalen)  der  Parabel  y-  =  2px 
werden  in  den  Punkten,  wo  sie  die  Abszissenachse  schneiden, 
Lote  errichtet;  es  ist  die  Einhüllende  dieser  Lote  zu  suchen 
und  zu  konstruieren. 

10)  Aus  den  Punkten  einer  gegebenen  Ellipse  werden 
Kreise  beschrieben,  die  durch  deren  Mittelpunkt  gehen;  es  ist 
ihre  Einhüllende  zu  bestimmen  (vgl.  166,  5)). 

172.  Fortsetzung.  Brennlinien.  Als  physikalisch 
wichtige  Anwendung  der  Theorie  der  Einhüllenden  seien  ab- 
schließend die  Brennlinieii  vorgeführt.  Wenn  ein  ebenes 
Strahleusystem  an  einer  gegebenen  Grenzkurve  nach  den  be- 
kannten physikalischen  Gesetzen  reflektiert,  beziehungsweise 
gebrochen  wird,  so  besitzt  das  aus  diesem  Vorgange  entstehende 
neue  Strahlensystem  im  allgemeinen  eine  Einhüllende,  und  diese 
belegt  man  mit  dem  Namen  der  Brennlinie  des  betreifenden 
Vorgangs.  Je  nachdem  es  sich  um  Reflexion  oder  Refraktion 
handelt,  unterscheidet  man  die  Brenn-  oder  Jcmistischen  Linien 
auch  als  Kala-  und  Dialiaustiken. 

An  erster  Stelle  soll  der  einfachste  P'all  behandelt  werden, 
der  sich  ergibt,   wenn  das  Strahlensystem  ein  Strahlenbüschel 
und  die  Grenzlinie  eine  Gerade  ist.    Wählt 
man  diese  als  Ordinatenachse  und  legt  die 
Abszissenachse   durch   den   Scheitel  F  des 
Büschels    (Fig.  94),    dessen    Abstand    von 
der    Grenzlinie    mit    c    bezeichnet    werden 
möge,    so    hat   ein  Strahl  FA,    der    unter 
dem  Winkel  u  einfällt,  nach  der  Reflexion 
den  Neigungswinkel  x  —  a  gegen  die  Abs- 
zissenachse, und  es  lautet  mit  Benutzung  der  Abkürzung  igu  =  u 
die  Gleichung  des  reflektierten  Strahls 
y  -\-  u(x-  c)  =  U, 


Fig. 

94. 

y 

ly 

/iL. 

^ 

/<P'-' 

F 

^      0 
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seine  Einhüllende  ist  also  nach  der  zu  Gleichung  (6),  168  ge- 
machten Bemerkung  durch  die  Gleichungen 

X  =  c,         y  =  0 
bestimmt,  d.  b.  die  reflrjdicrten  Strahlen  geJi€7i  durch  den  Spiegel- 
punJit  zu  F  in  hezug  auf  die  Grenzlinie  YY'. 

Findet  Brechung  statt  mit  dem  Brechungsexponenten  n 
und  heißt  ß  der  Brechungswinkel  desselben  Strahls  FA,  so 
gilt  jedesmal  die  Beziehung 

sin  o: 

-.—-3  =  n. 

sin  p 
Die   Gleichung    des    gebrochenen   Strahls    in    der   Hesseschen 
Normalform  lautet: 

X  cos  (y  +  /^)  +  ?/  sin  ( Y  +  ^)  —  c  tg  a  cos  /3  =  0 

und  mit  Rücksicht  auf  obige  Gleichung  ausgeführt: 

T    ,              ^        /(csinßcosß        ^ 
-x^mß  +  ij  cos  ß  - \~7^--„  =  0. 

Diflferentiiert  mau  sie  in  bezug  auf  /3,  so  entsteht 

„  .      r,        HC(cos*ß  —  sin*ß  4- >i*  sii*^)        r\ 

—  a:  cos  /3  —  ?/  sm  ß ^ ^  ^ ==  0. 

^       ^         ^  (1  — «*sin*/3)f 

Durch  Auflösung  beider  Gleichungen  in  bezug  auf  x,  y  ergibt  sich 

nc  cos'  ß 


(1- 

w*8in*^t 

y  = 

nc(l- 
(1- 

«*  sin*  ß)i 

und 

hieraus 

folgt 

zunächst 

vr 

X 

nc 

cos^^ 

(1- 
(1- 

-  w*  sin*  ß)i 

—  n^y 

-  n^)i  sin»  ß 

nc  {l  —  n^8in^ß)V 

erhebt   man    beides    auf   die  Potenz  -  ,    so    findet  sich   durch 

Summierung  als  Gleichung  der  Einhüllenden: 

/a;\f       /]/i  _  n*t/\l_  ^ 
\nc/         \       nc       / 

Bei  w  <  1,    also    bei    einer  Brechung  vom   Lote,    ist   dies   die 
Gleichung  der  Evolute  einer  gewissen  Ellipse,  zu  der  hiernach 


a 
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die  gebrochenen  Strahlen  normal  sind;  bei  einer  Brechung  zum 
Lote,  wobei  w  >  1 ,  ist  es  die  Evolutengleichuug  einer  be- 
stimmten Hyperbel,  welche  demnach  die  gebrochenen  Strahlen 
rechtwinklig  durchschneidet;  in  beiden  Fällen  ist  der  Scheitel  F 
des  ursprünglichen  Strahlenbüschels  ein  Brennpunkt  des  be- 
trejffenden  Kegelschnitts,  und  von  diesem  kommt  jedesmal   nur 

Fig.  95.  Fig.  9fi. 


2  ,  8 

3  und  ^  =  y 


ein  Teil,  hier  der  links  von  der  Grenzlinie  liegende,  in  Betracht. 
Die  Figuren  95  und  96    bringen   die  Fälle  n 
zur  Anschauung. 

Nun  gehe  das  Strahlensystem,  um  das  Problem  allgemeiner 
zu  fassen,  rechtwinklig  von  einer  gegebenen  Kurve  F  aus  und 
werde  an  einer  ebenfalls  gegebenen  in  derselben  Ebene  liegenden 
Kurve  C  reflektiert  (Fig.  97),  bzw.  gebrochen  (Fig.  98). 

Betrachten  wir  zuerst  den  Fall  der  Reflexion.  Um  zu 
dem  Strahl  A' A  den  reflektierten  zu  konstruieren,  kann  man 
SU  vorgehen,  daß  man  aus  A  den  Kreis  K'  verzeichnet,  der 
F  in  A'  berührt,  auf  diesem  Kreise  den  Spiegelpunkt  B  zu  A' 
in  beziig  auf  die  Tangente  T  zu  C  in  A  bestimmt,  so  ist  da- 
mit ein  Punkt  gefunden,  der  mit  A  den  reflektierten  Strahl 
bestimmt.  Zugleich  sind  aber  A'  und  B  die  Grenzpunkte,  die 
der  Kreis  K'  mit  dem  benachbarten  aus  dem  so  konstruierten 
Kreissystem  ergibt,  also  Punkte  der  Einhüllenden  dieses  Systems 
und  die  Brennlinie  die  Evolute  jenes  Teils  dieser  Einhüllenden, 
der   die   Punkte  B  angehören.     Es    ergibt   sich   also   zur  Auf- 
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fiuduiig  der  Breunlinie  das  folgende  Verfahren:  Man  konstruiere 
aus  den  Punkten  der  Grenzkurve  als  Mittelpunkten  jenes  Kreis- 
SYsteni,  das  die  Kurve  F  berührt;  der  von  F  verschiedene  Teil 
der  Einhüllenden  dieses  Kreissystems  gibt  in  seiner  Evolute 
die  Brennlinie. 

Auf  den  vorhin  behandelten  einfachsten  Fall  angewendet, 
führt  dieses  Verfahren  zu  einem  Kreisbüschel  mit  der  Zentral- 

Fig.  97.  Fig.  !i8. 

'C 


linie  YY'  und  dem  Punkt  F  als  dem  einen  Grundpunkt;  der 
andere  Grundpunkt  vertritt  die  Brennlinie. 

Handelt  es  sich  um  BrecJiung  mit  dem  vorgeschriebenen 
Exponenten  n,  so  kann  die  Konstruktion  des  zu  Ä'  Ä  gehörigen 
gebrochenen  Strahls  in  folgender  Weise  geschehen.  Man  be- 
schreibt um  A  zwei  Kreise  K',  K",  deren  erster  F  in  A  be- 

AA' 
rührt,    deren   zweiter   den  Radius  AÄ' = hat.     Das   Lot 

A"  D  aus  A"  auf  die  Tangente  T  an  C  im  Punkte  A  treffe 
K'  in  B',  dann  verläuft  der  gebrochene  Strahl  so,  als  ob  er 
aus  J5'  käme;  denn  zwischen  dem  Einfallswinkel  a  und  dem 
Brechungswinkel  ß  folgt  aus 

AI)  =  AA"  sin  u  =  AB'  sin  ß 
die  Beziehung 

sin a AB'        AA' 

sinyS       AA"       AA" 

Verlängert  man  AB'  bis  an  den  Kreis  K",  der  im  Punkte 
B"  getroffen  wird,  so  ist  B"  einer  der  Grenzpunkte  von  K" 
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und  somit  ein  Punkt  der  Einhülleudeu  der  Kreisschar  K". 
Dies  ergibt  sich  «aus  folgender  Hilfsbetrachtuug,  die  zugleich 
den  Fall  des  Strahlen &«sc//efe  erledigt,  das  an  einer  Geraden 
gebrochen  wird. 

Man  denke  sich  aus  den  Punkten  der  Geraden  YY' 
(Fig.  94  a)  zwei  Scharen  von  Kreisen,  K'  und  K",  beschrieben, 
die  erste  mit  der  Gleichung 

x'  +  {y  -  hf  =  /.2  +  c\ 

die  zweite  mit  der  Gleichung 

wobei  c  die  konstante  Strecke  FO 
bedeutet  und  h  variabel  ist.  Zur 
Bestimmung  der  Einhüllenden  der 
zweiten  Kreisschar  bilde  man  durch 
Differentiation  nach  h  die  Gleichung 

so  bestimmt  dieselbe  die  Lage  der  Sehne,  die  die  Grenzpunkte 
verbindet,   und  zwar  ist 

7  ^ 


ihre  Gleichung.  Konstruktiv  wird  diese  Sehne  dadurch  erhalten, 
daß  man  den  in  dem  Lote  A' D  zu  YY'  liegenden  Punkt  B' 
auf  K'  aus  A  nach  B"  auf  K"  projiziert  und  nun  durch  B" 
das  Lot  B" E  zu   YY'  zieht.     Denn  es  ist 


FA 


OE  =  OA  -EA=  OA-  B"A  sin  (i=  OA-         sin  ß 


=  OA  -  -^  sin  /J  =  6 

n  sin  a         ' 


In  Fig.  98  vertritt  T  die  Stelle  von  YY'  und  FA'  die 
Stelle  von  A'. 

Das  Ergebnis  der  Untersuchung  geht  also  dahin,  daß  die 
Brennlinie  des  Vorgangs  die  Evolute  eines  Teiles  der  Ein- 
hüllenden jener  Kreise  ist,  die  aus  den  Einfallspuukten  der 
Strahlen  beschrieben  sind  mit  Radien,  die  durch  Vervielfachung 

entstehen. 


der  Strecken  AA'  mit 

Czuber:  Vorlesungen.     I. 


1 

n 
:i.  Aufl. 
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Die  Elimination  von  b  zwischen  den   Gleichungen 
^'  +  (>J-iY  =  -^^ 

führt  tatsächlich  zu   der   Gleichung  eines  Zentralkegelschnitts: 

n*.T*  w*y*  ^ 

c'-    "*"  (T— ««Yc*  ^    ' 

als  dessen  Evolute  sich  die  oben  gefundene  diakaustische 
Linie  ergibt. 

B.   Raumkurven  und  krumme  Flächen. 

§   1.     Tangente  und.  Normalebene  einer  Raumkurve. 
Die  erste  Krümmung  oder  Flexion. 
173.    Analytische    Darstellung    der    Kurven    im 
Räume.     Sind  die  veränderlichen  rechtwinkligen  Koordinaten 
X,  y,  z  eines  Punktes  M  im  Räume  als  eindeutige  stetige  Funk- 
tionen einer  Hilfsvariablen,  des  Parameters,  u  gegeben: 

(1)  X  =  x{ii)       y  =  y(^)       z  =  z{u), 

so  beschreibt,  während  u  seinen  Bereich  stetig  durchläuft,  der 
Punkt  M  eine  Kurve  im  Räume,  sofern  nicht  eine  der  drei 
Funktionen  beständig  den  Wert  Null  hat;  in  letzterem  Falle 
würde  in  einer  der  Koordinatenebenen  eine  Kurve  beschrieben 
werden.  Von  den  Funktionen  x(u),  y{u),  z(u)  setzen  wir 
weiter  noch  voraus,  daß  sie  bis  zu  Gliedern  der  je  weilen  er- 
forderlichen Ordnung  nach  der  Taylor  sehen  Formel  entwickel- 
bar seien. 

Besteht  zwischen  den  drei  Funktionen  eine  lineare  Identi- 
tät mit  konstanten  Koeffizienten 

Ax(u)  +  By{u)  4-  Cz{u)  -f  Z)  =  0, 

so  liegen  alle  Punkte  der  Kurve  in  einer  Ebene,  die  Kurve 
ist  eine  Plankurve;  findet  eine  derartige  Beziehung  nicht  statt, 
80  heißt  die  Kurve  eine  Raumkurve. 

Zwei  von  den  Gleichungen  (1)  für  sich  betrachtet  (127),  z.  B. 

y  =  y{u),        z  =  z{u), 
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bestimmen  eine  Kurve  in  der  y •2'- Ebene;  dieselbe  wird  gleich- 
zeitig mit  der  Raurakurve  von  dem  Fußpunkte  des  Lotes  aus 
M  auf  die  ?/^r-Ebene  beschrieben,  ist  also  die  Projektion  der 
Raumkurve  auf  dieser  Ebene.  Diese  Projektion  kann,  wenn 
man  u  eliminiert,  auch  durch  eine  Gleichung  der  Form  cp(y,  2)  =  0 
dargestellt  werden;  verfährt  man  mit  den  anderen  Paaren  aus 
(1)  ebenso,  so  ergeben  sich  drei  Gleichungen 

(p{y,  ^)=0 

X{x,  y)  =  0, 
welche  die  drei  Projektionen  der  Raumkurve  bestimmen;  zur 
Charakterisierung  der  Raumkurve  reichen  aber  zwei  von  diesen 
Gleichungen  hin,  die  dritte  ist  jedesmal  eine  Folge  der  beiden 
anderen.  Dies  stimmt  mit  der  geometrischen  Tatsache  über- 
ein, daß  eine  Linie  im  Räume  durch  zwei  Projektionen  (auf 
nicht  parallele  Ebenen )  bestimmt  ist.  Jede  der  vorstehenden 
drei  Gleichungen  kann  aber  auch  als  Gleichung  des  zur  be- 
treffenden Koordinatenebene  normalen  projizierenden  Zylinders 
aufgefaßt  werden  und  in  diesem  Sinne  bestimmt  das  Gleichungs- 
paar 

(2J  (  '^^^^  '^  =  ^ 

^  v{y,  ^)  =  0 

die  Kurve  als   Durchschnitt   zweier  Zylinder,  wovon   der  eine 
parallel  zur  ?/-Achse,  der  andere  parallel  zur  a:-Achse  ist. 

Die  Gleichungen  (2)  können  aber  so  angesehen  werden, 
als  wären  sie  hervorgegangen  aus  zwei  Gleichungen  von  der 
Form: 

.3  f  A^,  ^,  ^)  =  0 

^  \  Fix,  y,  z)  =  0, 

indem  einmal  /y,  ein  zweites  mal  x  eliminiert  wurde;  jede  dieser 
Gleichungen  bestimmt  z  als  Funktion  von  x,  y  und  repräsen- 
tiert eine  Fläche  (45);  die  Raumkurve  erscheint  so  als  Durch- 
"  schnitt  zweier  Flächen  im  allgemeinen  gegeben. 

Damit  sind  die  drei  gewöhnlichen  Arten  der  analytischen  Dar- 
stellung einer  Linie  im  Räume  überhaupt,  im  besonderen  einer 
Haumkurve,  erledigt.  Für  allgemeine  Untersuchungen  ist  die 
erste  Art  den  anderen  vorzuziehen. 

30* 
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Beispiele.  1)  Wenn  ein  Punkt  um  eine  feste  Gerade 
gleichförmig  rotiert  und  gleichzeitig  parallel  zu  dieser  Geraden 
gleichförmig  fortschreitet,  so  heißt  die  von  ihm  ausgeführte 
Gesamtbewegung  eine  schratihcnde  Beilegung  oder  Schraubung. 
Die  dabei  beschriebene  Linie  wird  gemeine  Schranhcnlinie  (Helix) 
genannt. 

Wird  die  feste  Gerade  zur  .2- Achse  eines  rechtwinkligen 
Koordinatensystems  genommen  und  die  a;-Achse  durch  eine 
Lage  Mq  (Fig.  99)  des  beweglichen  Punktes  gelegt,  dessen  Ab- 
stand von  der  festen  Geraden  =  a  sei;  so  ist  für  eine  neue 
Lage  31,  welche  aus  ü/q  durch  Rotation  um  den  Winkel  u 
und  durch  eine  fortschreitende  Bewegung 
von  der  Größe  2  hervorging, 

au  ' 

wo  ]c  eine  Konstante  bedeutet;  auf  Grund 
dessen  sind 

X  =  a  cos  ii 


(4) 


y  =  a  sin  u 

z  =  1)U 


die  Gleichungen  der  Kurve,  wobei  h  =  Jca  gesetzt  wurde.  Das 
dem  Werte  u  =  27i  entsprechende  2  heißt  die  Ganghöhe  der 
Schraubenlinie;  ihr  Ausdruck  ist  also  ^nb. 

Durch   Elimination  von   m   zwischen  je   zweien  der   Glei- 
chungen (4)  erhält  man: 

x'^  -r  y^  =  a^ 


X  =  a  cos 


y 


a  sm 


b  ' 


die  Projektion   der  Kurve  auf  der  ic^- Ebene  ist  ein  Kreis;  die 
Kurve  liegt  auf  einem  Kreiszylinder,  der  als  Schraubenzylinder 
bezeichnet  wird.     Die  beiden   anderen  Projektionen   sind  kon- 
gruente transzendente  Kurven. 
2)  Das  Gleichungspaar 

x^  -{-  y^  -{-  z^  =  4fl^ 
x^  +  y^=  ^ax 
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bestimmt  eine  Raumkiirve  als  Durclischnitt  einer  Kugel  vom 
Radius  2a  um  den  Ursprung  mit  einem  Kreiszylinder  vom 
Radius  a,  der  die  ?/^- Ebene  längs  der  ^- Achse  berührt.  Die 
zweite   dieser  Gleichungen  gibt   zugleich  deren  Projektion  auf 

Fig.  100  a.  Fig.  100  b. 

z  z 


der  rc?/- Ebene.     Für    die    beiden   anderen    Projektionen   erhält 
man  durch  Elimination  von  x,  bzw.  y  die  Gleichungen: 

i  z^  =  4a-u2  _  ^2) 

\z' 


(5) 


+  2a(a:-2a)  =  0; 

die  erste  gehört  zu  einer  Kurve  4.  Ordnung,  welche  im  Ur- 
sprung einen  Knotenpunkt  mit  den  Tangenten  z  -f-  y  =  0, 
z  —  y  =  0  hat  und  symmetrisch  ist  zu  beiden  Achsen  (Fig.  100a); 
die  zweite  entspricht  einer  Parabel  (Fig.  100b)*). 

174.  Die  Tangente.  Auf  einer  Raumkurve  sei  ein 
Punkt  31  mit  dem  Parameterwerte  n  und  den  Koordinaten 
xjyiz  gegeben;  es  werde  auf  ihr  ein  zweiter  Punkt  M  an- 
genommen, dem  der  Parameterwert  u  -\-  h  zugehört:  seine 
Koordinaten  seien  x  -\-  ^x/y  +  -dy/z  +  ztz.  Durch  die  beiden 
Punkte   ist   eine  Gerade  bestimmt,    deren  Gleichungen  lauten: 

t  —  x  ^  ri—y  ^  g  — ^  . 
Jx  Jy  Az     ' 

die  Kosinus  der  Winkel,  welche  die  Richtung  J/il/'  in  dieser 

Geraden  mit  den  positiven  Achsenrichtungen  bildet,  sind  durch 

die  Quotienten 

Jx  Ay  Az 

c    '  c    '  e 


*)  Von  der  Parabel   hat  nur   der  innerhalb   des  Kreises  enthaltene 
Teil  reelle  Bedeutung;  der  übrige  Teil  heißt  parasitisch. 
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bestimmt,  wobei 

und  die  Wurzel  positiv  genommen  werden  soll,  wenn  die  Punkt- 
folge 31,  M'  dem  Wachsen  des  u  entspricht.  Mit  stetig  gegen 
Null  abnehmendem  A,  also  l)ei  beständiger  Annäherung  des 
Punktes  M'  an  den  Punkt  J/,  konvergieren  diese  Kosinus 
gegen  bestimmte  Grenzen,  und  zwar  ist 

,.      J  X       ■,.  h 

hm         =  iim 


'var+m+m' 


dx 
du 


vw+ar+o 


und  ähnlich  die  beiden  anderen.  Dadurch  ist  also  eine  Grenz- 
lage der  durch  M  und  einen  zweiten  Punkt  der  Kurve  gelegten 
Geraden  bestimmt,  die  man  als  Tangente  der  Kurve  im  Punkte 
31  definiert.  Werden  die  Winkel,  welche  die  dem  wachsen- 
den H  entsprechende  Richtung  der  Tangente  mit  den  positiven 
Achsenrichtungen  bildet,  mit  a,  (3,  y  bezeichnet,  so  ist  hier- 
nach: 


coscc  = 


dx 
du 


-\/(dxY    ('^y\^  \  /^^V 

V  W    "^  Um/   ^  \du} 


dy 
(6)  cos/3=  ^" 


dz 

du 

cos  7  = 


und  es  lauten  die  Gleichungen  der  Tangente: 


oder 
(7) 


|_a:       r]  —  y 

i-2 

cos  cc         cosß 

COS  7 

1  — X     n—y 

dx            dy 

t-2 

~    dz 

du            du 

du 
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Die  Formeln  (6)  und  die  Gleichungen  (7)  sind  unmittel- 
bar anwendbar,  wenn  die  Kurve  parametriscli  dargestellt  ist. 
Um  auch  die  anderen  Darstellungsformen  einzubeziehen,  führe 
man  an  Stelle  der  Differentialquotienten  Differentiale  ein,  was 
in  (6)  durch  Multiplikation  von  Zähler  und  Nenner  mit  du 
erfolgt;  dann  hat  man: 

dx 


cos  a 


ydx^-\-(!f-  +  dz* 


(6*)  cos/3=  ^ 


cos  y 


ydx'--^dy^-\-dz^ 
dz 


ydx^-\-  di/^-\-dz' 
und  es  lauten  die  Gleichungen  (7): 


(7*) 


v—y     t—z 


dx  dy  d: 


Ist  die  Kurve  durch  das  Gleichungspaar  (2)  oder  durch 
jenes  (3)  gegeben,  so  lassen  sich  zwei  der  Differentiale  linear 
durch  das  dritte  ausdrücken;  im  Falle  (3)  kann  man  auch 
folgendermaßen  vorgehen.  Durch  Difierentialbildung  ergibt  sich: 

fjdx  +  f;dy  +  f;dz  =  0 

FJdx  +  F;dy^F:d,=  0 
und  hieraus  folgt: 

\  I  y  I  z  I  z  I X    \      \  •  X  '  y    \ 


dx  :  dy  :  dz       ,  .   .  ,,  .    _ . 

•^         i  f;    f:    f:    f;i  \f:    f. 


f    5 


bedient  man  sich  für  diese  aus  den  partiellen  Differential- 
quotienten gebildeten  Determinanten  der  von  Donkin  vor- 
geschlagenen Bezeichnung 


f;  f; 


d(f,  F) 

-^7 f    USW. 

d{y,  z) 


so  können  die  Gleichungen  der  Tangente  so  geschrieben  werden: 

h,  —  x  ^  n  —  y  ^  S  —  2 
(7**)  d{f\~F)       d(f,F)       djf^F)' 
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Beispiele.    1)  Für  die  Schraubenlinie  erhält  inaii  auf  Grund 
der  Gleichungen  (4)  und  der  Formeln  ( G)  die  Richtungskosinus 

der  Tangente: 

asinu  ,  acosu  b 

COS  «  = ,     cos  p  =    -        —  ,     cos  y  =  — -_    ~  _  ; 

der  Winkel  mit  der  positiven  Richtung  der  .e- Achse  ist  also 
konstant;  sein  Komplement,  d.  i.  der  Neigungswinkel  der  Tangente 
•mit  der  ay-Ebene,  wird  der  Steigung sivinkel  der  Schrauben- 
linie genannt. 

Die  Gleichungen  der  Tangente  lauten  dann  mit  Rücksicht 

auf  (4): 

I  — a;  ^  Tij-  y  ^  t  —  z  . 
—  y  X  fe     ' 

für  die  Spur  S  (Fig.  99)  der  Tangente  auf  der  a;i/- Ebene 
ergeben  sich  hieraus,  indem  man  ^  =  0  setzt,  die  Koordinaten: 


Xk 


demnach  ist 
und 


1-5=  -  (I  -  xf  +  (,  -  yy  =  '^'±p^  -  aV 


PS  =  au  =  arcPJfo- 


Der  Ort  der  Tangenten  einer  Raumkurve  ist  eine  krumme 
Fläche  und  heißt  die  Tangenten  fläche  der  Kurve.  Ihre  Spur  auf 
der  xy-^hene  ist  der  Ort  der  Punkte  Ä;  für  die  Schrauben- 
linie ist  diese  Spur  durch  die  letzte  Gleichung  als  eine  Evolvente 
jenes  Kreises  charakterisiert,  in  welchen  sich  die  Schraubenlinie 
auf  der  a;?/- Ebene  projiziert  (159). 

2)  Bei  der  in  173,  2)  betrachteten  Kurve  ist 

fix,  y,  z)  =  X-  +  y--\-  z^-  4a^ 
F{x,  y,  z)  =  x'^  —2ax  +  y^, 

und  unter  beständiger  Rücksichtnahme  auf  die  Gleichungen  (5) 

der  Kurve  erhält  man   hieraus: 

yz                                  z{x  —  a)                                  y 
cosa  =  —   --z^-^       cos/3=    ■,//  , \,     cosj/= " 
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hiernach  hat    man   beispielsweise   für   den  Punkt  a/a/aY^  der 
Kurve : 


cos 


«  =  -1/3,         cos/3  =  0,  cosy=y^, 


und  es  ist  hierdurch  die  Richtung  der  Tangente  im  Sinne  des 
abnehmenden  x  bestimmt,  wie  aus  dem  Vorzeichen  von  -~ — l 
zu  erkennen  ist. 

Für  den  Punkt  2a/0/0  hören  die  Formeki  auf  bestimmte 
Bedeutung  zu  haben;  es  ist  dies  ein  singulärer  Punkt  der 
Kurve,  wie  auch  ihre  Projektion  auf  der  ?/^-Ebene  (Fig.  100b) 
es  erkennen  ließ. 

Die  Gleichungen  der  Tangente  im  Punkte  xiylz  sind: 

—  yz        z{x  —  a)  ay 

175.  Bogendifferential  einer  Raumkurve.  Die  in 
153  aufgestellte  Definition  der  Länge  eines  ebenen  Kurven- 
bogens  läßt  sich  auch  auf  eine  Raumkurve  ausdehnen.  Wir 
definieren  die  Länge  eines  Bogens  M^M  einer  liaunikurve  als 
den  Grenzwert  eines  in  diesem  Bogen  von  Mq  bis  M  ver- 
laufenden Sehnenzuges  bei  beständig  wachsender  Zahl  der 
Sehnen  und  Abnahme  jeder  einzelnen  gegen    die  Grenze  Null. 

Dieser  Definition  zufolge  ist  der  Differentialquotient  der 
Funktion  s  von  11,  welche  die  Bogenlänge  ausdrückt,  der  Grenz- 
wert des  Quotienten  aus  der  Sehne  MM'  =  c  durch  die  zu- 
gehörige Änderung  li  von  u  für  lim  li  =  0,  d.  h.  es  ist: 


ds        ,.       c         ,.      VJx^  +  Jy^-\-^z^ 

T    =  lim  ,    =  lim  '^ ^—r^ — ■ : 

^**         A  =  0    ^*  A  =  0  '* 

denn  diese  Sehne  kann  als  Seite  des  Sehnenzuges  von  3Iq  bis 
M',  also  als  Änderung  der  Länge  des  Sehnenzuges  in  M^^M 
bei  dem  Fortschreiten  von  M  zu  M'  aufgefaßt  werden.  Führt 
man  die  Division  mit  h  unter  der  Wurzel  aus  und  vollzieht 
dann  den  Grenzübergang,  so  ergibt  sich 

Geschieht  die  Zählung  des  Bogens  so,  daß  er  mit  u  zugleich 
wächst,  so  ist  die  Quadratwurzel  positiv  zu  nehmen. 


474  Erster  Teil.     DiflFerential-Rechnung. 

Daraus  erhält  man  durch  Multiplikation  mit  du  das  Boyen- 
dijferential,  das,  wenn  die  unabhängige  Variable  nicht  ersicht- 
lich gemacht  wird^  die  Formel  hat: 


(9)  ds=ydx^  +  dy^^dzK 

Hiermit  gestatten  die  Formeln  174,  (6*)  für  die  Rich- 
tungskosinus der  Tangente  die  Schreibweise: 

(10)  cosa  =  ^,     ^os/3  =  -,     cos;.  =  ^. 

Bei  allgemeinen  Untersuchungen  empfiehlt  es  sich,  der 
Einfachheit  der  Formeln  wegen,  den  von  einem  festen  Punkte 
Mq  an  gezählten  Bogen  s  als  Parameter  zu  wählen;  ist  wirk- 
lich eine  solche  Darstellung  der  Koordinaten  x,  y,  z  als  Funk- 
tionen von  s  möglich,  so  bedeuten  die  rechten  Seiten  in  (10) 
Difi'erentialquotienten;  im  andern  Falle  sind  sie  als  Quotienten 
von  Differentialen  bezüglich  einer  und  derselben  Variablen 
aufzufassen. 

Aus  den  Gleichungen  (10)  ergibt  sich,  bei  der  zuletzt 
angeführten  Auffassung,  die  eigentliche  geometrische  Bedeutung 
von  ds-^  da  nämlich 

dx  =  ds  cos  a,      dy  =  ds  cos  ß,      dz  =  ds  cos  y, 
so  stellt  ds  jene  Strecke   der  Taugente  vor,   die  vom  Kurven- 
punkte x/y/z   bis   zum  Nachbarpunkte   x  -f  dx/y  +  dy/z  +  dz 
der  Tangente  reicht. 

Beispiel.  Das  Bogendifferential  der  Schraubenlinie  ergibt 
sich  nach  Formel  TS)  aus  den  Gleichungen  173,  (4): 

ds  =y(r  -\-  h-du\ 

diese  Difi'erentialformel  kann  aber  nur  eine  Folge  einer  end- 
lichen Gleichung 

s  =Ya^''+'¥  ■  u -{■  C 

sein,  in  welcher  G  eine  Konstante  bedeutet.  Zählt  man  den 
Bogen  von  J/^,  fFig.  99)  an,  so  werden  s  und  ii  zugleich  Null 
sein,  daher  ist  dann  auch  C  =  0  und 

s  =ya^b^ '  u. 


I 
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Beachtet  man,  daß 

nrc  j\Iq  P  =  au 

P3I=hii 

ist,  so  ist  hiernach 

ar 


c  J/oiJ/=  l^arc  JfoP'  +  M P\ 


Dieser  Zusammenhang,  der  auf  den  pythagoreischen  Satz 
hinweist,  wird  unmittelbar  verständlich,  wenn  man  beachtet, 
daß  der  Schraubenbewegung  auf  dem  Zylinder  eine  geradlinige 
Bewegung  auf  seiner  Abwicklung  entspricht. 

176.  Die  Normalebene.  Die  durch  den  Punkt  M  einer 
Raumkurve  senkrecht  zur  Tangente  gelegte  Ebene  wird  Normal- 
ebene  der  Kurve  in  M  genannt.  Ihre  Gleichung  folgt  unmittel- 
bar aus  den  Gleichungen  der  Tangente  und  lautet: 

(11)        (i_^)^l  +  (,_2,)2  +  a-.)^i  =  o, 

wenn  u  der  Parameter  ist,  durch  welchen  die  Koordinaten 
ausgedrückt  sind,  oder: 

(11*)         (I  -  x)dx  +  iv  -  y)dy  +  a  -  ^)dz  =  0 

oder  endlich: 

^^       ^^  d(y, .)  +  ^"^       ^^  d{z,  X)  +  ^^      ^^  d{x,  y)  -  ^> 

wenn  die  Kurve  durch  die  Gleichungen  173,  (3)  gegeben  ist; 
diese  letzte  Gleichung  kann  mit  Rücksicht  auf  die  Bedeutung 
der  Koeffizienten  auch  in  der  folgenden  Gestalt  geschrieben 
werden : 


1  —  a; 

n-y 

t- 

dx 

dy 

df 

dz 

dF 
dx 

dF 

dy 

dF 

dz 

(11**)  d'x  dy  ^dz     i=0 


Beispiel.  Aus  den  Gleichungen  der  Tangente  an  die  Kurve 
173,  (5),  die  in  174,  2)  abgeleitet  worden  sind,  ergibt  sich  die 
Gleichung  der  Normalebene  im  Punkte  xjy^z: 

—  yzil  -x)  +  z{x  -  a){rj  -  y) -{-  ayit,  —  z)  =  0 
und  nach  vollzogener  Reduktion 

—  yzi  +  z(x  —  a)jy  +  ayi  =  0. 
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Alle  Normalebeneu  geheu  hier  also  durch  einen  festen  Punkt, 
den  Mittelpunkt  der  Kugel,  eine  Beziehung,  die  für  jede  spJiä- 
rische  Raumkurve  zureeht  besteht. 

177.  Die  erste  Krümmung  oder  Flexion.  Wenn  eine 
Gerade,  in  welcher  eine  Richtung  als  positiv  gewählt  ist,  eine 
Bewegung  in  der  Ebene  ausführt,  so  ist  die  Größe  der  dabei 
vollzogenen  Drehung  durch  die  Endlagen  der  Geraden  be- 
stimmt*); ihr  Maß  ist  der  Winkel  der  positiven  Richtungen 
dieser  Endlagen. 

Bei  einer  Bewegung  der  Geraden  im  Räume  reicht  die 
Kenntnis  der  Endlagen  nicht  aus.  Um  hier  die  Größe  der 
Drehung  zu  messen,  kann  man  sich  einer  Kugel  bedienen;  ein 
aus  dem  Mittelpunkte  derselben  parallel  zur  positiven  Richtung 
der  Geraden  gezogener  Halbstrahl  vollführt  dieselbe  Drehung 
und  beschreibt  auf  der  Kugeloberfläche  einen  Kurvenbogen; 
die  Länge  dieses  Bogens,  gemessen  durch  den  Halbmesser  der 
Kugel,  welcher  also  als  Längeneinheit  dient,  ist  das  natürliche 
Maß  für  die  Größe  der  räumlichen  Drehung  der  Geraden. 

Diese  von  Gauß  eingeführte  Betrachtungsweise  wenden 
wir  auf  die  Tangenten  einer  Raumkurve  M^C  (Fig.  101)  an. 
Die  Kurve  %q%%',  welche  der  Parallel.strahl   0%  zur  positiven 

Tangentenrichtung  MT  auf  der 
Kugeloberfläche  beschreibt,  wird 
die  sphärische  IndiJcatrix  der  Tan- 
genten «genannt  und  bildet  eine  in 
der  beschriebenen  Weise  erzeugte 
sphärische  Abbildung  der  Raum- 
kurve selbst. 
Setzt  man 
Mf^M=  s, 


Fig.  101. 


MM'=  Js 

%%'=  /Ix, 

und   bezeichnet    mit  u,  u  -f  h  die  Parameterwerte    der   Punkte 
Mj  M',  durch  welche  zugleich  auch  die  Punkte  %,  %'  bestimmt 

sind,  so  ist 

lim 

A  =  0 


h 


XoX 


ds 
du 


*j  Wenigstens  bis  auf  etwaige  volle  Umdrehungen  und  wenn   die 
Drehung  fortwährend  in  einem  Sinne  erfolgt. 
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die  Geschwindijrkeit  der  Anderimg  des  Bozens  und 

1 .       Jt         dt 

lim   ,    =  , 

A=0    ''  <^« 

die  gleichzeitige  Geschwindigkeit  der  Drehung  der  Tangente 
bei  gleichf()rmiger  Änderung  von  w;  das  Verhältnis  der  zweiten 
Geschwindigkeit  zur  ersten,  also  den  Bruch 

dr 

du         dr 

ds         ds  ' 

du 

definiert  man  als  erste  Krümmung  oder  Flexion*)  der  Raum- 
kurve im  Punkte  i)/;  den  Halbmesser  q  eines  Kreises  von 
dieser  Krümmung  bezeichnet  man  als  Krümmungshalbmesser 
oder  als  Radius  der  ersten  Krümmung  der  Kurve  in  71/  und 
hat  hiernach 

(12)  '=t-'- 

^      ■'  Q         ds 

Nun    hat    der  Punkt   X,    da    der  Halbmesser    der    Kugel 

die  Längeneinheit  ist,  die  Koordinaten: 

^  =  cos  a,       1]  =  cos  ß,       t,  =  cos  y, 

daraus  folgt  als  Bogendifferential  der  Indikatrix: 


dx=  Yld  cos  ay  +  (d  cos  ßf  -f  (d  cos  yf 
und  hiermit  ergibt  sich: 


,^o\  1       -\//dcosa\^     /d  cos  j3\*      /dcosy\* 

^^^^  Q^V  [ii^)  +  \'J.<r )  +  ["HS  )  ■ 

Ist  s  der  Parameter,  durch  welchen   die  Koordinaten  aus- 
gedrückt sind,  so  wird  auf  Grund  der  Formeln  175,  (10): 


Die  Flexion  wird  als  eine  absolute  Größe  betrachtet;  die 
Wurzel  in  den  Formeln  (1)>)  und  (14)  ist  daher  positiv  zu 
nehmen. 


*)  Die  Terminologie  ist  nicht  einheitlich.  Mitunter  wird  die  im 
nächsten  Artikel  behandelte  Torsion  auch  als  Flexion  bezeichnet,  z.  B. 
Enzykl.  der  mathem.  Wissensch.,  Band  III  '6,  p.  78.  Wir  schließen  uns 
L.  Bianchi,  Lezioni  di  geometria  differenziale,  Pisa  18'.»3  (2.  Aufl.  1902), 
deutsch  von  M.  Lukat,  Leipzig  1899,  an. 


478  Erster  Teil.     Diflferential-Retlinuiig. 

Je  kleiuer  das  Bogeuelement  MM\  um  so  genauer  kann 
die  räumliche  Drehuug  der  Tangente  bei  dem  Übergange  von 
J/ zu  j\r  durch  den  Winkel  der  beiden  Tangenten  MT,  M'T\ 
welchen  man  den  Kontingcnzicinlcd  des  Bogenelements  MM' 
nennt,  gemessen  werden;  aus  diesem  Grunde  bezeichnet  man 
auch  das  Bogendifferential  dr  der  Indikatrix  mit  dem  Namen 
Kontingenzwinkel  und  definiert  wie  bei  einer  ebenen  Kurve 
(15())  die  Flexion  als  Quotienten  aus  dem  Kontingent wüiJiel 
durch  das  zugehörige  Bogendifferential  der  Kurve. 

Die  einzige  reelle  Linie,  bei  welcher  die  Flexion  in  allen 
Punkten  Null   ist,  ist  die  Gerade.     Denn  soll       :^  0  sein,  so 


muß  laut  (14)  beständig 

ds^        ^' 

ds'         ^' 

ds'-          ^  > 

also 

da; 

ds         ' 

ds        "' 

dz 

ds  ~  ^' 

also   weiter 

X  =  as  -\-  a, 

y  =  bs  -\-  h', 

z  =  c 

CS  -\-  c 

sein;  diese  Gleichungen,  in  welchen  a.  a,  .  .  .  willkürliche  Kon- 
stanten bedeuten,   stellen   aber  alle   Geraden  des  Raumes  dar. 
Beispiele.    1 )  Die  Richtungskosinus  der  Tangente   an  eine 
gemeine  Schraubenlinie  sind  (1'3^4,  1)): 

a  ein  u  ,  a  cos  u 

cos  u  = :   ^^    ,      cos  p  =  -~,:--:s=7d—  ,       cos  y  -- 

das  Bogendifferential  (175): 

ds=ya^'^^du; 
hieraus  ergibt  sich 

d  cos  a  a  cos  n         d  cos  ß  a  sin  u  d  cos  y        ^ 

ds      ^~a*+b«'         ds      ^~a*  +  6=''  ds      ^ 

demnach  ist 

1  _       a 
7  ~  a*  +  6* 

und  Q  =  a  A Es   hat   also    die    Schraubenlinie   auf  einenT 

^  a 

Kreiszylinder  in  allen  Punkten  dieselbe  Flexion  und  ihr  Krüm- 
mungshalbmesser ist  um  so  größer  im  Vergleich  zum  Halb- 
messer des  Schraubenzylinders,  je  größer  h  oder  je  größer  der 
Steigungswinkel. 
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2)  Um  für  den  Punkt  P{0/0/2a)  der  Raumkurve  173,2): 
X-  -\-  y-  -\-  z-  =  4«'' 
a-  +  //'  =  2ax 

den  Krümmungsradius  zu  finden,  hat  man   folgende  Rechnung 
anzulegen.    Durch  zweimalige  Diäerentiation  nach  s  erhält  man: 

dx    ,        dy    ,       dz        ^ 
ds     '    ^  ds  ds 

,  .  dx    ,       dy  p. 

d7)+(2)'+(--'')^^  +  ^S=«' 

mit  Berücksichtigung  von  i,^)  j-  C-j^j  +  K~ )  =  1  und  der  dar- 
aus folgenden  Beziehung 

dx  d^x        dy  d^y        dz  d^z ^ 

ds   ds^        ds   ds-         ds  ds' 

ergeben  sich  für  den  Punkt  P  die  Werte: 


daraus 


ds 
d-'x         1 

dy      1 
ds 

ds^        ^ 

ds 

d'z 
ds^~ 

Q         V  a» 

+  ra*     "^^ 

2« 

1 


§  2.    Oskulationsebene  einer  Raumkurve.     Die  zweite 
Krümmung  oder  Torsion. 

178.  Die  Oskulationsebene.  Durch  den  Punkt  3f  der 
Raumkurve  mit  den  Koordinaten  x/y/z  und  dem  Parameter- 
wert II  werde  eine  Ebene  gelegt, 

(1)         (I  —  x)  cos  a  -j-  (t?  —  y)  cos  &  +  (^  —  z)  cos  c  =  0 

sei  ihre  Gleichung;  a,  h,  c   sind  die  Richtungswinkel  des  Lotes 
zur  Ebene. 
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Ein   dem   Punkte   M  benachbarter  Punkt   M'  der   Kurve 

gehöre    zum    Parameterwert  u  +  /'    'ind    habe   die  Koordinaten 

^1  J/i  -^1  ?  'hmu  ist 

dx  ,        d-x  /(' 

(2)  ^i=^  +  ^/'+rfi-2+^^ 

Die  Entfernung  dieses  Punktes  von  jener  Ebene  ist 

.         /dx  ^    dy  j        dz  \ 

0  =     ,    cos  a  +  ,    cos  0  +  3-  cos  c]h 
\dti  du  du  I 

,       /^'^'  ,       <^"V  7        ,       '^^■2'  \     '«^      ,        7-1 

+    T-i  COS  a  +   ,  g  cos  b  +  ,-s  cos  c\~r  -\-  h\ 
\dir  dir  du^  /  2  ' 

dabei  bedeutet  J'J,  als  lineare  Form  der  e^,  fg;  h)  ebenso  wie 
diese  eine  Größe  dritter  Ordnung  in  bezug  auf  Ji. 

Mit  h  wird,  solange  die  Ebene  keine  besonderen  Bedingungen 
erfüllt,  d  zugleich  unendlich  klein,  und  zwar  von  der  ersten 
Ordnung,  ändert  daher  mit  h  zugleich  sein  Vorzeichen,  die 
Ebene  schneidet  die  Kurve. 

Wenn  jedoch  die  Stellung  der  Ebene  eine  solche  ist,  daß 

/oN  ^^^  ,    dy  -,    .    dz  .. 

(ö)  ,    cos  a  -\-  -~  cos  0  +   ,    cos  c  =  0, 

^  ^  du  du  du  ' 

so  wird  d  mit  h  unendlich  klein,  aber  nunmehr  von  der  zweiten 
Ordnung,  ändert  daher  innerhalb  entsprechend  enger  Grenzen 
sein  Vorzeichen  nicht,  wenn  h  es  wechselt.  Da  mit  Rücksicht 
auf  die  Formeln  174,  (ß)  für  eine  solche  Ebene  vermöge  (3) 
die  Beziehung 

cos  a  cos  a  -j-  cos  ß  cos  h  -f-  cos  y  cos  c  =  0 

besteht,  so  geht  die  Ebene  durch  die  Tangente  in  M  und  heißt 
daher  eine  Tangentialebene  der  Kurve  im  Punkte  M. 

Erfüllt  die  Ebene  neben  der  Relation  (3j  auch  noch  die: 

...  d^x  .    d^y  ,     ,     d'^z  ^ 

(4)  ,   ,  cos  a  +  -r^,  cos  '>  +    ,   ,  cos  c  =  U, 

^  ''  du^  du'  du-  ' 

so  reduziert  sich  für  sie  Ö  auf  E,  also  im  allgemeinen  auf  eine 
Größe  der  dritten  Ordnung,  so  daß  es  mit  h  zugleich  das  Vor- 
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zeichen  wechselt.  Durch  die  Bedingungen  (3)  und  (4)  ist  die 
Ebene  (1)  eindeutig  bestimmt,  und  diese  ausgezeichnete  unter 
den  Tangentialebenen  wird  Osliilafions-  oder  Sclimicgungsehoie 
der  Kurve  in  M  genannt;  nach  der  eben  gemachten  Bemer- 
kunff  liegt  die  Kurve  beiderseits  von  M  und  in  der  nächsten 
Umgebung  dieses  Punktes  zu  verschiedenen  Seiten  dieser  Ebene, 

DO  / 

sie  wird  von  ihr  berührt  und  geschnitten. 
Aus  den  Gleichungen  (3),  (4)  folgt: 


cos  a 


(5) 


dy   dz 

dz 

dx 

du   du 

du 

du 

d'y  d^z 

} 

cos  h  =  y. 

d'z 

d^x 

du^  du^ 

du^ 

du^ 

dx  dy 

du    du 

cos  c  =  z 

1 
d-x  d'y 

du^  du^ 

und  X  ist,  bis  auf  das  Vorzeichen,  vermöge  der  Beziehung 
cos^ö  +  cos^6  +  cos^c  =  1,  als  reziproke  Quadratwurzel  aus  der 
Quadratsumme  der  drei  Determinanten  bestimmt;  durch  Ein- 
setzung dieser  Werte  in  (1)  ergibt  sich  die  Gleichung  der  Os- 
kulationsebene: 

,^-x  vi-y  l  —  z 

I        dx  dy  dz 

du  du  du 

d^x  d-y  d^z 

du^  du^  du- 


(6) 


=  0. 


In  Analogie  mit  der  bei  der  Berührung  zweier  Plankurven 
gebrauchten  Ausdrucks  weise  (148)  kann  man  sagen,  eine  Tan- 
gentialebene habe  mit  der  Kurve  eine  Berührung  erster  und 
die  Oskulationsebene  eine  solche  der  zweiten  Ordnung. 

179.  Superoskulierende  Ebenen.  Geometrische  De- 
finitionen der  Oskulationsebene.  Es  ist  nicht  ausgeschlos- 
sen, daß  in  einzelnen  Punkten  der  Kurve  die  Berührung  der 
Oskulationsebene  von  höherer  als  der  zweiten  Ordnung  ist; 
man  sagt  dann,  es  i)estehe  hier  Supcrosladation.  Es  Avird  ins- 
besondere eine  Berührung  der  dritten  Ordnung  eintreten,  wenn 
bei  weiter  fortgesetzter  Entwicklung  in  (2)  in  dem  Ausdrucke 


Gz  über,  Vorlesungen.     I.     3.  Aufl. 
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für  d  aucli  das  Glied  dritter  Ordnung  verschwindet,  wenn  also 
die  Kosinus  (5)  auch  noch  die  Bedingung 

j   ,  cos  a  -j-  j  ■   cos  0  ^^-    ,   <.  cos  c  =  U 
dxr  dir  du^ 

erfüllen,  d.  h.  wenn  für  den  betreöenden  Punkt 

dx    dy    dz 
du    du    du 


7) 


z/  = 


d*x  d*y  II* z 
du''  du-  du* 
d'x  d^y  d^z 
du^  du^  du^ 


=  0 


ist.  Weil  in  diesem  Falle  d  von  der  vierten  Ordnung  ist,  ver- 
hält sich  eine  solche  Oskulationsebene  zur  nächsten  Umgebung 
der  Kurve  wie  eine  gewöhnliche  Tan<j:eutialebene  und  wird  eine 
stationäre  Oshdatlon sehen e  genannt.  Die  Gleichung  (7)  kann 
dazu  dienen,  die  Parameterwerte  der  Punkte  mit  stationärer  Os- 
kulationsebene zu  bestimmen. 

Für  eine  ebene  Kurve  ist  die  Gleichung  (7)  identisch  er- 
füllt; denn,  gilt  für  jeden  Punkt  der  Kurve 
Äx  +  By  +  C2  +  D  =  0, 
so  ist  auch  für  jeden 

^dx  dy  d^   _Q 

du  du  du 

du'    '         du'    '         du* 

om'  du^  du'^ 

und  die  Gleichung  (7)  drückt  eine  notwendige  Folge  dieser 
drei  Gleichungen  aus. 

Es  mag  bemerkt  werden,  daß  man  in  den  Gleichungen  (5), 
(6j,  (7)  die  Differentialquotienten  auch  durch  die  betreffenden 
Differentiale  ersetzen  oder  statt  u  auch  s  als  Parameter  ver- 
wenden kann. 

Neben  die  analytische  Definition  der  Oskulationsebene  als 
einer  Ebene,  welche  mit  der  Kurve  eine  Berührung  mindestens 
zweiter  Ordnung  hat,  lassen  sich  auch  geometrische  Definitionen 
stellen.  Zunächst  die  folgende:  Die  Oshdationsebene  im  Funkte 
M  ist  die  Grenze  einer  Tamjentialehene,  ivelche  außer  M  noch 
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einen  ziveiten  gegen  M  sich  bewegenden  Funlt  31'  mit  der  Kurve 
gemein  hat. 

Drückt  man  nämlich  die  Forderung  aus,  daß  der  Punkt  (2) 
der  Ebene  (1)  angehöre,  wenn  deren  Kosinus  der  Beziehung  (3) 
entsprechen,  so  kommt  man  zunächst  zu  der  Gleichung: 

(d^x  :     d-y  ,     ,    d-z  \  /t* 

[du^  ^^^  ''  +  du^  ^«^  ^  +  du^  ^^^  ^2    +  ^  =  ^5 

dividiert  man  durch    —   und   läßt   dann  h  gegen   Null   konver- 

2  E 

gieren,   so   ergibt  sich  wegen  lim   ^^  =0  folgende,  die  Grenz- 
lage der  Ebene  charakterisierende  Gleichung: 

d'^x  ,     d^y  ,     ,    d'^z  ^ 

-T- ,  cos  a  -f-  -T-  ,  cos  0  -\-  -,-  o  cos  c  =  0 , 
dir  du^  du^  ' 

welche   mit  i4)  übereinstimmt   und    also   tatsächlich  zur  Osku- 
lationsebene  führt. 

Beachtet  man,  daß  laut  174  die  Tangente  in  il-Zdie  Grenzlage 
einer  Geraden  ist,  welche  außer  M  noch  einen  zweiten  dem  31 
unaufhörlich  sich  nähernden  Punkt  mit  der  Kurve  gemein  hat, 
so  kommt  man  zu  der  weiteren  Definition:  Die  Oskidations- 
cbene  in  31  ist  die  Grenzlage  einer  Ebene,  welche  mit  der  Kurve 
neben  3£  noch  zwei  weitere  gleichzeitig  gegen  31  konvergierende 
Panlde  gemein  hat.  Zwischen  Oskulationsebene  und  Kurve  findet 
also  mindestens  drei-,  unter  Umständen  mehr  als  dreipunktige 
Berührung  statt. 

180.  Beispiele.  1)  Für  den  Vvmki x j y j z  der  Schraubenlinie 

X  =  a  cos  u 

«/  =  a  sin  u 

z  =  bu 

schreibt   sich   die  Gleichung   der  Oskulationsebene   zunächst  in 

der  Form 

i-  X    Yi-  y    t  —  z\ 

—  y        X  b        =0 

-  X        -  y       0      I 

und  lautet  nach  vollzogener  Entwickelung 

byi.  —  h.CTi  +  «"^  —  tt'^  =  0; 

31* 
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die  Spur  SS'  dieser  Ebene  in  der  a; //-Ebene,  hy^  —  hxr]  —  a'^z  =  0, 
ist  also  parallel  dem  Radius  OP  (Fig.  102). 

Der  Umstand,  daß  die  eben  entwickelte  Gleichung  der 
Schmiegungsebene  auch  in  bezug  auf  die  Koordinaten  x,  y,  z 
des  Berührungspunktes  linear  ist,  hat  seine  besondere  geo- 
metrische Bedeutung.  Betrachtet  man  nämlich  |/t?/^  als  fest, 
so  besagt  er:    Die   Berührungspunkte    der    durch    einen   festen 

Punkt  an  eine  gemeine  Schraubenlinie 

gelegten  Schmiegungsebenen  liegen  in 

einer  Ebene. 

2)    Für    den    Punkt    P  (0/0/2 a) 

(P'ig.  100  a)  der  Kurve 

x^  -\-  y^  -\-  ^'  =  4a^ 
X-  +  y-  =  2ax, 

schreibt  sich   mit   Hilfe   der  iu    177,  2)   für  diesen  Punkt   ge- 
fundenen Werte  der  Differentialquotienten  die  Oskulationsebene 


=  0-, 


entwickelt  gibt  dies 

,^  +  2^  =  4« 

und  läßt  erkennen,  daß  die  Schmiegungsebene  in  dem  be- 
trachteten Punkte  parallel  zur  «/-Achse  ist  und  daß  ihre  Spur 
in  der  ^a;-Ebene  mit  der  Tangente  an  die  Parabel,  welche  die 
gleichnamige  Kurvenprojektion  bildet,  übereinstimmt. 

Daß  diese  Schmiegungsebene  stationär  ist,  ergibt  sich,  wenn 
man  zu  dem  an  der  zitierten  Stelle  entwickelten  Gleichungs- 
system 


t 

V 

^-2a 

0 

1 

0 

1 

a 

0 

1 
~  2a 

(x 


dx     ,        dv 
ds        ^ 
dx 

d^x 
ds 


ds 


■^^^  =0 


ds 


=  0 


1  +  ^  T;-"^  +  y 


d^y 

ds^ 

d'x 


-\-z 


(dx\^  ,    (dy  s.'^  ,    ,  .  d^x    , 


d-z 
ds^ 

d'y 
ds^ 

dz  d^z 


=  0 


dx  d'x        dy  d*y        «-^  «.  *  ^ 

r/7  rfs*  "*"  ds    (fs*'  "•"  ds"  ä7*  "~ 
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die  durch  weitere  Differentiation  der  drei  letzten  entstehenden 
Gleichungen 


(Px 
ds 


■\-y 


ds"" 


+  e 


d^z 


0 


dz  d^z    ,    /  V  d^x     ,        (l'y        „ 

d7rfs^  +  (^-«)  d.s3+^./?=^ 


/d^x\^  ,   /d^y\^  ,   (d^z\-  . 


dx  d^x     .dy  d'^y        dz  d^z ^ 

ds   ds^    '     ds   ds»    •"  ds  ds^ 

hinzufügt    und    nun    die    Koordinaten    von    P    einführt:    man 

findet  so: 


ds 

dy 
ds 

=  1 

d-x         1 
ds*  ~  a 

d'y 
ds^ 

=  0 

^y  =  0 

ds' 

ds^ 

=  - 

4o- 


dz_ 
ds 
d^ 
ds- 
d'z 
ds' 


0 


1 

2a 


=  0, 


Werte,  deren  Determinante  tatsächlich  Null  ist. 

181.  Hauptnormale  und  Binormale.  Die  Normalebene 
im  Punkte  xjy/z: 

und  die  Oskulationsebene: 


(|-x)^  +  (, 


2/)'.!  +  «-^) '7^  =  0 


ds 


(1-^) 


dy    dz 
ds     ds 

d^y   d^z 

ds«  Js^ 


+  (n-y) 


+  (^  -  ^) 


dz 

dx 

ds 

d^ 

d^z 

d^x 

ds^ 

ds*- 

dx 

dy 

ds 

ds 

d^x 

d'y 

ds- 

ds^ 

=  0 


schneiden  sich  in   eiuer  Geraden,   welche,   zur  Tangente   senk- 
recht, die  Hauptnormale  der  Kurve  im  Punkte  M  heißt. 

Die  zu  dieser  Geraden  durch  31  senkrecht  gelegte  Ebene, 
als  rektifizierende  Ebene  der  Kurve  in  71/  bezeichnet,  geht  durch 
die  Tangente  und  schneidet  die  Normalebeue  nach  einer  Ge- 
raden, welche,  ebenfalls  senkrecht  zur  Tangente,  die  Binormale*) 

•)  Diese  Bezeichnung  hat  B.  de  Saint-Venant  in  der  für  die 
geschichtliche  Entwicklung  der  Theorie  der  Raumkurven  wichtigen  Ab- 
handlung im  Journ.  de  l'ccole  polyt.,  cah.  30  (1845)  eingeführt. 
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der    Kurve    im    Punkte  M  genannt    wird.     Die   Gleichung  der 
rektifizierenden  Ebene  lautet: 


(5-:r)^'!  +  (,?-y)2  +  a 


ds' 


ds^ 


ds« 


(10) 

denn  wegen 

da;     d*x       d  y     d^y        dz     d*  z ^^, 

ds     ds*        ds     ds^        ds     ds-  ^ 

ist  die  Ebene  (10)  senkrecht  zur  Normalebene  (8),  und  wegen 


dy 

dz 

dz 

dx 

(Ix 

dy 

d*x 

ds 

ds 

d'y 
ds* 

ds 

ds 

d*z 

Ts 

ds 

ds« 

d*y 

d^z 

+ 

d*z 

d*x 

+ 

ds* 

d*x 

d*y 

ds^ 

ds* 

ds* 

ds* 

ds* 

ds* 

d*x  d*y  d*z 

ds*  ds*  ds* 

dx  dy  dz 

ds  ds  ds 

d*x  d*y  d*z 

ds*  ds*  ds' 


ay       US   \   p. 


ist  sie  senkrecht  zur  Oskulationsebene  (9),  erfüllt  also  tatsäch- 
lich die  ihr  auferlegten  Bedincruncren. 

Als  positiv  setzen  wir  in  der  Hauptnormale  diejenige 
Richtung  fest,  welche  von  M  aus  nach  jener  Seite  der  rekti- 
fizierenden Ebene  (10)  verläuft,  auf  welcher  sich  die  Kurve 
in  der  Umgebung  von  31  befindet;  die  Winkel  dieser  Richtung 
mit  den  positiven  Achsenrichtungen  seien  mit  A,  ^,  v  bezeichnet. 
Um  ihre  Kosinus  darzustellen,  führen  wir  folgende  Betrach- 
tung durch.  Der  Abstand  des  Punktes  M'  (178,  (2))  von  der 
Ebene  (10): 


8  =  ^"ii^ 


*)  Diese   in    177,  2)    schon    benützte    Beziehung    ergibt    sich   durch 
Differentiation  der  Relation 

/dx\*  ,    /dv\-  ,    /dz' 


in  bezug  auf  s. 


P  +  (2)>a  = 


i 
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wo  E'  wieder  eine  Größe  dritter  Ordnung  in  bezucr  auf  h 
bedeutet,  fällt  bei  entsprechend  kleinem  h  positiv  aus,  wenn 
man  die  Quadratwurzel  mit  dem  positiven  Zeichen  nimmt.  Bei 
dem  gleichen  Vorzeichen  der  Wurzel  muß  dann  auch  der  Ab- 
stand eines  Punktes  i'/^/Sj  ^^^  ^o^  -^^  ^^s  in  der  positiven 
Richtung  der  Hauptnormale  liegt,  von  der  Ebene  (10)  d.  i. 


(l- 


d-y 
ds- 


+  (ä 


^ds^ 


y{ds^)  +  y)  +  fc) 

positiv  ausfallen;  für  einen  solchen  Punkt  ist  auch 

(j  —  x)  cos  A  +  (t)  —  t/)  cos  ,a  +  (§  —  z)  cos  v 
positiv   und    stellt    denselben  Abstand    dar;    folglich   hat   man 

(177,  (14)): 


cos  X  = 


d^ 
ds^ 


(11) 


cos  /i 


d^j 


d-x 
-^  ds^ 


—      ^ 


cos  V  = 


d^z 
ds'' 


-i//d^x\i  ,    /d^y\^  ,    /d^z\i 


d^z 


die  Wurzel  positiv  genommen. 

Es  bleibt  jetzt  noch  übrig,  in  der  Binormale  die  positive 
Richtung  festzusetzen.  Dies  soll  so  ge- 
schehen, daß  die  positiven  Richtungen  der 
Tangente  M2]  der  Hauptnormale  MHund 
der  Binormale  MB  ein  dem  Dreikant  der 
positiven  Halbachsen  OX,  OY,  0-Z  gleich- 
stimmiges, d.  h.  ein  solches  Dreikant  bil- 
den, welches  sich  mit  dem  letztgenannten 
durch  Translation  und  Rotation  zur  Dek- 
kung  bringen  läßt  (Fig.  102  a).  Die  Winkel, 

welche  die  positive  Richtung  der  Binorraale  mit  den  positiven 
Achsenrichtungen  bildet,  mögen  mit  (f,i',x  bezeichnet  werden. 
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Das  von  der  positiveu  Tangente,  Ilauptnormale,  Binormale 
und  den  sie  verbindenden  Ebenen:  Normalebeue,  Schmiegungs- 
ebene  nnd  rektifizierende  Ebene  gebildete  Dreikaut  ist  für  die 
Untersuchung  der  Kaumkurven  von  fundamentaler  Bedeutung. 
Man  nennt  es  das  den  Kurvenpunkt  begleitende  Dreikant. 

Trägt  man  von  3£  aus  auf  MT,  MH,  3IB  je  die  Längen- 
einheit ab,  so  sind  die  Koordinatendifferenzen  der  Endpunkte 
dieser  Strecken  cos  a,  cos  ß,  cos  y]  cos  k,  cos  ii,  cos  v;  cos  (f, 
cos  ^,  cos  X  beziehungsweise,  und  das  sechsfache  Volumen  des 
Tetraeders,  welches  jene  vier  Punkte  zu  Ecken  hat,  kommt  gleich 
j  cos  a  cos  ß  cos  y 
cos  X  cos  ^i  cos  V 
cos  (p  cos  ^  cos  1  j 
ein  auf  dieselbe  Weise  mittels  der  positiven  Koordinatenhalb- 
achsen konstruiertes  Tetraeder  hat  den  sechsfachen  Rauminhalt 
I  1      0     0 

0     1     0=1, 
!  0     0     1 
und  da  beide  Tetraeder  gleich  und  gleichstimmiff  sind,   so  ist 

cos  u      cos  ß      cos  y 
(12)  cos  A      cos /i     cos  V  '  =  1 . 

cos  (f     cos  xl^     cos  % 
Jedes   Element    dieser  Determinante    ist    der    ihm    adjun- 
gierten    Unterdeterminante    gleich.      Entwickelt    man   nämlich 
beispielsweise  nach  den  Elementen  der  dritten  Zeile,  so  folgt 
cosqp(cos/3cosi/ — cos;^cos/i)  +  cost/;(cos}'  cos  A  — cos«  cos  i/) 
+  cos  %  (cos  a  cos  ,u  —  cos  ß  cos  A)  =  1 ; 
vergleicht  man  dies  mit 

cos^  (p  -\-  cos^  ip  -\-  cos^  X  =  \^ 
so  ergibt  sich,  da  beide  Gleichungen  für  alle  Lagen  des  Drei-!! 
kants  M{THB)  bestehen  müssen,  daß 

cos  rp  =  cos  ß  cos  v  —  cos  y  cos  ,u 
cos  ^  =  cos  y  cos  X  —  cos  a  cos  v 
cos  X  =  cos  a  cos  ju  —  cos  ß  cos  A; 
ebenso  wird  der  Beweis  für  die  anderen  Elemente  geführt. 
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Setzt  man  in  den  letzten  Gleichungen  für  die  Richtungs- 
kosinus  der  Tangente  und  Hauptnormale  die  dafür  bereits  be- 
stimmten Werte  ein  (175,  (10)  und  181,  (11)),  so  ergeben 
sich  schließlich  auch  die  Richtungskosinus  der  positiven  Bi- 
normale: 

dy      dz 
ds     ds 


(13) 


cos  (p 


COS.l^  =  Q 


cos  1 


d^y  d^z 


ds 

dx 

ds 

dl 

d^z 

d'x 

ds' 

ds' 

dx  dy 
ds  ds 
d'x  d^y 
ds^   ds' 


Sie  sind,  bis  auf  die  Entscheidung  über  das  Vorzeichen,  bereits 
als  Richtungskosinus  der  Oskulationsebene  in  178,  (5)  gefunden 
worden. 


182.  Die  zweite  Krümmung  oder  Torsion.  Die 
Änderung  in  der  Stellung  der  Oshdationsebene  kann  durch  die 
Änderung  in  der  Hichtung  der  Binormale  gemessen  werden, 
weil  die  Binormale  zur  Oskulationsebene  normal  ist.  Die  Be- 
wegung der  Binormale  wird  aber  wieder  mit  Hilfe  ihrer  sphä- 
risehen  Indihatrix  zu  beurteilen  sein,  wie  dies  bei  der  Tangente 
schon  geschah  (177). 

Sind  33,  53'  die  zu  den  Punkten  il/,  M'  gehörigen  Punkte 
der  sphärischen  Indikatrix,  also  die  Endpunkte  der  zu  den 
positiven  Binormalen  MB,  M'B'  parallelen  Radien  der  Ein- 
heitskugel, und  setzt  man  (die  zugehörige  Figur  wäre  konform 
der  Fig.  lOlj: 


M^M=s 


MM'  =  zJs 


so  ist 


S3oS3  =  ö,         9333'=  z/ö, 


, .  Js  ds 
hm  -.-  =  -T- 
._„   h         du 
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die  Geschwindigkeit  der  Änderung-  des  Bogeus  und 

,.      JO         (10 
lim    ,     =   , 

die  gleichzeitige  Geschwindigkeit  der  Drehung  der  Üskulations- 
ebene  bei  gleichförmiger  Änderung  von  i<;  das  Verhältnis 
beider  Geschwindigkeiten,  und  zwar: 

(7«  _  (16 

du 
definiert  man  als  zweite  Krümmung  oder  Torsion*)  der  Kurve 
im  Punkte  31]  den  Halbmesser  T  eines  Kreises,  welcher  eine 
der  Torsion  gleiche  Krümmung  hat,  nennt   man  Torsionshalb- 
messer und  hat  hiernach  den  Ansatz: 

Nun   hat   der  Punkt  33,  wenn    der  Mittelpunkt   der   Ein- 
heitskugel mit  dem  Ursprung  zusammenfällt,  die  Koordinaten: 

^  =  cos  (p         ?;  =  cos  i)         t,  =  cos  i'^ 
demnach  ist  dd  als  Bogendifferential  der  Indikatrix  der  Binormale: 

dO  =  ±y\d  cos  (py-\-{d  cos  tf  +  {d  cos^)^ 
und  daraus 


Für  sehr  nahe  aneinander  liegende  Punkte  M,  M'  kommt 
dd  sehr  nahe  dem  Neigungswinkel  der  Oskulationsebenen  in 
M,  31]  diesen  Winkel  bezeichnet  man  als  Torsionstiinlel**) 
zum  Kurvenelement  MM'.  In  diesem  Sinne  kann  die  Torsion 
als  Quotient  aus  dem  TorsionswinJcel  durch  das  zugehörige  Bogen- 
differential erJdärt  werden. 

Um  zu  erkennen,  daß  es  berechtigt  ist,  die  Torsion  als 
eine  relative  Größe  aufzufassen,    erinnern   wir  uns  der  in  178 


*)  Auch  die  Bezeichnungen  Windung,  Schmiegung  sind  gebräuchlich. 
Vgl.  hierzu  die  Fußnote  p.  477.  Wegen  des  Vorhandenseins  der  zweiten 
Krümmung  oder  „Windung"  nennt  man  die  Raumkurven  auch  gewundene 
Linien. 

**)  Auch  als  Windungs-  oder  Schmiegungswinkel. 
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festgestellten  Tatsache,  daß  die  Kurve  von  der  Oskulations- 
ebene  —  wenn  diese  nicht  stationär  ist  —  berührt  und  ge- 
schnitten  wird.  Ein  Auge,  das  in  der  Hauptnormale  sich 
befindet  und  in  deren  positiver  Richtung  gegen  die  Kurve 
blickt,  sieht  die  Oskulationsebene  als  Gerade  TT,  und  die 
Kurve  bietet  ihm  in  der  Umgebung  von  M  eines  der  Bilder 
in  Fig.  103  a,  b;  bei  a)  geht  ein  von  links  nach  rechts  bewegter 
Punkt  absteigend,    bei   b)  aufsteigend   durch    die   Oskulations- 


Mg.  103  a. 


Fig.  103  b. 
AB 


T 


T' 


ir 


T 


^f 


ebene,  wenn  er  M  durchschreitet.  Diese  zwei  Fälle  sind  es, 
welche  sich  durch  die  Vorzeichen  -f  und  —  in  einer  noch  fest- 
zusetzenden Weise  werden  unterscheiden  lassen.  Man  spricht 
im  Falle  a)  von  einer  rechtsgewundenen,  im  Falle  b)  von  einer 
linksgewundenen  Kurve.  Die  Verhältnisse  kehren  sich  um, 
wenn  die  positive  Tangente  von  rechts  nach  links  verläuft. 

183.     Die  Formeln  von  Frenet.    Man  kann  die  Flexion 


1    _'\/(cl  cos  o:\2        /d  cos  ßYj_  (d  cos  7\2 

7  ~  K  \   ds  )  +  [  ^liTl  ^  V^r/ 

als  Geschwindigkeit  der  Richtungsänderung  der  Tangente  und 
der  Torsion 


1  -1  //(Z  C0Sqp\2         /dC0Sl/>\2         /f/  cos  ;j\2 

T^  ^  V  \d^)  "^  V~rf7"/  "*"  [    ds   ) 

als  Geschwindigkeit  der  Stellungsänderung  der  Oskulationsebene 
bei  gleichförmiger  Änderung  des  Bogens  auffassen,  und  jede 
dieser  Geschwindigkeiten  erscheint  der  Formel  gemäß  zusammen- 
gesetzt aus  drei  rechtwinkligen  Komponenten:  die  Flexion  aus: 

d  COS  a  d  cos  ß  d  cos  y 

ds     '  ds     '  ds     ^ 
die  Torsion  aus: 

d  cos  qp  d  cos  1/)  d  cos  % 

ds      '  ds      '  ds 

Man  kann  noch  ein  drittes  Krümmungsmaß  aufstellen,  in- 
dem man  in  analoger  Weise  die  Richtungsänderung  der  Haupt- 
nonnale  an   der  Einheitskugel   mißt   und   mit    der  Bogenlänge 


492  Erster  Teil.     Differential-Rechnung. 

der  Kurve  in  Beziehung  setzt;  die  Komponenten  dieses 
Krümmungsmaßes,  das  man  als  ganze  Krümmung  bezeichnet 
|es  heiße  für  den  Augenblick       J,  sind 

d  cos  X  d  cos  \L  d  cos  v 

ds     '  ds     '  ds 

Alle  diese  Koraponeuten  lassen  sich  wie  folgt  einzeln  be- 
stimmen. 

Aus  den  Formeln  181,  (11)  in  Verbindung  mit  175,  (10) 
ergibt  sich  sogleich: 

y  d  cos  a        cos  X         d  cos  ß        cos  (i  d  cos  y        cos  v 

■^  ds  Q  ds  Q  ds  Q 

Differentiiert  man  die  Gleichungen: 

cos^  q)  -\-  cos^  ^'  -f  cos^  Z  =  1 

cos  a  cos  (f  -f  cos  ß  cos  t/»  -|-  cos  y  cos  ;k  =  0, 

deren  zweite  die  Tatsache  ausdrückt,  daß  Tangente  und  Binor- 
male zueinander  senkrecht  sind,  in  bezug  auf  s  und  nimmt 
gleich  Rücksicht  auf  (I),  so  wird: 

d  cos  qp    ,  ,  d  cos  ib    ,  d  cos  v       ^ 

cos  <p      j       +  cos  t      j  ^  4-  cos  V  — 3 — -  =  0 
^      ds       '  ^      ds       '  ^      ds 

—  (cos  A  cosijp  +  cos  /ti  cos  i^  -j-  cos  V  cos  ;|j) 

d  cos  qp    ,  ^  (?  cos  1/)    •  d  cos  y        „ 

+  ^^^  «  -Ts-  +  ^■'^^  (^      d^  +  ^°^  ?^      ds     =  ^5 

das  erste  Glied  der  zweiten  dieser  Gleichungen  entfällt,  Aveil 
Hauptnormale  und  Binormale  einen  rechten  Winkel  bilden, 
und  dann  ergibt  sich  aus  dem  homogenen  Gleichungspaar  mit 
Beachtung  dessen,  was  bezüglich  der  Determinante  181,  (12) 
festorestellt  worden  ist: 

dcosm  COS  1^  cos  X 

"*  I  COS  ß  COS  y 


=  '/.  cos  X 


dcosib  cos  X  cos  q) 

— j —  =  X  =  X  cos  fl 

"*  cos  y  cos  a  \ 


dcoäv  I  cos  (f  cos  t^ 

—  -      ==  X 

^^®  cos  a  cos  /3 


z  cos  x^; 
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die  Quadratsumme  dieser  Gleichungen  führt  zu 


demnach  hat  man  endgültio;: 

^yjx         d  COS  qp        COS  A  d  COS  1^        cos  fi  d  coa '^        cos  v 

^  ^  ds      ^     T  ds~  ^  ~ir         '  dJ~  ^     T    ' 

Aus  der  Determinante  181,  (12)  folgt  schließlich: 

cos  X  =  cos  il>  cos  y  —  cos  %  cos  ß, 

daraus  weiter    durch    Dififerentiation    nach   s  unter  Rücksicht- 
nahme auf  (I)  und  (II): 

d  cos  X       cos  if)  cos  V  —  cos  %  cos  fi       cos  (i  cos  y  —  cos  V  cos  ß 

^ds~  ^  "^  '  r 

und  vermöge   der   erwiesenen  Eigenschaft  jener  Determinante: 

d  cos  l  cos  a         cos  qo 

~ds~  ^  Q  T    '^ 

nach  Analogie  dieser  Formel  hat  man  also: 

/  rf  cos  X  codo:       cos  qp  d  cos  ^  COS  ^       cos  l|) 

I  ^ds=  -    V  T    '  ds~  =  -     ,  2-' 

^      "^  I  d  cos  V  cos  7        cos  ;j 

l  ds      ^  Q  T"  ' 

Die  Quadratsumme  dieser  letzten  Gruppe  von  Gleichungen 
führt  zu  folgender  Beziehung  zwischen  den  drei  Krümmungs- 
niaßen: 

vermöge  deren  der  ganzen  Krümmung  neben  der  Flexion  und 
Torsion  keine  selbständige  Stellung  zukommt. 

Die  neun  Formeln  (1),  (II),  (HI),  nach  ihrem  Urheber 
die  Frenetschen  Formeln  genannt*),  enthalten  die  Bewegungs- 
gesetze des  begleitenden  Dreikants,  und  da  sich  in  diesen  die 
Eigenschaften  einer  speziellen  Raümkurve  ausdrücken,  so  sind 
die  Frenetschen  Formeln  für  die  Kurven theorie  von  grund- 
legender Bedeutung.     Auch  bei  einer  ebenen  Kurve  kann  von 

*)  Häufig  auch  als  Serretsche  Formeln  bezeichnet;  F.  Freuet 
hatte  sie  1847  als  Doktordissertation  bei  der  Toulouser  Fakultät  ein- 
gereicht, P.  Öerret  sie  unabhängig  von  ihm  gefunden  und  1851  im 
Journal  von  Grelle  veröffentlicht,  wo  1802  auch  Frenets  Arbeit  erschien. 
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einem  begleitenden  Dreikant  gesprochen  werden;  seine  Bewe- 
gungen sind  aber  von  einfacherer  Art,  weil  die  eine  Kante,  die 
Binormale,  ihre  Richtung  beibeliält;  man  sieht  daher  von  dieser 
Kaute  und  den  zwei  durch  sie  gehenden  Seitenflächen  ab  und 
richtet  die  Aufmerksamkeit  nur  auf  das  Winkelkreuz  aus  Tan- 
gente und  Normale. 

184.    Das  Vorzeichen  der  Torsion.    Durch  Ausführung 
der  Formeln  (II)  auf  Grund  von  181,  (11)  und  (13)  erhält  man: 


dQ^ 

dy     dz 
ds       ds 

dy      dz 
ds      ds 

Q    d^x 

ds 

d^y  d*z 
dl^  äs« 
dz     dx 

+ 

Q 

d^y  d^z 
ds»  ds'' 
dz     dx 

~  T  ds^ 

dg 

ds      ds 

ds      ds 

Q  d*y 

ds 

d'z  d^x 
ds*  ds» 

+ 

Q 

d^z  d'x 
ds''  ds" 

~  T  Ts^ 

dg 

dx      dy 
ds      ds 

dx     dy 
ds      ds 

Q  d^z 

ds 

d^x  d^y 
'ds^~ds^ 

+ 

Q 

d^x  d^y 
ds''  ds^ 

~  Tds^' 

multipliziert  man  diese  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit 
j  i }  Ti }  :j~i  und  bildet  die  Summe,  so  erhält    ~  zum  Koeffi- 

(tS         (i  S        €v  S  CHS 

zienten  eine  Determinante  dritten  Grades,  welche  zwei  gleiche 
Reihen  hat  und  daher  Null  ist;  rechts  ist  die  Formel  177,  (14) 
zu  beachten;  man  findet  so: 

j  dx  dy  dz 

'    ds  ds  ds 

d^x  d^y  d^z 

ds^  "ds*  d? 

d^x  d'y  d^z 

ds'  ds'  ds' 


(16) 


=  -Q' 


Daraus  folgt,  daß  die  Torsion  das  entgegengesetzte  Vorzeichen 
der  Determinante  z/  hat,  von  welcher  in  179  schon  die  Rede 
war;  dort  ergab  sich  auch,  daß  in  einem  Punkte  mit  statio- 
närer Oskulationsebene  diese  Determinante  verschwindet,  in 
einem  solchen  Punkte  hat  also  die  Torsion  den  Wert  Null 
und  wechselt  bei  dem  Durchgange  durch  denselben  das  Vor- 
zeichen.    Dieses  Verhalten  erinnert  an  den  Wendepunkt  einer 
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l'laiikurve,  dem  auch  die  Eigenschaft  zukommt,  die  Krümmung 
Null  zu  haben  und  Punkte  entgegengesetzter  Krümmung  zu 
scheiden. 

Das   beständige  Verschwinden   der  Torsion  hat  nach  (15) 
zur  Folge,  daß 

d  cos  qp ^         d  cos  ip  ^         d  cos  x        /% 

ds  '  ds  '  ds  ' 

daß  sonach  cos  9?,  cos  V^,  cos  %  konstant  sind;  es  kommt  diese 
Eigenschaft  also  nur  einer  ebenen  Kurve  zu;  demnach  ist  eine 
ebene  Kurve  im  Räume  dadurch  gekennzeichnet,  daß  in  allen 
ihren  Punkten  z/  =  0  ist. 

Ersetzt  man  in  der  linken  Seite  der  Gleichung 

(I  —  x)  cos  (p  -\-  {^  —  y)  cos  t/>  +  (^  —  ^)  cos  X  =  0 

der  Oskulationsebene  |,  ?;,  ^  durch  die  Koordinaten  eines 
Punktes,  welcher  von  dieser  Ebene  in  der  positiven  Binor- 
malenrichtung  abweicht  oder  auf  ihrer  positiven  Seite  liegt, 
so  ergibt  sich  dessen  Abstand  Ö  positiv,  im  anderen  Falle 
negativ;  wählt  man  als  solchen  Punkt  den  Punkt  31'  der 
Kurve,  zu  welchem  der  Bogen  s  -\-  h  gehört  und  dessen  Koor- 
dinaten demnach 

=  X  -\-  h  cos  a  -\-  --  cos  A  +  -^    ,  ^  +  fi 
2q  6    ds^  ^ 

,    dy  ,     ,     d-y  Ir    ,     d^y  h^    , 

y^  =  y+  /s'^+  ds'Y'^  ds'  6  +^^ 

h-  h'^  d^y 

=  y  +  h  cos  ß  +  2^  cos  ^  +  ^   ^  _^  +  £2 

^1  ~  ^  "^  d"s  '*  +  ds'  Y  +  rf7'  T  +  ^3 
=  ^f  +  A  cos  y  -4-  „    cos  1/  +  -     ,  "  +  £.j 
sind,  so  ist  sein  Abstand: 

unter  -E  wie  unter  s^,  fg,  ^3  Größen  vierter  Ordnung  in  bezug 
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auf  h  verstanden;   mit  Benutzung  der  Formeln  181,  (13)  und 
184,  (16)  setzt  sich  dies  um   in: 


""^+^--e":T+^- 


Und  nun  sieht  man,  daß  für  -^  >  0  und  l)ei  Verfolgung  der 
Kurve  im  Sinne  des  wachsenden  Bogens  der  Punkt  31'  von 
der  positiven  zur  negativen  Seite  der  Oskulationsebene  über- 
geht (Fig.  103  a),  für  -^r  <  0  von  der  negativen  zur  positiven 
Seite  (Fig.  103  b).  Dies  die  Zeichenbestimmung  der  Torsion,  die 
mit  den  Frenetschen  Formeln  im  Einklang  steht. 

185.     Beispiele.     1)  Für  die  gemeine  Schraubenlinie 
X  =  a  cos  u 


a  sm  u 
hu 


ist  aus  früheren  Beispielen  bereits  bekannt: 

du       ^  ' 

o*  -4-  6* 


ferner  berechnet  sich: 

dx       dxdu  aaiDU  dy 

ds      du  ds  i/^Xfts'        ds 

d*x       d^x/du\^  a  cos  u     d-y 

ds^  ^  duAdsl  "^"ä'  +  ft*'  7Z7*  '' 

d^x       d'x/du\^         asinu       d'y 


d'x d'x/duy         asinw       d-^y  a 

ds^  ~~  du'  \ds)  ~  (a^  _|_  j,2)|'  da^  ~       -q* 


a  cos  u 
a  sin  u 
cos  u 


dz^_ h 

d^z 
d'z 


=  0 
=--0. 


Mit  Hilfe  dieser  Elemente  findet  man 

cos  A  =  —  cos  u 
cos  |u.  =  —  sin  w 
cos  1»  =  0; 

JC    die   positive  Richtung  MH  der  Haupt- 
normale  (Fig.  104),    ist    also   dem    OP 
entcregentfesetzt. 
Ferner  hat  man  für  die  positive  Richtung  MB  der  Binor- 
male die  Kosinus: 


b  sin  u  h  cos  u 

cos    Cp    =   — =;  =^^r=  ,  cos  ^    = , ^^_  , 

^        i/o*  +  fc*  ^o*  -f  h^ 


cos;i;  = 


j/a*  -I-  6» 
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die  Binormale  bildet  demnach  mit  der  ^-Achse  einen  konstanten 
Winkel. 


Endlich  ist 


sin  u         cos  u     1 


^  =  ,  "   ,   T-.H    —  cosu     —  smu     ü     =  r-s^  ,  ,  , 
{a--\-by  _  (a--\-h-j^ 

sin  II     —  cos  u    0 

und  daraus  berechnet  sich  die  ebenfalls  konstante  Torsion: 

£ b^_ 

T  ~       a^-\-b-' 

Ihr  Vorzeichen  ist  das  entgegengesetzte  von  6;  nach  den 
getroffenen  Festsetzungen  ist  bei  &  >  0  die  Schraubenlinie  links, 
bei  6  <  0  rechts  gewunden. 

2)  Die  gemeine  Schraubenlinie  ist  ein  besonderer  Fall 
der  allf/enieinen  zylindrischen  Schraubenlinie,  einer  Kurve,  welche 
die  Erzeugenden  einer  beliebigen  Zylinderfläche  unter  einem 
konstanten  Winkel  co  schneidet.  Macht  man  die  ^-Achse  des 
Koordinatensystems  den  Erzeugenden  der  Zylinderfläche  parallel, 
so  sind  alle  zylindrischen  Schraubenlinien  durch  die  Beziehung 
cos  y  =  cos  CO  =  konst. 

charakterisiert,    welche    aussagt,    daß    die    Tangente    mit    der 
^r- Achse    beständig  denselben  Winkel   einschließt.     Aus   dieser 

Beziehung  folgt 

d  cos  7       ^ 
ds 

und    hieraus    vermöge    der    letzten    Freuet  sehen    Formel    der 

Gruppe  (I),  183, 

cos  V  =  0; 

damit  gibt   die   letzte  Formel    der  Gruppe  (II)  — ^       =  0,  also 

cos;j;  =  konst.; 

und  die  letzte  Formel  der  Gruppe  (HI)  führt  hiermit  zu 

f,  =  konst.. 

Die  letzten  drei  Ergebnisse  haben  folgende  geometrische 
Bedeutung:  Bei  allen  zylindrischen  Schraubenlinien  ist  die 
Hauptnormale  senkrecht  zur  Erzeugenden  der  Zylinderfläche, 
die  Binormale  zur  Erzeugenden  unter  einem  konstanten  Winkel 

Czuber,  Vorlesungen.    I.    3.  Aufi.  32 
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geneigt  und  (hi.<  Verhältnis  der  beiden  Krümmungen  im  ganzen 
Verlauf  der  Kurve  lotistant. 

Über  dieses  Verbältuis  sowie  über  den  /iUS.ammenhang 
zwischen  Flexions-  und  Torsionsbalbmesser  einer  allgemeinen 
Schraubenlinie  und  dem  Krümmungsradius  des  Normalschnitts 
der  Zylinderflüche,  auf  der  die  Schraubenlinie  liegt,  gibt  der 
folgende  Kechnungsgang  Aufschluß.*) 

PqM  (Fig.  105)  sei  die  Schraubenlinie,  P^P  die  Leitlinie 
des  zur  r-Achse  parallelen  Zylinders,  J'^  der  gemeinsame 
Anfangspunkt  der  Bögen  s,  a  beider  Linien,  deren  positive 
Kichtungen    übereinstimmen    sollen.      Die    Koordinaten    von  P 

des    Bosens    6   dar- 


seieu    als    Funktionen 
gestellt : 

X  =  xia), 
dann  ist 


'2=1 


.^  und  der  Krümmungsradius  der  Leitlinie  in 
P  (157,  (7*:) 

_  _         1 

"       x  y" —  y'  x"  ' 
wobei    sich   die   angezeigten   Differentiationen   auf  6  beziehen; 
zufolge  der  Identität 

(x''^y")ix"'-\-y'')  -  {x'x"-^y'rjj  =  {x' y" -  y'xf 
und  weil  aus  x"^  Ar  y"^  =  1   folgt  x'x" -\- y'y"  =  0,  ist  auch 

1 


Q  = 


Des    weiteren    ergibt 
Division  mit  ds^ 


Vx'"-\-y"' 
sich    aus    dx^ -\- dy^ -{- dz^  =  ds^   durch] 

da 


^^  =  sinr  =  sin  CO. 

as  ' 

Aus  den  Gleichungen  der  Schraubenlinie 

X  =  x{6)^     y  =  y(ö),     z  =  6  cotg  oj 


folgt  nun: 


dx 
cos  a  =   ,     = 
ds 


sinr  =  X  smca 
da         ' 

COS  ß  =  y'  sin  o 


cos  7 


COS  03 ; 


*)  G.    Sehe  ff  er  s    in    der    Enzykl.    d.    mathem.  Wissensch.,    III.  3, 
l>.  242. 
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d  COS  a  =  a?"sin  co  da  =  er"  sin^  o  ds 
d  cos  ^  =  y"  sin^  ca  c?s 
rfcosy  =  0; 

1  W7-^, 


daraus 
und 


=  V'(a;"'2+2/"2)siii^a3  = 


"        sin^M 


Die  letzte  Gleichung  der  Gruppe  III  führt  auf 
.^  cos  7        cos;j 

woraus  sich  ergibt: 


T  = 


p  smo) 


cos  0)  sin  o)  cos  (o 

Demnach  ist 

^  =  —  COtg  0)  . 

Das  Vorzeichen  von  T  hängt  davon  ab,  ob  co  spitz  oder 
stumpf  ist. 

Es  sei  noch  auf  die  besondere  Eigenschaft  der  Tangenten- 
fläche  der  allgemeinen  Schraubenlinie  hingewiesen,  daß  alle 
ihre  Erzeugenden  gegen  eine  feste  Ebene  gleich  geneigt  sind; 
man  nennt  sie  wegen  dieser  Eigenschaft  eine  Böschungsfläclie. 
Umgekehrt  kann  man  schließen,  daß  jede  abwickelbare  Fläche, 
die  eine  Böschungsfläche  ist,  zur  Gratlinie  eine  Schraubenlinie 
besitzt. 

§  3.     Tangenten  und  Tangentialebenen,  Normalen  und 
Normalebenen  einer  krummen  Fläche. 
186.     Analytische  Darstellung   krummer   Flächen. 
Diejenige  analytische  Darstellung  einer  krummen  Fläche,  welcher 
wir  zunächst  begegnet  sind  (45)  —  sie  ist  die  in  älterer  Zeit 
fast  ausschließlich  gebrauchte  —  besteht  darin,  daß  im  recht- 
winkligen   Koordinatensysteme   ^^  als    Funktion    der   Variablen 
X,  y  gegeben  ist: 
(1)  2  =  f(x,y). 

Wo  wir  im  Folgenden  von  dieser  Darstellung  Gebrauch  machen, 
setzen  wir  voraus,  daß  die  Funktion  f  nach  der  Taylorschen 

32* 
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Formel  entwiokelbar  sei,  mindestens  bis  zu  den  Gliedern  zweiter 
Ordnung,  daß  sie  also  vollständige  Differeutialquotienten  der 
erstt-'U  /.wei  Ordnungen  besitze,  für  welche  wir  die  allgemein 
üblichen  Bezeichnungen  gebrauchen  werden: 

dz  _       dz  _        d'z  ^       d^z  ^       ^'^  =  f 

dx  ~  ^'     dy  ~  ^^'       ax*  ~  **'     dx?y  ~  *'      dy-  ~ 
Allgemeiner  als  (1)  ist  die  Gleichungsform: 

(2)  F[x,  y,  z)  =  0, 

welche  z  als  implizite  Funktion  von  x^  y  bestimmt;  die  Ab- 
leitung der  Ditferentialquotienten  von  z  auf  Grund  dieser 
Gleichung  ist  in  59  erläutert  worden. 

Zu  einer  dritten  Darstellungsweise  gelangt  man,  von  der 
geometrischen  Erzeugung  einer  krummen  Fläche  durch  stetige 
Bewegung  und  eventuell  gleichzeitige  Formänderung  einer 
Kurve  ausgehend.  Wenn  die  Koordinaten  x,  y,  z  eines  ver- 
änderlichen Punktes  71/  als  stetige  Funktionen  eines  Parameters m 
gegeben  sind,  so  beschreibt  J/,  indem  u  seinen  Bereich  stetig 
durchläuft,  eine  Kurve;  und  enthalten  jene  Funktionen  noch 
einen  zweiten  Parameter  v,  bezüglich  dessen  sie  ebenfalls  stetig 
sind,  so  beschreibt  die  Kurve,  während  v  das  ihm  zugehörige 
Intervall  stetig  durchläuft,  eine  krumme  Fläche.  Demnach  ist 
auch  durch  drei  Gleichungen  von  der  Form 

(3)  x  =  x(u,v),         y  =  yi^}f^)}        z  =  z{u,  v) 

eine  Fläche  dargestellt. 

Erteilt  man  in  (3)  dem  u  einen  festen  Wert,  so  stellen 
sie  eine  Kurve  dar,  welche  der  Fläche  angehört  oder  ihr  auf- 
geschrieben ist  und  die  man  kurzweg  die  Kurve  u  nennen 
kann. 

Aber  auch  einem  festen  Werte  von  v  entspricht  bei  vari- 
ablem II  eine  Kurve  auf  der  P'läche,  welche  die  Kurve  v 
heißen  soU. 

Im    Grunde    dieser  Auffassung    erscheint    die   Fläche    mit; 
zwei  Scharen  von  Linien,  gekennzeichnet  durch  u  =  konst.  und  i 
V  =  konst.,  überzogen,  und  jeder  ihrer  Punkte  als  Schnitt  zweier 
dieser  Linien,   jede    einer  der  Scharen  angehörig.     Man   nennt 
die  Linien  Parameter linien,  ii,  v  auch  krummlinige  Koordinaten. 
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Die  zuletzt  erklärte  Darstellungsweise  krummer  Flächen 
ist  durch  Gauß*)  in  die  Flächentheorie  eingeführt  und  aus- 
gebildet worden;  sie  hat  sich  für  tiefer  gehende  Untersuchungen 
als  die  «geeignetste  erwiesen. 

Von  der  Darstellung  (3j  gelangt  man  durch  Elimination 
von  u,  V  zu  der  Form  (2)  und,  falls  hier  Lösung  nach  z  mög- 
lich ist,  zu  der  Form  (1). 

Neben  der  Beziehung  einer  Fläche  auf  ein  rechtwinkliges 
Koordinatensystem  ist  die  Darstellung  in  räumlichen  Polar- 
koordiuaten  9),  6,  r  am  gebräuchlichsten;  die  Transformation 
der  ersteren  Koordinaten  in  die  letzteren  geschieht  (68,  I) 
mittels  der  Gleichungen: 

X  =  r  sin  6  cos  (p 

y  =  r  sin  6  sin  cp 

z  =  r  cos  d . 

187.  Einige  Flächengattungen  und  ihre  analy- 
tische Darstellung.  1.  Als  Beispiel  der  unmittelbaren  Dar- 
stellung in  rechtwinkligen  Koordinaten  seien  die  Gleichungen 
der  Flächen  zueiten  Grades  angeführt,  wenn  diese  auf  ihre 
Hauptachsen  als  Koordinatenachsen  und  ihre  Hauptebenen  als 
Koordinatenebenen  bezogen  werden. 

Das    allgemeine    Ellipsoid:   "2-  +  ^y  +  ^  =  1  •      Spezielle 

Fälle  davon  sind  die  Rotationsellipsoide  (wenn  zwei  der  Größen 
ö,  &,  c  gleich  sind)  und  die  Kugel  (wenn  alle  drei  gleich  sind). 

Die  Hyperboloide,  und  zwar  das  einschalige:     « -4- , ,  —  ^  =  1 , 

OC  U  Z" 

das  zweischalige: ,  —  f^  -| — r  =  1,  darunter  die  Rotations- 

hyperboloide    als    besondere    Fälle    {a  =  b    und    die    ^- Achse 
Rotationsachse). 

Die  Paraboloide,   und   zwar   das    elliptische: — =1  + 


o  ,- 


X-        y 


das   hyperbolische:    ""  =    ,  —  * .,  ;    bei  a  =  b   ist  das  erste  ein 
■  ^  c        a-       b-  ^ 

Rotationsparaboloid,  heißt  das  zweite  gleichseitig. 


*)  Disquisitiones  geiicrales  circa  superficies  curvas,  18-27.     Deutsch 
von  A.  Wangerin  in  Ostwalds  Klassikern  (Nr.  5). 
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Der  (ühiemeine  Kcqd:  "  ,  +  , ,  =  ,,  der  bei  a  =  h  in  die 
spezielle  Form  des  Kreis-  oder  Rotationskegels  übergeht. 

Die  Zylinder,  deren  Gleichungen  bei  der  gewählten  An- 
ordnung des  Koordinatensystems  gleichlautend  sind  mit  den 
(Tleichungen  jener  Linien  zweiter  Ordnung,  die  als  Leitlinien 
dienen. 

2.  lietiel flächen.  Als  Regelfläche,  Linienfläche  oder  gerad- 
linige Fläche  wird  jede  Fläche  bezeichnet,  die  durch  Bewegung 
einer  Geraden  erzeugt  werden  kann. 

Legt  man  durch  einen  festen  I^unkt  Parallele  zu  den  Er- 
zeugenden einer  Regelfläche,  so  ist  deren  Ort  im  allgemeinen 
ein  Kegel,  den  man  den  Leit-  und  IlicJttJxegel  der  Regelfläche 
nennt.  Erfüllen  die  Parallelen  eine  Ebene,  so  nennt  man  diese 
eine  Leit-  oder  Biclitehene.  Zu  den  Regelflächen  gehören  auch 
die  Kegel  und  Zylinder;  bei  einem  Kegel  ist  der  Richtkegel 
ihm  selbst  kongruent,  bei  einem  Zylinder  reduziert  er  sich  auf 
eine  Gerade. 

Unter  den  Flächen  zweiten  Grades  bietet  das  einschalige 
Hyperboloid  das  Beispiel  einer  Regelfläche  mit  einem  Richt- 
kegel, der  ebenfalls  vom  zweiten  Grade  ist,  das  hyperbolische 
Paraboloid  das  Beispiel  einer  Regelfläche  mit  zwei  Richtebenen, 
die  beim  gleichseitigen  aufeinander  senkrecht  stehen. 

Die  Regelflächen  zerfallen  in  zwei  Klassen. 

a)  Geschieht  die  Bewegung  der  erzeugenden  Geraden  so, 
daß  zwei  unmittelbar  benachbarte  Lagen  einen  festen  Punkt 
im  Endlichen  oder  einen  festen  Punkt  im  Unendlichen  oder 
einen  während  der  Bewegung  stetig  veränderlichen  Funkt  ge- 
mein haben,  so  heißt  die  beschriebene  Fläche  eine  abwickelbare 
Regelfläche.  Im  ersten  der  drei  unterschiedenen  Fälle  haben 
alle  Erzeugenden  denselben  Punkt  im  Endlichen  gemein,  es 
entsteht  eine  Kegelfläche.  Im  zweiten  Falle  gehen  aUe  durch 
denselben  festen  Punkt  im  Unendlichen,  d.  h.  sie  sind  unter- 
einander parallel,  die  beschriebene  Fläche  ist  eine  Zylinder- 
fläche. Bei  diesen  beiden  Flächenformen  ist  die  Bezeichnung 
„abwickelbar"  ohne  weiteres  verständlich. 

Einer  besonderen  Erörterung  bedarf  der  dritte  FaU.  Hier 
beschreibt  der  veränderliche  Punkt  eine  Linie,   die  eine  Plan- 
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kurve  ist  bei  Vorbaudensoiu  einer  Richtebene  und  eine  Raum- 
kurve bei  Vorbandensein  eines  Richtkegels.  Beidemal  sind  die 
Erzeugenden  Tangenten  der  Linie,  ihr  Ort  im  ersten  Falle 
eine  Ebene,  im  zweiten  Falle  eine  abwickelbare  Fläche;  die 
Linie  ihre  Gratlinie  oder  Ilückliehrliante.  Jede  Erzeugende  zer- 
fällt durch  den  Berührungspunkt  mit  der  Gratlinie  in  zwei 
Halbstrahlen,  die  Fläche  dementsprechend  in  zwei  ]\[äntel,  die 
in  der  Gratlinie  zusammenstoßen,  welche  Fig.  loe. 

als  scharfe  Kante  der  Fläche  in  die  Er- 
scheinung tritt. 

Die  parametrischen  Gleichungen  der 
abwickelbai-en  Fläche  von  gegebener 
Gratlinie  ergeben  sich  in  folgender  Weise. 
Die  Koordinaten  J,  t),  5  eines  Punktes  M 
der  Gratlinie  G  (Fig.  106)  und  der  von 
diesem  Punkt  und  einem  festen  Anfangs- 
punkt Mq  begrenzte  Bogen  s  seien  als  Funktionen  eines  ersten 
Parameters  u  bestimmt  und  auf  der  Tangente  in  31  werde  der 
Punkt  P  so  bestimmt,  daß  3IqP  =  v  sei,  wobei  v  als  zweiter 
Parameter  dienen  soll;  dann  ist  P  ein  allgemeiner  Punkt  der 
Fläche  und  seine  Koordinaten  stellen  sich  mit  Hilfe  der  se- 
nannten  Größen  wie  folgt  dar: 


j  +  (» 


^)S 


(4) 


?  +  («  -  ^)  '  • 


i  +  i" 


■'  ds 


Bei  konstantem  s  (somit  konstantem  u)  sind  dies  die 
Gleichungen  einer  Erzeugenden,  bei  konstantem  v  die  Glei- 
chungen der  vom  Punkte  P  bei  Abwicklung  der  Strecke  v 
von  der  Gratlinie  beschriebenen  Kurve:  die  Erzeugenden  und 
diese  Kurven  sind  die  Parameterlinien. 

Als  Beispiel  sei  die  abwickelbare  Fläche  vorgeführt,  deren 
Gratlinie  die  gemeine  Schraubenlinie  ist;  man  nennt  sie  die 
abicicJcelbare  Schraubenfläche.  Ihre  Gleichungen  lauten  bei  der 
in  173  gewählten  Anordnung  mit  Benützung  der  in  174-  und 
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176    gefundenen  Resultate,   wenn    mau    noch    zur   Abkürzung 
Ya^  +  6*  =  c  setzt: 

av  sin« 


X  =  a  (m  sin  u  -f  cos  u) 


c 


[b]  y  =  CL  (sin«  —  u  cos m)  -\ 

hv 

z  =      • 
c 

Bei  konstantem  r  bleibt  auch  z  konstant,  die  i'- Linien  sind 
somit  die   ebenen  Schnitte   der  Fläche    parallel  zur  a:?/- Ebene. 

h)  Bewegt  sich  die  Erzeugende  so,  daß  zwei  benachbarte 
Lagen  sich  kreuzen,  so  heißt  die  von  ihr  beschriebene  Fläche 
eine  niclda^iwichelbare  oder  windscJdefe  Regelfläche.  In  jeder 
Erzeugenden  gibt  es  dann  einen  Punkt,  der  der  unmittelbar 
benachbarten  Erzeugenden  am  nächsten  ist;  mau  nennt  ihn  den 
Zentralpunkt  der  Erzeugenden  und  den  Ort  der  Zentralpunkte 
die  Strikt ionslinie,  auch  KeJdlinie  der  nichtabwickelbaren  Regel- 
fläche. Überträgt  man  die  Vorstellung  des  „Nächstliegens"  auf 
die  erstbesprochene  Gattung  von  Regelflächen,  so  kommt  man 
zur  Gratlinie. 

Unter  den  Flächen  zweiten  Grades  gibt  es  zwei  windschiefe 

Regelflächen:    das    einschalige    Hyperboloid   -j.  +  ?y  —  "2  =  1? 

seine  Striktionslinie  ist  der  Hauptschnitt  ^  +  —^  =  1  (Kehl- 
ellipse);  das  hyperbolische  Paraboloid  =  ^r  —  f  2  ?  seine  Strik- 
tionslinie ist  der  Hauptschnitt  0  =  ,  —  ^^ ,  der  in  ein  Geraden- 
paar zerfällt. 

Eine  spezielle  Klasse  von  windschiefen  Regelflächeu  sind 
die  Konoid  flächen,  Linienflächen  mit  einer  Richtebene  und  einer 
Leitgeraden,  entstanden  also  durch  Gleiten  einer  beweglichen 
Geraden  längs  einer  festen,  wobei  die  bewegliche  Gerade 
während  ihrer  drehenden  Bewegung  einer  festen  Ebene  parallel 
bleibt.  Je  nachdem  die  Leitgerade  zur  Richtebene  geneigt  oder 
senkrecht  ist,  spricht  man  von  einem  schiefen  oder  geraden 
Konoid.    Verlegt  man  beim  geraden  Konoid  die  Richtebene  in 
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die  .r^-Ebene,  die  Leitgerade  in  die  ^-Achse,  so  nimmt  seine 
Gleichung  die  Form 

(«)  ^  =  ^(1) 

an;  denn  einem  konstanten  z  entspricht  ein  (oder  auch  mehrere) 
konstantes  7,  jeder  Schnitt  parallel  zur  a;^-Ebene  ist  eine 
(eventuell  mehrere)  die  .^- Achse  schneidende  Gerade. 

Zwei  besondere  Konoide  sollen  hier  angeführt  werden: 
das  Schrauhenlonoid,  auch  als  gewöhnliche  oder  flachgängige 
Schraubenfläche  oder  als  Wendelfläche  bezeichnet,  und  das 
Zijlliidroid. 

Bei  dem  ersteren  wird  die  Führung  der  Geraden  vervoll- 
ständigt durch  eine  um  die  ^-Achse  beschriebene  Schrauben- 
linie; sind  X  =  a  cos  11,  y  =  a  sin«,  z  =  hu  deren  Gleichungen, 
so  gibt  die  Elimination  von  u  zwischen  der  dritten  und  der 
aus  den  zwei  ersten  folgenden  =tgw  die  Gleichung  des 
Schraubenkonoids : 
(7  j  z  =  h  Arctg  -|  • 

Als  Zjlindroid   bezeichnet   man    die  durch    die  Gleichung 

^  - )  ^  =  x^Tt 

bestimmte  Fläche;  daß  sie  ein  Konoid  ist,  erkennt  man  nach 
Abkürzung  der  rechten  Seite  durch  x^.  Durch  die  Substitution 
X  =  r  cos  9,  ?/  =  r  sin  9?  ergibt  sich 

z  =  sin  2  (f 

und  das  läßt  einmal  erkennen,  daß  z  das  Intervall  ( —  1,1) 
durchläuft  und  daß  zur  weiteren  Führung  der  Erzeugenden 
eine  Kurve  auf  einem  Zylinder  vom  Radius  1  benutzt  werden 
kann,  die  in  der  Abwicklung  in  zwei  Gängen  der  Sinuslinie 
besteht  (vgl.  auch  45). 

3.  Schraubenflüchen.  Jede  Fläche,  die  durch  eine  schraubende 
Bewegung:  einer  Linie  erzeugt  wird,  heißt  eine  Schraubenfläche. 
Außer  der  erzeugenden  Linie  ist  auch  das  Verhältnis  der  fort- 
schreitenden Bewegung  zur  Drehbewegung  für  die  Gestalt  der 
Fläche  maßgebend;  seinen  Wert  h  bezeichnet  man  als  den 
Parameter  der  Schraubenfläche. 
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Fig.  107. 


Die  Achse  der  schraubenden  Bewegung  werde  als  ^- Achse 
gewählt,  die  erzeugende  Linie  C  (Fig.  107)  sei  durch  die  Glei- 
chungen 

j  ==  ü  cos  u 

(y)  t)  =  V  sin  tt 

gegeben,  wobei  auch  a  von  v  abhängt;  C  sei  ihre  Projektion 
auf  der  a:^-Ebene.  Jeder  Punkt  31  von  C  vollführt  eine 
schraubende  Bewegung,  indem  er  sich  um  einen  bestimmten 
Winkel  (p  nach  Q  dreht  und  gleichzeitig  um  eine  diesem 
Winkel  proportionale  Strecke  hcp  parallel 
der  ^r- Achse  verschiebt;  er  kommt  dadurch 
in  die  Lage  P.  Sind  x,  y,  z  die  Koor- 
dinaten dieses  allgemeinen  Punktes  der 
Schraubenfläche,    so    hat    man    dafür    die 

Ansätze: 

X  =  X)  cos  {a  -f  tf) 

2/  =  V  sin  («  -f  (p) 

z  =  i  +  h(p, 

und  setzt  man  a  -{-  cp  =  u,  —  b a  -\-  ijj (v)  =  f{v),  so  ergeben  sich 
die  parametrisch eu  Gleichungen  der  Schraubenfläche: 

X  =  V  cos  u 


(10) 


y  =  V  sinu 
z  =  hu  -\-  f(v). 
u,  V    erhält    man    daraus    die    andere 


Durch   Elimination    von 

Darstellung: 

(11)  ^  =  6Arctg  ^  +f(y^c^Tf)- 

Ist  die  erzeugende  Linie  eine  die  ^'-Achse  normal  schneidende 

Gerade,  so  sind 

;l'  =  V  cos  a 

i)  =  V  sin  a 

deren  Gleichungen,  wenn  man  annimmt,  daß  die  ic- Achse  eine 
Lage  der  Erzeugenden  bildet:  es  ist  dann  f{v)  =  —  ha-\-'ba  =  0 
und  daher 


z  =  h  Arctg 


y 
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die  Gleic'liUDg  der  Flüche,  der  früher  schon  unter  den  Konoiden 
augeführten  gewöhnlichen  Schraubenfläche. 

Die  Erzeugende  sei  ferner  eine  die  ^-Achse  unter  einem 
schiefen  Winkel  schneidende,  gegen  die  a:^-Ebene  unter  dem 
Winkel  6  geneigte  Gerade;  die  Fläche,  die  dabei  entsteht,  wird 
schiefe  oder  scharfgängige  Schrauhenfläche  genannt.  Die  Glei- 
chungen der  Erzeugenden  sind 

j  =  V  cos  a 
t)  =  w  sin  a 

l  =  ha-\-  h{r  —  v), 

wenn  man  tg  ö  =  A"  setzt  und  den  Radius  r  eines  um  die 
.2 -Achse  gelegten  Kreiszylinders  als  Konstante  einführt;  aus 
ihnen  ergibt  sich  f[v)  =  —  &«  +  ha  -{-  h(r  —  v)  =  k(r  —  v)  und 
hiermit  die  Gleichung  der  Fläche: 

(12)  ^  =  b  Arctg  l  -f  Ä:  (r  -  Vx^+f)  . 

4.  EotationsfläcJten.  Die  Rotationsflächen,  entstanden  durch 
Drehung  beliebiger  starrer  Linien  um  feste,  mit  ihnen  ver- 
bundene Achsen,  bilden  eine  Klasse  der  zyldischen  Flächen, 
worunter  man  Flächen  versteht,  auf  welchen  sich  eine  einfach 
unendliche  Schar  von  Kreisen  befindet.  Hier  sind  es  die 
Kreise,  die  von  den  einzelnen  Punkten  der  erzeugenden  Linie 
beschrieben  werden  und  die,  in  parallelen  Ebenen  liegend, 
Parallelkreise  genannt  werden. 

Den  Schraubenlinien  gegenüber  unterscheidet  sich  das 
Erzeugungsgesetz  durch  den  Entfall  der  fortschreitenden  Be- 
wegung, der  sich  durch  6  =  0  ausdrückt;  hierdurch  geht  denn 
auch  aus  der  allgemeinen  Gleichung  der  Schraubeuflächeu  die 
allgemeine  Gleichung  der  Rotationsflächen  bei  Annahme  der 
^- Achse  als  Rotationsachse  hervor: 

(13)  z^fiyx^+rf). 

Unter  den  Flächen  zweiten  Grades  bieten  die  als  Rotations- 
flächen hervorgehobenen  Spezialformen  Beispiele  hierzu. 

18S.  Die  Tangentialebene  als  Ort  der  Tangenten. 
Es  sei  M  mit  den  Koordinaten  xjyjz  ein  Punkt  der  Fläche 
(1),  P   seine   Projektion   auf  der   .r?/-Ebene;    durch  M  werde 
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auf  der  Flik-he  eine  beliebige  Kurve  C  gezogen,  welche  sich 
iu  der  a:i/- Ebene  in  die  durch  F  laufende  Linie  von  der 
Gleichung 

(14)  H^,y)  =  o 

projizieren  möge.  Nimmt  man  auf  C  einen  zweiten  Punkt  31' 
an  —  seine  Koordinaten  seien: 

Xi  =  x-\-  h 

(15)  Vx-y  +  ii 

wobei  £  eine  Größe  bedeutet,  die  in  bezug  auf  h,  h  im  all- 
gemeinen von  der  zweiten  Ordnung  ist,  —  und  verbindet  ihn 
mit  31,  so  hat  die  Gerade  3131'  bei  beständiger  Annäherung 
von  31'  an  31  die  Tangente  MT  an  die  Kurve  C  im  Punkte  31 
zur  Grenzlage;  gleichzeitig  nähert  sich  die  Projektion  von  3131' 
auf  der  xy-^hene  der  Tangente  an  die  Kurve  (14)  im  Punkte 
P  als  Grenze,  und  diese  Tangente  hat  den  aus  (14)  bestimm- 
baren Richtungskoeffizienten 

(16)  ö  =  lim^- 

Man  nennt  die  Tangente  31T  an  die  Kurve  C  auch  eine  Tan- 
gente der  Fläche  im  Punkte  J/;  ihre  Gleichungen  ergeben  sich 
aus  den  Gleichunt^en  der  Geraden  3131': 


k  ,      k   ,    E 


n  —  y  _       t 

für  lim/t  =  0,  lauten  also: 

(17)  |-;r  =  ^--^=   ^-'-. 

^      ^  '  CO  p  -j-  qoj 

Um  den  geometrischen  Ort  all  dieser  Tangenten  zu  be- 
stimmen, hat  man  zwischen  den  beiden  Gleichungen  (17)  den 
Parameter  oj  zu  eliminieren;  schreibt  man  die  Gleichungen  zu 
diesem  Zwecke  in  der  Form: 

(I  —  a;)o5  =  ri  —  y 
q(l  —  x)(j1  =  t,  —  z  —  p(l  —  x), 
so    vollzieht    sich    die    Elimination    durch    Multiplikation    der 
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ersten  Gleichung  mit  q  und  nachberige  Subtraktion;  das  Resul- 
tat lautet: 

(18)  l-,=p{l-x)  +  q{ri-ij). 

Der  geometrische  Ort  der  Tangenten,  ivelche  man  an  eine  hrumme 
Fläche  in  einem  Punlde  M  legen  la)in,  ist  hiernach  eine  durch 
diesen  Punkt  geltende  Ebene;  man  definiert  sie  als  Tangential- 
ebene oder  Tangentenebene  der  Fläche  im  Punkte  31,  nennt  diesen 
den  Tangential-  oder  Berührungspunkt;  (18)  ist  die  Gleichung 
der  Ebene. 

Aus  dieser  Definition  der  Tangentialebene  läßt  sich  eine 
andere  ableiten,  welche  dem  geometrischen  Inhalte  nach  das 
Analogon  zur  Definition  der  Tangente  an  eine  Kurve  bildet. 
Nimmt  man  nämlich  auf  zwei  durch  M  geführten  einander 
schneidenden  Kurven  je  einen  Punkt  M',  M"  an,  so  konver- 
gieren die  Geraden  MM',  3IM"  bei  beständiger  Annäherung 
von  il/'  und  M"  an  M  gegen  die  Tangenten  jener  Kurven  im 
Punkte  M,  die  Ebene  MM' M"  hat  also  die  Tangentialebene 
zur  Grenze. 

Hiernach  ist  die  Tangentialebene  im  Punkte  M  die  Grenze 
einer  durch  M  und  ztvei  iveitere  Punkte  M',  M"  der  Fläche 
gelegten  Ebene,  wenn  diese  Punkte  sich  irgendwie,  jedoch  in  ver- 
schiedenen Bichtiingen,  dem  Punkte  M  als  Grenze  nähern. 

Ist  die  Fläche  durch  die  Gleichung  (2)  gegeben,  so  hat 
man,  um  die  Gleichung  der  Tangentialebene  zu  erhalten,  p,  q 
in  1 18)  durch  die  Werte  (60) 

aF  dF 

dx  dy 

?z  dz 

zu  ersetzen;  dies  führt  zu  der  Gleichungsform 

(19)  (|_x)ff  +  ,,-y)»,^  +  (£-.)|f  =  0. 

Soll  diese  Gleichung  einen  Inhalt  haben,  so  muß  wenigstens 
einer  der  drei  partiellen  Difi'erentialquotienten,  deren  Werte 
für  den  Punkt  M  gelten,  von  Null  verschieden  sein.  Wäre 
hingegen 

dx       "'        dy  '       dz  ' 
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so  würde  ilios  auf  einen  Punkt  liinwcisen,  in  welchem  von 
einer  Tangentialebene  in  dem  erörterten  Sinne  nicht  gesprochen 
werden  kann,  also  auf  einen  besonderen  oder  singulärcn  Punict 
der  Fläche;  das  näclistliegeude  Beispiel  eines  solchen  ist  die 
Spitze  eines  Kegels. 

189.  Die  Tangentialebene  als  oskulierende  Ebene. 
Die  Tangentialebene  läßt  noch  eine  andere  Auffassung  zu,  die 
zugleich  geeignet  ist,  das  Verhalten  der  Fläche  zur  Tangential- 
ebene in  der  Umgebung  des  Berührungspunktes  näher  kennen 
zu  lehren. 

Jede  Ebene,  die  man  durch  den  Punkt  31  auf  der  Fläche  (1) 
legen  kann,  hat  eine  Gleichung  von  der  Form: 

(20)  Ä{1-  .r)  +  B{ri  -y)  +  C(  ^,  -  z)  =  0- 

wir  denken  uns  eine  dieser  Ebenen  herausgehoben  und  be- 
stimmen den  Abstand  des  Punktes  M'  mit  den  Koordinaten 
(15)  von  derselben;  er  ist 

wobei  e'  wieder  eine  Größe  zweiter  Ordnung  bedeutet. 

Im  allgemeinen  ist  also  ö  in  bezug  auf  h  und  Je  von  der 
ersten  Ordnung,  ändert  sein  Vorzeichen,  wenn  h,  Je  es  ändern, 
die  Ebene  (20)  scJmeidet  daher  im  allgemeinen  die  Fläche  in  M. 

Hat  aber  die  Ebene  eine  solche  Stellung,  daß 
A  +  Cp^O,         B+Cq  =  0 

ist,  dann  wird  d  von  der  zweiten  Ordnung.  Die  Ebene  ist 
dadurch  völlig  bestimmt;  denn  setzt  man  in  (20)  Ä  =  —  Cp, 
B  =  —  Cq,  so  geht  die  Gleichung  über  in 

^  —  z  =  p{^  -  X)  -\-  q(ri  -  y). 


Man  Jcaiin  also  die  Tawjentialehene  als  diejenige  unier  den 
Ebenen  durcJi  den  FunJct  M  definieren,  irelcJie  sicJi  der  Jerummen 
FläcJie  in  der  Umgebung  des  FunJäes  am  engsten  anscJdießf,  sie 
osJculiert,  oder  in  Anwendung  einer  in  148  eingeführten  Termi- 
nologie als  diejenige  Ebene,  welche  mit  der  Fläche  im  Punkte 
M  eine  Berührung;    mindestens    der    ersten    Ordnunj;   aufweist. 
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Führt  man  die  Entwicklung  von  z^  in  (15)  weiter,  so  wird 

z^  =  z  +ph  +  q-k  +  \  i^rlf-  +  '2shk  +  tV')  +  a, 

wo  nunmehr  £  eine  Größe  der  dritten  Ordnung  bezeichnet;  für 
den  Abstand  des  Punktes  M'  von  der  Ebene  (20)  ergibt  sich 
dann  der  Ausdruck: 

{A  +  Cp)h  +  (5  +  Cq)k  +  ^  {rr-  +  2shk  +  tk'^) 
ö  =  i-_ +  £' 

-J/J.8_|_5«_|_C'* 

und  insbesondere  für  seinen  Abstand  von  der  Tangentialebene 

wobei  auch  e"  von  der  dritten  Ordnung  ist. 

Ist  die  quadratische  Form  rJi,^  -{-  2shk  +  tk^  der  Variablen 
h,  k  definit  (vgl.  die  Fußnote  zu  121),  also  zeichenbeständig, 
so  liegt  die  Fläche  in  der  nächsten  Umgebung  des  Punktes  M 
ganz  zu  einer  Seite  der  Tangentialebene;  die  notwendige  und 
hinreichende  Bedingung  dafür  ist: 

(22)  rf  -s'>0. 

Ist  die  Form  indefinit  und  darum  verschiedener  Vorzeichen 
fähig,  was  dann  der  Fall  ist,  wenn 

(23)  rt-s^<0, 

so  liegt  die  Fläche  in  der  Umgebung  des  Punktes  M  teils 
zur  einen,  teils  zur  andern  Seite  der  Tangentialebene,  wird 
also  von  dieser,  da  Stetigkeit  vorausgesetzt  ist,  geschnitten] 
die  Grenzen  der  Gebiete  verschiedener  Vorzeichen  von  Ö  er- 
geben sich  aus  der  Gleichung 

r]r  +  2sJik+  /F  =  0 
mit  den  reellen  und  ungleichen  Wurzeln 

k  — s-\-\/s-  —  rt 

h  ~  ~t  ' 

hierdurch  sind  zwei  in  der  xy -Ebene  liegende  durch  den 
Punkt  P  laufende  Geraden  bestimmt;  dieselben  teilen  die  xy- 
Ebene  in  vier  Gebiete;  diesen  entsprechen  auf  der  Fläche  vier 
Gebiete  der  Umgebung  von  31,  welche  abwechselnd  zur  einen 
und  zur  andern  Seite  der  Tangentialebene  liegen. 
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lu   dem   Grenzfalle   der  semidefiniten  Form,    gekennzeich- 
net durch 

(24)  rt  -  5-  =  0, 

ist    das    Triuom    im    Zähler    von    d    ein   vollständiges  Quadrat, 
{rh  -\-  sh)-,    ö    behält    im    allgemeinen    dasselbe   Vorzeichen; 

aber  in  der  durch 

rh  +  sie  =  0 

k  r  s 

bestimmten  Richtung   ,  =  —      =  — -  verschwindet    der  erste 
^  h  s  t 

Teil  von  d  und  es  hängt  die  weitere  Entscheidung  von  den 
Gliedern  höherer  Ordnung  ab. 

190.  Beispiele.     1)  Um  für  die  Fläche 

a  0 

die  Tangentialebene  im  Punkte  x/y/2  zu  bestimmen,  be- 
rechne man 

X  y 

und  erhält  nun  unter  Berücksichtigung  der  Gleichung  der  Fläche 

-  .  ,  _  ^^  I  yn 

^  +^~    a    +    ö 
als  Gleichung  jener  Tangentialebene. 
Ferner  folgt  aus 

r  =   -  ,      s  =  0,      t  =^  j  j 

daß  rt  —  .S"  =  ,  positiv  ist,  wenn  a,  h  gleichbezeichnet  sind, 
und  negativ,  wenn  sie  ungleich  bezeichnet  sind;  im  ersten  Falle 
findet  bloße  Berührung  statt  —  die  Fläche  ist  ein  elliptisches 
Paraboloid  — ,  im  zweiten  Falle  ist  die  Berührung  mit  einem 
Schneiden  verbunden  —  die  Fläche  ist  ein  hyperbolisches 
Paraboloid.  Der  Schnitt  der  Tangentialebene  mit  der  Fläche 
ergibt  sich  dann  wie  folgt:  Zu  seiner  Bestimmung  hat  man 
die  drei  Gleichungen: 

'         ab 
'  ah 

(I  hl 
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die  erste  gehört  der  Fläche  an,  die  zweite  der  Tanfrentialebeiie, 
und  die  dritte  sagt  aus,  daß  der  Punkt  xjylz  auf  der  Fläche 
liegt.  Subtrahiert  man  die  mit  2  multiplizierte  zweite  Gleichung 
von  der  Summe  der  beiden  andern,  so  ergibt  sich 

Q  _  (I  -xY    ,    ij]  -  y)- 

und  ist  z.  B.  a  >  0,  ?>  <  0  und  h  =  —  b' ,  so  zerfällt  diese 
Gleichung  in  die  reellen  Gleichungen  ersten  Grades: 

Yh'i  +  Yai]  -  (Yb'x  +  l/ä?/)  =  0 

Yh'  l  -  Yav  -  iVb'x  -Yaij)=^  0; 

die  Projektion  des  gesuchten  Schnittes  in  der  xy-Fihene  besteht 
sonach  aus  zwei  durch  x/y  gehenden  Geraden,  der  Schnitt 
selbst,  da  er  in  einer  Ebene  liegt,  ist  gleichfalls  ein  System 
zweier  Geraden  durch  den  Punkt  xlyjz.  Jede  Tangentialehene 
des  hyperbolischen  Faraboloids  schneidet  demnach  die  Fläche  in 
ztcei  diüxh  den  BerührimrjspimJd  laufenden  Geraden,  den  Erzeu- 
genden aus  den  beiden  Begelscharen,  die  die  Fläche  oithält. 
2)  Bei  der  gewöhnlichen  Schraubenfläche  (7): 

^  =  fe  Arctg  ^ 

hat   man   zur  Bildung  der  Gleichung  der  Tangentialebene  und 

zur    Beurteilung    ihres    Verhaltens    der    Fläche    die    folgenden 

Hilfsgrößen: 

by  hx 

^  x^-f-y-'        ^        x^-\-y- 

^  'ihxy  _        b{x^ — y^)  2bxy 


{x'-^yy  {x'-^yY>  {cc'-\-yr- 

daher    lautet    die    Gleichung    der    Tangentialebene    im    Punkte 

X  y/z: 

f-  -  ^  —  ^(^^  —  y^) 

^  x'-i-y^  " 

Weil  ferner 

rt  —  s''  =  — 


{x'+yr 

also   ständig  negativ   ist,   so  ist  in  jedem  Punkte  mit  der  Be- 
rührung ein  Schneiden  verbunden. 

Czuber,  Vorlesungeu.    I.    .1.  Aufl.  33 
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3)  Uiu  für  die  algebraische  Fläche  dritter  Ordnung 
xyz  =  a^ 
die  Tangentialebene  zu  bestimmen,  setze  man 
F{x,  y,  z)  =  xyz  -  a^, 


leite  daraus 

cF 

dF 

dF 

Vx  =  y^ 

-^  -  =  zx, 
dy           ' 

dz 

xy 

ab    und    trage    dies    in   (19)   ein;    unter  Berücksichtigung   der 
Gleichung  der  Fläche  ergibt  sich 

yzi,  -\-  zxi]  +  xy^  ==  3a^ 
als  Gleichung  der  Tangentialebene. 

Die  Abschnitte  auf  den  Koordinatenachsen   sind  hiernach 

a=         =öx,       i  =  —  =  oy,      y=         =oz. 

Das  Volumen  des  Tetraeders  aus  der  Tangentialebene  und  den 

Koordinatenebenen 

1      /3  9  9     3 

ist  also  konstant. 

In  dem  Dreieck,  welches  die  Koordinatenebenen  aus  der 
Tangentialebene  ausschneiden,  spielt  der  Berührungspunkt  die 
Rolle  des  Schwerpunktes;  denn  die  Koordinaten  des  Schwer- 
punktes jenes  Dreiecks  sind 

«  +  o  +  o_^       o  +  ^-|-o_  oH-o  +  y_, 

3        -^,  3        -Vi  i        -z- 

4)  Dem  dreiachsigen  Ellipsoid 

a*  "*"&*"'■  c" 

ein  reguläres  koaxiales  Oktaeder  zu  umschreiben. 

Die   Tangentialebene   im  Punkte  xjyjz  hat  die  Gleichung 

^    I    .V  ^  4_  2  ?  _  1  . 
a*  "^   6-  "•"   c'' 

soll  sie  eine  Seitenfläche  des  Oktaeders  sein,  so  muß 

I  ^  '  =  -^'  =  i-i 
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sein;  bezeichnet  man  den  gemeinsamen  Wert  der  drei  Brüche 
mit  X,  so  ergibt  sich  unter  Benutzung  der  Flächengleichung 

_  1 

und  es  sind 

X  =  a^x,       y  =  1)'^'/.,       z  =  c^y, 

die  Koordinaten   des  Berührungspunktes   einer  solchen  Ebene, 

ihre  Gleichung;  die  Gleichungen  der  sieben  andern  ergeben 
sich  durch  Zeichenabäuderuug  auf  der  linken  Seite. 

5)  Durch  den  Punkt  x^ly^jz^  an  die  Fläche  F{x,  y,  z)  =  0 
Tangentialebenen  zu  legen. 

Der  Berührungspunkt  xjyjz  einer  solchen  Tangentialebene 
muß  den  Gleichungen 

(  F{x,  y,z)  =  0 

genügen,  deren  erste  aussagt,  daß  er  auf  der  Fläche  liegt,  und 
deren  zweite  die  Forderung  ausdrückt,  daß  die  Tangentialebene 
durch  den  gegebenen  Punkt  zu  gehen  hat. 

Beide  Gleichungen  zusammen  bestimmen  eine  Kurve  auf 
der  gegebenen  Fläche,  den  Ort  der  Berührungspunkte  aller 
Tangentialebenen  durch  x^jy^z^. 

Fügt  mau  die  Gleichungen  der  Tangente 
'g  —  x  ri  —  tj  i—  z 


(25*J 

hinzu  und  eliminiert  zwischen  den  vier  Gleichungen  (25)  und 
(25*)  x,  y,  z,  so  ergibt  sich  der  Ort  der  aus  x^'y^/zQ  an  die 
Fläche  geführten  Tangenten  oder  der  der  Fläche  aus  dem  ga- 
gebenen Punkte  umschriebene  Kegel. 

6)   Parallel  zu   der   Geraden        =  -i-  =         an   die  Fläche 

a  ß  y 

F{x,  y,  z)  =  0  Tangentialebenen  zu  legen. 

Der  Berührungspunkt  x/y/z  einer  solchen  Tangentialebene 
hat  den  Gleichungen 

(  Fix,  y,z)  =  0 

[     dx       '^  dy       '    d z 

33* 
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zu  genügen.  Diese  bestimmen  zusammen  die  Ortskurve  aller 
Berührungspunl:te  von  der  verlangten  Eigenschaft.  Die  durch 
einen  solchen  Punkt  {)iiraLlL4  zur  gegebenen  Geraden  geführte 
Tangente  hat  die  Gleichungen 

/9c*\  ^  — ^  ^^  —  y^  ^—1 . 

^'      ^  ti  ß  y     •> 

eliminiert  man  zwischen  allen  vier  Gleichungen  a;,  y,  ^,  so  kommt 
man  zur  Gleichung  des  der  Fläche  parallel  zur  gegebenen  Ge- 
raden umschriebenen  Zylinders. 

Insbesondere  erhält  man  die  Gleichung  des  zur  ^- Achse 
parallelen  Zylinders  durch  Elimination  von  z  zwischen  den 
Gleichungen 

F{x,  xj,  z)  =  0, 

1^  =  0. 

dz 

Die  so  erhaltene  Gleichung  bestimmt  auch  den  sichtbaren 
Umriß  der  Fläche  auf  der  a:y-Ebene  bei  orthogonaler  Pro- 
jektion. 

7)  Unter  der  Fußpunld fläche  einer  gegebenen  Fläche  in 
bezug  auf  einen  Punkt,  den  Fol,  versteht  man  den  Ort  der 
P'ußpuukte  der  Lote,  welche  aus  ihm  zu  den  Tangentialebenen 
der  Fläche  gefallt  werden.  Es  ist  die  sinngemäße  Übertragung 
des  Begriffs  der  Fußpunktkurven  auf  den  Raum. 

Ist 

F{x,  y,  z)  =  0 

die  Gleichung  der  gegebenen  Fläche,  gilt  der  Ursprung  als  Pol, 
80  kommt  es  auf  die  Elimination  von  x,  y,  z  aus  der  ange- 
schriebenen Gleichung,  aus  der  Gleichung 

der  Tangentialebene  und  den  Gleichungen  des  Lotes: 
_i—  =     ^     =  -J_ 

aF       a^       aF 

dx  dy  dz 

an:  ihr  Ergebnis  ist  die  Gleichung  der  Fußpunktfläche.  Bei 
anderer  Darstellungsform  der  Ausgangsfläche  treten  auch  ent- 
sprechend andere  Formen  der  übrigen  Gleichungen  auf. 
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Als  ein  bemerkenswertes  Beispiel  soll  die  Fußpunktfläche 
des  geraden  Schraubenkonoids  in  bezug  auf  einen  Punkt  seiner 
Achse  (den  Ursprung)  vorgeführt  werden.  Nach  Beispiel  2) 
dieser  Nr.  hat  man  die  Elimination  an  folgenden  Gleichungen 
auszuführen: 


^-^ 


X 


Z  =  h  Arctg 

°   X 


hy        — hx        x^-\-y^ 

Aus  den  zwei  letzten  ergibt  sich  das  Gleichungspaar 

xy]  —  yi>  =  -hl 

^1  +  yn  =  0, 

daraus  weiter 


V  +  n' 

mit   diesen  Hilfswerten   erhält   man   aus   den  zwei  ersten  Glei- 
chungen 

1^  +  .j2  +  ^^  =  6  (Arctg  I  -  ;)  t 

als  Gleichung  der  Fußpunktfläche. 

Über  die   Natur  dieser  Fläche   geben   die  Schnitte   durch 
die  ^- Achse  Aufschluß.     Setzt  man 

^  =  konst.,       ^2  _|_  ^2  _  ^2^ 

bezeichnet  den  Hauptweri  der  zy klometrischen  Funktion  mit  a, 
so  ist  die  Gesamtheit  ihrer  Werte  durch 

«  +  Ajt     (X  =  0,  +  1,  +  2,  •  •  •) 
dargestellt  und  das  Schnittgebilde  durch 

es  besteht  also  aus  einer  abzählbaren,  weil  auf  die  ganzen 
Zahlen  ])eziehbaren  Menge  von  Kreisen  aus  dem  Kreisbüschel 
^'  -\-  l~  =  ßl,  Kreisen  also,  die  durch  den  Ursprung  gehen  und 
hier    die    :r«/-Ebene    berühren.      Die    Fläche    gehört    also    zur 
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Elasise  der  zyklischen  Flächen  (187,  4).  Es  sei  darauf  hin- 
gewiesen, daß  ^  als  Funktion  von  ^,  i]  an  der  Stelle  1  =  0, 
7^  ==  0  ein   ähnliches  Verhalten  aufweist,   wie  es  in  4-5  bezüg- 


lich der  Funktion  z  = 


2x»/ 


dargelegt  wurde. 


191.  Normale  und  Normalebenen.  Die  im  Berührungs- 
punkte zur  Tangentialebene  errichtete  Senkrechte  wird  die 
Normale  der  Fläche  in  jenem  Punkte  genannt.  Ihre  Gleichungen 
ergeben  sich  unmittelbar  aus  der  Gleichung  der  Tangential- 
ebene und  lauten: 

oder  aber 

/oQN  ^^^  —  ^~y  _  ^  ~  ^ 

K."^^)  ^F  d£  dF  ' 

dx  dy  dz 

je  nach  der  Form  der  Gleichung  der  Fläche. 

Aus  (27)  ergeben   sich  für  die  Projektionen  der  Normale 
auf  der  zx-  und  t/;Sf- Ebene  die  Gleichungen; 
|-rr+i)(g-^)  =  0 
V  —  V  +  <l(l  —  z)  =  0. 
Die   beiden  Richtungen   in   der  Normalen    sind   durch   die 
Richtungskosinus  bestimmt: 


(27*) 


(29) 


Y  = 


±V^"*  +  2*+l 


—  1 


beziehungsweise  durch 
( 


(30) 


dF 

dx 


mum^m' 


+ 


11 

cy 


±1/(11)^+ (ID'+faf)' 


z  = 


dz 


±vm^m^i^)' 
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Die  Wahl  einer  Richtung  als  der  positiven  geschieht  von  Fall 
zu  Fall  durch  besondere  Festsetzungen. 

Jede  durch  die  Normale  im  Punkte  xlufz  gelegte  Ebene 
heißt  eine  Normahhcne  der  Fläche  in  dem  gedachten  Punkte. 
Beachtet  man,  daß  das  Gleichungspaar  (27*)  die  Normale  als 
Schnittlinie  zweier  (projizierenden)  Ebenen  bestimmt,  so  ist 

(20)  l-x^-p{t-z)-^  A[rj  -y  +  q(^-z)]  =  0 

die  Gleichung  des  Büschels  der  Normalebenen]  jedem  besonderen 
Werte  des  unbestimmten  Multiplikators  A  entspricht  eine  spe- 
zielle Normalebene. 

192.  Beispiele.  1)  Der  Ort  der  Normalen  einer  krummen 
Fläche  in  den  Punkten  einer  ihr  aufgeschriebenen  Kurve  ist 
eine  krumme  Fläche,  welche  mau  die  zu  dieser  Kurve  gehörige 
Normal en fläche  (nach  A.  Mannheim  „Normalie")  nennt.  Die 
Normalenlläche  ist  als  Ort  von  Geraden  eine  Begelfläche  und 
im  allgemeinen  windschief. 

Es  ist  die  a;y-Spur  der  Normalenfläche  des  geraden  Schrau- 
benkonoids 

z  =  1)  Are  tg  — 

längs  der  durch  z  =  c  charakterisierten  Erzeugenden  zu  be- 
stimmen. 

Mit  Hilfe  der  in  190,  2)  zusammengestellten  Differential- 
quotienten erhält  man  zunächst  die  Gleichungen  der  Normalen 
in  einem  Punkte  x/y/z: 

I  — g  ^  n  —  y  ^    g  — g 

by  — bx       ic- -f- 1/^ ' 

für  die  Punkte  der  ins  Auge  gefaßten  Erzeugenden  ist 

demnach    hat    die   Spur    der   Normalen    in    der   .i?/- Ebene   die 

Koordinaten: 

c.  bcyi, 

bc 

^  =  ^^  +  x(i-HÖ 
^  =  0; 
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die  Elimination   von   x  zwischen  den  ersten  zwei  Gleichungen 
gibt   die  Gleichung  der  verlangten  Spur.     Zum  Zwecke  dieser 


Elimination    löse    man    die    Gleichungen  nach  x   und 
dies  ffibt 


auf; 


X  = 


1  +  a*  ■ 


f^l 


bc 


und  daraus  folgt  durch  Multiplikation 

(I  +  fir])  {rj  -  n^)  =  ?.c  (1  +  -ti»). 

Die  Spur  der  betrachteten  XornialetiflUche  in  der  iry-Ebene 
ist    also    eine    gleichseitige    Hyperbel     mit    den    Asymptoten 

5  +  ii*^  =  0,  fi^-ri  =  0  (Fig. 
108).  Dem  Teile  CG  der  Er- 
zeugenden des  Schraubenkonoids 
entspricht  der  Hyperbelzweig 
N"N'N,  dem  Teile  CG'  der 
andere  nicht  gezeichnete  Zweig; 
Q_j^  N"M",  N'M',  NM  sind  einige 
Lagen  der  Normalen. 

Was  die  Normalenfläche 
selbst  betrifft,  so  ist  zunächst 
unmittelbar  zu  erkennen,  daß  sie  bei  jeder  nicht  abwickelbaren 
Fläche  längs  einer  Erzeugenden  ein  gerades  Konoid  ist;  denn 
alle  Normalen  in  den  Punkten  einer  Erzeugenden  sind  zu 
dieser  selbst  senkrecht.  Im  vorliegenden  Falle  ist  als  Schnitt 
der  Normalenfläche  mit  der  xy-Elmne  eine  Linie  zweiter  Ord- 
nung gefunden  worden;  folglich  ist  die  Normalenfläche  selbst 
vom  zweiten  Grade;  das  einzige  Konoid  zweiten  Grades  ist 
aber  das  hyperbolische  Paraboloid.  Der  Satz,  daß  die  Nor- 
malenfläche längs  einer  Erzeugenden  ein  hyperbolisches  Para- 
boloid ist,  gilt  nicht  von  der  geraden  Schraubenfläche  im  be- 
sonderen, sondern  allgemein  von  allen  nicht  abwickelbaren 
Regeltiächen. 

Die  xy-S^ur  ist  vorstehend  mit  Umgehung  der  Gleichung 
der    Xormalenfläche    festgestellt    worden.     Will    man    sie    aus 
dieser  ableiten,  so  hat  man  zwischen  den  vier  Gleichungen 
I  —  o;  ^  n  —  y  ^   I  —  g        ^  _  ^       y 
by  —  bx       rc*  -f-  V^ 


2  =  c, 


^ 
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X,  y,  z  zu  eliminieren;  das  Resultat  lautet: 

bestätigt  die  gemachten   Schlüsse  uud  führt   mit  ^  =  0  wieder 
zu  der  gefundenen  Spurgleichung. 

2)  Durch  den  Punkt  Xq/i/q/Zq  die  Ebene  zu  legen,  "welche 
zu  der  Fläche 

xyz  =  a^ 

in  deren  Punkt  a/a/a  normal  ist. 

Man  findet  durch  Differentiation  der  Flächengleichung  in 

bezug  auf  x  und  y: 

z  z 

^  X  '       ^  y 

und  hiermit  als  Gleichung  des  Büschels  der  Normalebenen  im 
Punkte  a/a  a: 

^-e  + 2(^-0  =  0; 

soll  die  Ebene  durch  den  gegebenen  Punkt  x^jy^lZf^  gehen,  so 
muß  l  so  bestimmt  werden,  daß 

^0-^0+ ^(2/0-^0)  =  0 

sei;  hiemach  ergibt  sich  als  Gleichung  der  gesuchten  Normal- 
ebene: 

{Vo  -  ^0)  ^  +  (^0  -  ^0)  n  +  (^0  -  2/0)  ^  =  Ö. 

§  4.     Einhüllende  Flächen. 

193.  Einhüllende  einer  einfach  unendlichen  Flä- 
ch enschar.  Es  sei  fix,  y,  z,  u)  eine  eindeutige  stetige  Funk- 
tion der  vier  Argumente  x,  y,  z,  n-,  die  Gleichung 

(1)  fix,  y,  z,  n)  =  0 

stellt   dann   eine  Schar  von  co^  Flächen  oder  ein  einfach  aus- 
gedehntes Flächenlontinuuni  dar. 

Ist  die  Gleichung  in  bezug  auf  u  alj^ebraisch  vom  Grade 
p  und  liefert  sie  für  den  Punkt  x^ly^jz^  q{^p)  reelle  Werte 
von  u,  so  sagen  wir,  der  Raum  sei  durch  die  Flächenschar  in 
dem  genannten  Punkte  (/-fach  erfüllt.  Bleibt  die  Zahl  q  für 
alle  Punkte  des  Raumes  dieselbe,  so  erfüllt  das  Flächensystem 
den  Raum  gleichförmig. 
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Wechselt  die  Zahl  q  ihren  Wert,  so  zerfällt  der  liaura  in 
Gebiete,  welche  ungleich  vielfach  erfüllt  sind;  an  den  Grenzen 
dieser  Gebiete  werden  aus  den  in  168  näher  entwickelten 
Gründen  mindestens  zwei  der  Werte  u  einander  gleich.  Dem- 
nach sind  diese  Grenzen  durch  das  Resultat  der  Elimination 
von  u  zwischen  den  Gleichungen 

(f{x,  y,  z,  u)  =  0 
/•„'(.r,  y,  z,u)  =  Q 
bestimmt,  das  symbolisch  dargestellt  werden  soll  durch 
(3)  Dskr„/(>-,  y,  z,  u)  =  0. 

Das  Gebilde,  welches  dieser  Gleichung  entspricht,  umfaßt 
auch  den  Ort  mehrfacher  Punkte  (Knotenlinien  usw.)  der 
Flächen  (1),  falls  sie  solche  besitzen. 

Sehen  wir  von  Singularitäten  ab,  so  ergibt  sich  die  Be- 
deutung des  in  (3)  enthaltenen  Gebildes  durch  folgende  Be- 
trachtung. 

Bei  feststehendem  Werte  von  u  gehört  zur  ersten  der 
Gleichungen  (2)  eine  spezielle  Fläche  aus  der  Schar  (1);  die 
linke  Seite  der  zweiten  Gleichung  geht  aus 

f{x,  y,  z,u  -\-  h)  —  f{x,  y,  z,  u) 
h 

bei   dem   Grenzübergange   lim  Ji  =  0    hervor.     Nun    bestimmen 
die  beiden  Gleichungen 

f{x,  y,  z,  u)  =  0 


^^^  l  fix,  y,z,u-h  h)  =  0 

die  Durchschnittskurve  der  Flächen,  die  den  Parameterwerten 
M  und  u  -\-  h  entsprechen;  durch  diese  Kurve  geht  aber  auch 
diejenige  Fläche,  welche  die  Gleichung 

(b)  f{x,  y,  z,  u-\-  h)  -  fix,  y,  z,  u)  =  0 

hat;  zur  Bestimmung  jener  Durchschnittskurve  kann  also  statt 
der  zweiten  der  Gleichungen  (4)  auch  diese  letzte  Gleichung 
herangezogen  werden,  die  aber  nach  dem  Mittelwertsatze  in  37 
wieder  ersetzt  werden  kann  durch 

Mu(x,  y,  ^;  ^*  +  oh)  =  o 

oder  endlich  durch 

(5*)  f^ix,  y,z,u  +  Bh)  =  0. 
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Demnach  ist  die  Schnittlinie  der  beiden  Flächen  (4)  auch 
durch  das  Gleichungspaar 

f{x,  y,  z,  ii)  =  0 

füip^,  y,  z,u  +  eh)  =  0 

bestimmt.  Indem  nun  h  gegen  Null  konvergiert,  kann  es  ge- 
schehen, daß  sich  die  Schnittlinie  auf  der  Fläche  u  gegen  eine 
Grenzlage  bewegt,  die  dann  dargestellt  ist.  durch  das  Glei- 
chungspaar 

fu{^,  y,  z,  w)  =  0; 

das  übereinstimmt  mit  dem  Gleichungspaar  (2).  Mit  stetig 
variierendem  u  kommt  sowohl  die  Fläche  wie  die  auf  ihr 
liegende  Grenzkurve  in  Bewegung  und  letztere  beschreibt  dabei 
eine  neue  Fläche,  die  man  die  EinJiüllende,  Umhülhmgsflüche 
oder  Enveloppe  der  Flächenschar  (1)  nennt;  die  Flächen  dieser 
Schar  heißen  die  EingeJmlUen.  Die  Grenzkurven,  als  deren 
Ort  die  Einhüllende  erscheint,  heißen  deren  Charakteristiken. 

Damit  ist  die  geometrische  Bedeutung  der  Gleichung  (3) 
gewonnen.  Man  kann  sich  die  Einhüllende  auch  durch  die 
Gleichung 

f(x,  y,  z,u)  =  0 

vertreten  denken,  wenn  man  darin  unter  u  diejenige  Funktion 
von  X,  y,  z  versteht,  die  sich  durch  Auflösung  von 

fui^,  y,  ^,u)  =  o 

nach  u  ergibt;  denn  in  diesem  Vorgange  liegt  der  Eliminatious- 
prozeß. 

194.  Die  Rückkehrkante  der  Einhüllenden.  Die 
Beziehung  der  eingehüllten  Flächen  zur  Einhüllenden  spricht 
sich  in  dem  folgenden  Satze  aus:  Jede  eingehüllte  Fläche  wird 
von  der  Einhüllenden  längs  der  zugehörigen  Charakteristik  berührt 

Vermöge  der  soeben  gemachten  Bemerkung  über  die  ana- 
lytische Darstellung  der  Einhüllenden  hat  die  Tangentialebene 
im  Punkte  x/y/z  derselben  die  Gleichung: 


524  Erster  Teil.     Differential-Rechnung. 

weil  aber  für  die  Punkte  der  EiuliüUenden  /'„'=  0  ist,  so  ver- 
einfaclit  sich  diese  Gleichung  zu 

a  -  ^)f: + (>?  -  y)f,;  +  (e  -  ^)f: = o-, 

das  aber  ist  aui-h  die  Gleichung  der  Tangentialebene  an  die 
Fläche  u  der  Schar,  aber  in  einem  Punkte,  für  den  /)/ =  0, 
d.  h.  in  einem  Punkte  der  Charakteristik.  Es  fallen  also  die 
Tangentialebenen  der  Einhüllenden  und  der  eingehüllten  Fläche 
in  einem  solchen  Punkte  zusammen,  beide  Flächen  berühren 
sich  dort. 

Auf  der  Einhüllenden  kann  aber  noch  eine  besondere  Er- 
scheinung zutage  treten.  Die  Charakteristik  auf  der  Fläche  «, 
durch  das  GleichungSjDaar 

(6)  f{x,  y,  2,  u)  =  0,        f^{x,  y,  z,u)  =  0 

mit  festem  u  bestimmt,  kann  nämlich  von  der  Fläche  des 
Systems  mit  dem  Parameter  n  -\-  li,  d.  i.  von 

fix,  y,  2,  u  +  h)  =  0 
oder 

('0    f(.^,  y,  ^j «)  +  fÄ^^  ?/;  ^.  ^0 ^'  +  fu'ui.^y  ?/,  ^,  w  +  Oh)  2=0 

in  einzelnen  Punkten  geschnitten  werden;  für  diese  Punkte 
bestehen  die  Gleichungen  (ö)  und  (7)  zugleich  und  vereinfacht 
sich  daher  die  letzte  auf 

füui.^^  Vy  ^y  ^^  -\-  eh)  =  0; 
wenn    nun    //    gegen   Null  konvergiert,    so   werden    sich    diese 
Schnittpunkte  auf  der  Charakteristik  (6)  bewegen  und  können 
sich  gewissen  Grenzpunkten  nähern,  zu  deren  Bestimn)ung  die 
Gleichungen 

(8)  fix,  y,  z,  u)  =  0,  f^{x,  y,  z,  li)  =  ü,  f;^'Jx,  y,  z,  ti)  =  0 
zu  dienen  hätten.  Mit  stetig  sich  änderndem  u  kommen  diese 
Grenzpunkte  in  Bewegung  und  ihr  Erzeugnis  ist  eine  auf  der 
Einhüllenden  gelegene  Kurve,  welche  man  als  die  liiicIJ.elir- 
kante  oder  auch  als  Gi'aÜinie  der  Einhüllenden  bezeichnet, 
weil  sie,  wenn  sie  vorhanden  ist,  in  Form  einer  scharfen  Kante 
auf  der  Fläche  erscheint.  Analytisch  ist  die  Kurve  durch  die 
drei  Gleichungen  (8j  oder  durch  die  zwei  ersten  derselben  ge- 
geben, wenn  darin  für  ii  der  aus  der  dritten  resultierende  Wert 
eingesetzt  wird. 
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Jede  CJiaralderidik  wird  in  den  iJir  angehangen  Grens- 
irnnkten  von  der  liäckhehrhinte  bernhrt. 

Auf  Grund  der  zuletzt  gemachten  Bemerkung  ist  nämlich 
die  Richtung  dx  :  dg  :  d2  der  Taugeute  in  einem  Punkte  x/y/iS 
der  Kückkehrkante  durch  das  Gieicliungspaar 

(^;+ /•,/,:)  "^-^  (/;+/;.1:)  "y+  {f;+f.:^ä.^o 

bestimmt  (174);  weil  aber  in  den  Punkten  der  Rückkehrkante 
f,'=0,  /"J',  =  0  ist,    so    reduzieren    sieh   diese  Gleichungen  auf 

fjdx  ^fjdy  -\.f;dz=i) 

fax  ^^  +  füy  ^y  +  C  d3  =  0: 

hierdurch  ist  aber  auch   die  Richtung  der  Tangente   in   einem 

Punkte  der  Charakteristik  (2)  bestimmt,  aber  in  einem  Punkte, 

für  Avelchen  auch  /"J'^  =  0  ist,  d.  h.  in  einem  Grenzpunkte. 

Die  Rückkehrkante,  falls  eine  solche  zustande  kommt,  ist 
demnach  die  Einhüllende  der  Charakteristiken. 

195.  Beispiele.  Unter  den  zyklischen  Flächen  sind  wegen 
ihrer  vielfachen  technischen  Anwendung  diejenigen  von  be- 
sonderem Interesse,  die  sich  als  Einhüllende  einer  einfach  un- 
endlichen Kugelschar  auffassen  lassen.  Die  Kugelschar  entsteht 
dadurch,  daß  der  Mittelpunkt  einer  Kugel  von  variablem  oder 
konstajitem  Halbmesser  eine  Linie,  die  Bahnlinie  oder  Achse, 
beschreibt.  Über  die  Anordnung  der  Charakteristiken  einer 
solchen  Fläche  läßt  sich  vorweg  eine  allgemeine  Aussage 
machen.  Da  der  Schnittkreis  zweier  Kugeln  in  einer  zu  ihrer 
Zentrallinie  senkrechten  Ebene  steht,  da  ferner  die  Zentrallinie 
zweier  unmittelbar  benachbarten  Kugeln  der  Schar  mit  der 
Tangente  der  Bahnkurve  zusammenfällt,  so  liegt  die  Charak- 
teristik jeweilen  in  einer  Ebene,  die  auf  der  Tangente  des  zu- 
geordneten Bahnkurvenpunktes  senkrecht  steht.  Eine  weitere 
allgemeine  Eigenschaft  besteht  darin,  daß  die  Normalen  der 
UmhüllunfTsfläche  länEfs  einer  Charakteristik  als  Normalen  einer 
Kugel  einen  Kegel  bilden,  dessen  Spitze  in  der  Bahnlinie  liegt, 
unter  Umständen  eine  Ebene,  jenachdem  die  Charakteristik  ein 
Neben-  oder  ein  Hauptkreis  der  Kugel   ist. 
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1)  Aus  den  Punkteu  der  Parabel  i/"  -\-  4ax  =  0  in  der 
irv-Ebene  eines  räumlichen  Koordinatensystems  werden  Kugeln 
beschrieben,  welche  durch  den  Scheitel  der  Parabel,  also  durch 
den  Ursprung  des  Systems  gehen;  es  ist  die  Einhüllende  dieser 
Kugeln  zu  bestimmen. 

Eine  Kugel  des  Systems  ist  durch 

(x  -  ay+iy  -  ßf-i-z'^  a'+ß' 

dargestellt,  wenn  ß^ -\- 4aa  =  0  ist;    eliminiert   man    mit  Hilfe 
dessen  cc,  so  lautet  die  Gleichung  des  Kugelsystems: 

x'-+f-\-z'^^[^^x-2ßy  =  0, 

darin  ist  ß  der  alleinige  veränderliche  Parameter.     Bildet  man 
die  Diskriminante  der  Gleichung  in  bezug  auf  ß,  so  ergibt  sich 

{x^+y^+3')x  =  2a4/ 

als  Gleichung  der  Einhüllenden;  diese  ist  also  eine  algebraische 
Fläche  dritter  Ordnung. 

Die  Charakteristik  auf  der  Kugel  vom  Parameter  ß  ist 
durch  die  Gleichungen 


(A) 


x'+f+z'-\-^lx 


0 


2ßy 

X-    2i/  =  0 


Fig.  109. 


bestimmt;  die  zweite  gehört  einer  Ebene  an,  die  durch  die 
^-Achse  geht  und  zur  Parabeltangente 
in  M  normal  ist;  folglich  projiziert  sich 
die  auf  der  Kugel  M  liegende  Charakte- 
ristik in  die  Sehne  OP  (Fig.  109).  Der 
Ort  des  Punktes  P  ist  eine  Zissoide 
(171,  3));  daraus  folgt,  daß  die  gefun- 
dene Fläche  der  Ort  jener  Kreise  ist, 
welche  die  Leitstrahleu  OP  einer  ge- 
wissen Zissoide  ({x^  -^  y^)x  =  2ax/)  zu 
Durchmessern  haben  und  deren  Ebenen  auf 
der  Ebene  dieser  Zissoide  normal  stehen. 
Um    die  Rückkehrkante   zu    bestimmen,   hat   man  zu   den 

Gleichungen  (Aj  noch  jene  Gleichung  hinzuzufügen,  die  durch 
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Differentiation  der  zweiten  nach  ß  entsteht;  diese  Gleichung 
lautet  aber 

"^  =0, 

woraus  x  =  (I  folgt;  dies  in  die  Gleichuncren  (A)  eingeführt 
gibt  auch  noch  y  =  <>  und  2  =  0.  Die  Rückkehrkante  zieht 
sich  also  hier  auf  einen  Punkt  zusammen,  der  ein  singulärer 
Punkt  der  Fläche  ist. 

2)  Die  Einhüllende  einer  variablen  Kugel  zu  ermitteln, 
deren  Mittelpunkt  sich  stetig  auf  einer  Geraden  bewegt. 

Wählt  man  die  Gerade  zur  ^'-Achse,  so  hat  die  Schar  der 
Kugeln  die  Gleichung: 

Differentiation  nach  n  ergibt: 

z  =  u-cp'{u), 

woraus  hervorgeht,  daß  die  Charakteristik  ein  Kreis  ist,  dessen 
Ebene  normal  zur  ^-Achse  ist  und  dessen  Mittelpunkt  in  dieser 
Achse  liegt.  Löst  man  zum  Zwecke  der  Elimination  die  zweite 
Gleichung  nach  ii  auf,  so  ergibt  sieh  dafür  eine  Funktion  von 
2,  welche  in  die  erste  Gleichung  eingetragen  dieser  schließlich 
die  Form  x^  -{-  y^  =  f{z)  oder,  nach  Umkehrung, 

(9)  z  =  F{x'  +  f-) 

verleiht.  Dies  ist  also  die  allgemeine  Gleichung  der  Rotations- 
flächen, deren  Rotationsachse  die  5'- Achse  ist.  Der  Unterschied 
gegen  die  in  einem  andern  Zusammenhange  in  187,  4  ge- 
fundene  Gleichung  (13)  ist  nur  formal,  da  jede  Funktion  von 
yx^  +  y^  auch  eine  Funktion  von  x'^  -\-  y^  ist. 

P))  Die  Einhüllende  einer  Kugel  konstanten  Halbmessers, 
deren  Mittelpunkt  auf  einer  gegebenen  Kui-ve  (Achse)  sich 
bewegt,  nennt  man  eine  Möhrenfläche  oder  auch  Kanalfläche; 
ihre  Gestalt  hängt  von  der  Achse  ab. 

Sind 

^0  =  -X(w) 

Vo  =  Y{u) 

2q  =  Z{ll) 
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die  Gleichungen  der  Achse,  so  hat  die  Kugelschar  die  Gleichung: 

{x  ~  x,y  +  {y  -  y,y  +  (>  -  ^o)-  =  r'; 
fü«;t   man   dazu   die   durch  Differentiation   nach  u  entstandene:  I 

SO  führt  die  Elimination  von  n  zwischen  beiden  zur  Gleichung 
der  Röhrenfläche. 

Die  zweite  Gleichung  stellt  die  Normalebene  der  Achse 
im  Mittelpunkte  der  Kugel  u  dar;  demnach  ist  der  durch  diese 
Ebene  aus  der  Kugel  geschnittene  größte  Kreis  die  Charak- 
teristik. Dadurch  also  unterscheiden  sich  die  Umhüllungsflächen 
mit  konstantem  Kugelradius  von  jenen  mit  veränderlichem 
Halbmesser,  daß  bei  ersteren  die  Ebene  der  Charakteristik 
durch  den  betreffenden  Punkt  der  Bahnkurve  geht,  was  bei 
den  letzteren  im  allgemeinen  nicht  zutrifft.  Des  weiteren  geht 
aus  der  letzterwähnten  Tatsache  hervor,  daß  man  eine  Röhren- 
fläche auch  durch  eine  solche  Fortbewegung  eines  starren 
Kreises  erzeugen  kann,  bei  der  der  Mittelpunkt  eine  Linie 
durchläuft  und  die  Kreisebene  zu  ihr  beständig  normal  bleibt. 

Um  die  Rückkehrkaute  zu  bestimmen,  hätte  man  den 
obigen  zwei  Gleichungen  noch 

\(lu)  ^  \duj  ^  \du)  I 

anzufügen.  " 

Zwei  spezielle  Röhrenflächen  sollen  besonders  angeführt 
werden:  der  Kreiswulst  oder  Toms  und  die  Sehr auhenr Öhr en- 
fläche;  bei  dem  ersteren  ist  die  Achse  ein  Kreis,  bei  der  letzteren 
eine  gemeine  Schraubenlinie.  Der  Kreiswulst  karm  auch  als 
Rotationsfläche,  die  Schraubenröhrenfläche  auch  als  Schrauben- 
fläche aufgefaßt  und  erzeugt  werden. 

Ordnet  man  die  Achse  des  Torus  so  an,  daß  ihre  Glei- 
chungen lauten: 

Xq  =  R  cos  II 

i/o  =  JB  sin  u 
^0  =  0, 
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SO  erhält  man  die  Gleichung  des  Torus  selbst  durch  Elimination 
von  it  zwischen 

{x  —  R  cos  u)'  -j-  (y  —  R  sin  ii)-  ■\-  z^  =  r^ 

X  sin  u  —  y  cos  u  =  0; 
in  rationaler  Form  lautet  sie: 

(a;2  +  y2  +  ^2  ^  JJ2  _  ,2^2  _  4  J^2  ^^2  ^  y2y 

Für  die  Rückkehrkante  kommt  noch  die  Gleichung 

X  cos  u  +  y  sin  u  =  0 

hinzu;  die  beiden  Gleichungen 

X  sin  u  —  y  cos  ^(  =  0 

X  cos  u  -r  y  sin  m  =  0 

werden,  da  ihre  Determinante  von  Null  verschieden  (=  1)  ist, 
nur  durch  x  =  0,  y  =  ^)  befriedigt  und  hiermit  ergibt  die  erste 
Gleichung 

z-  =  r-  —  it-; 

dies  hat  nur  dann  reelle  Bedeutung,  wenn  E<Cr  ist;  ist  -Zt<r, 
so  besteht  die  Rückkehrkante  in  zwei  sinorulären  Punkten  der 


Fläche  mit  den  Koordinaten  0/0/ +  yr^ — i?^;  ist  B  =  r,  so  ist 
nur  ein  solcher  Punkt,  0/0;0,  vorhanden. 

196.  Abwickelbare  Flächen.  Eine  spezielle  Gattung 
von  Einhüllenden  einfach-unendlicher  Flächenscharen  erfordert 
vermöge  ihrer  Wichtigkeit  eine  besondere  Betrachtung.  Sind 
nämlich  die  Flächen  der  einfach -unendlichen,  also  von  einem 
veränderlichen  Parameter  abhängigen  Schar  Ebenen,  so  heißt 
die  Einhüllende  eine  ahniclcclbare  oder  defeloppable  Fläche  oder 
eine  Deceloppahle  kurzweg. 

Es  seien  A,  B,  C,  D  stetige  Funktionen  von  u  und 

(lOj  Ax  +  By-^C2  +  D=^0 

die  Gleichung  der  Ebenenschar.  Durch  Differentiation  nach  u 
entsteht  eine  neue  in  bezug  auf  x,  y,  z  lineare  Gleichimg: 

(11)  Ä:x^B'y^C'z-\-B'  =  0', 

die  Charakteristik  der  Developpablen  ist  also  eine  Gerade  und 
sie  selbst  als  Ort  von  Geraden  eine  Begelflüchc.  Ihre  gerad- 
linigen Erzeugenden  sind  als  Charakteristiken  Tangenten  an  die 

Czuber:  Vorlesungen.     I.     3.  Aufl.  34 
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Kückkelirkante,   die   bestimmt  ist  durch  die  Gleichungen  (10) 
und  (11)  in  Verbindung  mit  der  Gleichung 

(12)  Ä"x  +  T}"y  +  C"z  +  D"  =  0. 

Die  EinhiiUetidc  einrr  einfach-unendlichen  Ebenenschar  ist 
demnach  eine  BaieljUichc,  deren  Erzeugende  das  System  der  Tan- 
genten einer  liaumhirve  bilden,  die  auf  der  Einhidlenden  als  Rücl- 
Icehrkante  oder  Strikt ionslinie  auftritt.  Jede  Ebene  der  Schar 
ist  Tangentialebene  der  einhüllenden  Fläche  in  allen  Tankten 
einer  Charalderistik. 

Wir  stellen  die  Gleichungen  (10),  (11),  (12)  zu  einem 
System  zusammen: 

iAx+By    +  Cz    +  T)    =0 

(13)  lA'x-^-B'yi-C'z^n'^O 
\Ä"x+B"y+C"z-\-D"=0 

und  bemerken  hierzu  folgendes. 

Die  erste  Gleichung  bedeutet  bei  festem  u  eine  einzelne 
Ebene  der  Schar,  bei  variablem  u  die  Schar  selbst. 

Die  zwei  ersten  Gleichungen  repräsentieren  bei  festem  u 
eine  einzelne  Charakteristik  oder  Erzeugende,  bei  veränder- 
lichem u  deren  Gesamtheit  oder  die  Einhüllende. 

Alle  drei  Gleichungen  zusammen  stellen  bei  festem  u  einen 
einzelnen  Punkt  der  Rückkehrkante  dar,  bei  variablem  u  die 
Rückkehrkante  selbst,  indem  sie  x,  y,  z  als  Funktionen  von  ii 
definieren. 

Im  Grunde  dieser  Auffassung  können  wir  nun  noch  nach- 
weisen, in  welcher  Beziehung  die  Ebenen  der  Schar  zu  der 
Rückkehrkante  stehen:  sie  sind  deren   Oskulationsebenen. 

Um  dies  zu  zeigen,  fassen  wir  die  Gleichungen  (13)  als 
Gleichungen  der  Rückkehrkante  auf  und  differentiieren  die  erste 
nach  h;  dies  gibt  zunächst: 

und  reduziert  sich   wegen  der  zweiten  auf: 
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nochmalige  Differentiation  nach  u  liefert  zunächst: 

Ä' ';  +  B'p+  C  ';  +  A  f ':  +  B  "^l  +  C  '\  =  0; 
du  du  du  du-  dir  du-  ' 

wenn  man  aber  die  zweite  differentiiert,  so  erhält  man  unter 
Berücksichtijjuntf  der  dritten 

^^dx  ,dy  ,cn_^ 

du  du  du 

und  damit  reduziert  sich  die  vorangehende  Gleichung  auf 

(15)  Ä  4*4  -hB^K+C  f '  =  0. 
^      ■'  du-  du-  du- 

Mittels  der  Gleichungen  (14)  und  (15j  drücken  sich  die 
Verhältnisse  der  Koeffizienten  A,  B,  C  wie  folgt  aus: 

dif       dz        dz       dx        dx       dy  1 
A: B : C  =      ^  :  :  :  I  • 

d'-ij      d^z      I  d^z      d^x      I  d^x      d^y  \ ' 

die  gleichen  Verhältnisse  aber  bestehen  zwischen  den  Rich- 
tungskoeffizienten der  Oskulationsebene  im  Kurvenpunkte  u 
(178,  (6));  es  ist  also  tatsächlich  die  Ebene  n  der  Schar  Os- 
kulationsebene im  zugehörigen  Punkt  der  Gratlinie. 

Man  kann  aber  auch,  von  einer  Raumkurve  ausgehend, 
zeigen,  daß  die  Einhüllende  ihrer  Oskulationsebenen  identisch 
ist  mit  ihrer  Tangentenfläche  (174,  1)). 

Benutzt  man  nämlich  für  die  Raumkurve  die  früher  ge- 
brauchten Bezeichnungen  und  den  Bogen  s  als  Parameter,  so 
schreibt  sich  die  Gleichung  der  Oskulationsebene 

(16)  (I  —  x)  cos  (f  +  {ri  —  y)  cos  t^-  +  (^  —  z)  cos  ;k  =  0; 
differentiiert    man    sie,   um    die   Charakteristik   zu   bestimmen, 
nach  s,  so  entsteht  zuerst 

(5  - .)  '^^  +  (.,-,)  '^'u*  +  (5  - .)  '2 '- 

—  (cos  a  cos  (p  -j-  cos  ß  cos  ^'  -f-  cos  y  cos  %)  =  0; 
der  letzte  Klaramerausdruck  hat  den  Wert  NuU,   und  berück- 
sichtigt   man    im    übrigen    die    Gruppe  (II)    der   Frenetschen 
Formeln  (183),  so  lautet  die  letzte  Gleichung  endgültig: 

(17)  (I  —  x)  cos  X  -\-  (?;  —  y)  cos  ^  -\-  {l  —  z)  cos  v  =  0 
und    stellt    die    rektifizierende   Ebene    dar;    folglich  wird  (16) 
durch  (17)    tatsächlich   längs    einer  Tangente   der  Raumkurve 
geschnitten. 

34* 
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197.  Kategorien  abwickelliarer  Plächeu.  Man  hat 
zwei  Gattungen  von  abwickelbaren    Fläcben   zu   unterscheiden. 

Solche  Flächen,  bei  welchen  eine  eigentliche  Rückkehr- 
kante auftritt,  nennt  man  aUgemeine  Dereloppahlc. 

Solche  Flächen,  bei  welchen  die  Rückkehrkante  sich  auf 
einen  singulären  Punkt  zusammenzieht,  durch  welchen  dann 
notwendig  alle  Charakteristiken  hindurchgehen,  heißen  Kegel- 
fläcJicn;  der  singulare  Punkt  wird  Scheitel  genannt.  Rückt  er 
insbesondere  in  bestimmter  Richtung  ins  Unendliche,  so  sind 
alle  Charakteristiken  parallel  und  die  Fläche  heißt  eine  Zy- 
linderßäche. 

Die  zweite  Kategorie  von  abwickelbaren  Flächen  entsteht 
dann,  wenn  zwischen  den  Koeffizienten  Ä,  B,  C,  I)  der  Ebenen- 
schar eine  lineare  (für  alle  Werte  von  u  geltende)  Relation 

(18)  aA  +  hB-\-cG-\-B  =  0 

mit  konstanten  Koeffizienten  a,  h,  c  besteht.  Aus  dieser  er- 
gibt sich  nämlich  durch  ein-  und  zweimalige  Differentiation 
nach  u 

(19)  aA'  +  hB'  -t-  eC  +  D'  =  0 

(20)  aA"-^hB"^cC"^  Z)"=  0 

und  wenn  man  die  Gleichungen  (18),  (19),  (20;  von  den  korre- 
spondierenden Gleichungen  (13)  subtrahiert,  so  tritt  an  die 
Stelle  von  (13)  das  System: 

A  {x-a)+B  {y-h)+  C  {2-c)  =  0 

(21)  A'{x-a)-\-  B'  (y-h)i-  C  (^  -  c)  =  0 
A"(x  -a)  +  B"(y  -  h)  +  C"{z  -  c)  =  0, 

das  aber  nicht  eine  Kurve,  sondern  den  Punkt  ajhlc  bestimmt, 
weil  es  nur  durch 


z  —  c 


0 


X  —  a  =  0,         y  —  h  =  0, 
befriedigt  wird,  sofern  die  Determinante 

ABC 

I  A'     B'      C 

'  A"     B"     C" 

nicht  identisch  Null   ist.     Findet  aber   dieses   statt,   ohne  daß 
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alle  Unterdeterminanten  zweiten  Grades  verschwinden  würden, 
so  bestimmen  die  Gleichungen  nur  die  Verhältnisse 

(x-  a):  0/  -  b)  :  (z  -  c), 

also  eine  Richtung,  die  Fläche  wird  zur  Zylinderfläche. 

Hierdurch  erscheint  das,  was  in  187,  2a)  bei  der  ersten 
Einführung  der  abwickelbaren  Regelflächen  gesagt  worden,  weiter 
ausgeführt. 

108.  Differentialgleichungen  der  abwickelbaren 
Flächen.  Der  geometrische  Unterschied  zwischen  einer  deve- 
loppabeln  und  einer  nicht- developpabeln  Linienfläche  drückt 
sich  darin  aus,  daß  die  Tangentialebene  in  einem  Punkte  einer 
Fläche  der  ersten  Art  zugleich  Tangentialebene  in  unendlich 
vielen  anderen  Punkten  ist,  während  sie  bei  einer  Fläche  der 
zweiten  Art  —  von  Ausnahmefällen  abgesehen  —  nur  in  dem 
einen  Punkte  berührt.  Es  entsteht  die  Frage,  wie  sich  dieser 
Unterschied  analytisch  ausdrückt,  mit  andern  Worten,  welche 
besonderen  Eigenschaften  der  Funktion  f(x,  y)  zukommen,  die 
die  Applikate  z  einer  developpablen  Fläche  darstellt. 

Die  erste  der  Gleichungen  (13),  als  Gleichung  einer  Tan- 
gentialebene an  die  durch  die  beiden  ersten  Gleichungen  dar- 
gestellte abwickelbare  Fläche  aufgefaßt,  enthält  außer  den  ver- 
änderlichen Koordinaten  nur  einen  Parameter  in  den  Koeffi- 
zienten. Denkt  man  sich  daher  die  Gleichung  der  Tangential- 
ebene au  eine  Fläche  in  der  Form 

^-2=P{^  -X)  +g.{rt-y) 
oder 

pl  +  qri  —  l  +  z  -px  —  qy  =  0 

geschrieben,  so  sind  die  Koeffizienten  _p,  g,  ^ — 2?a;  —  qy,  faUs 
die  Fläche  abwickelbar,  Funktionen  nur  eines  Parameters;  es 
müssen  daher  ^i,  q  notwendig  voneinander  abhängen,  d.  h. 

(22)  q-cp{p) 

sein.  Diese  Gleichung,  in  welcher  q)  eine  willkürliche  Funktion 
bedeutet,  charakterisiert  also  die  abwickelbaren  Flächen  und 
wird  als  die  Differentialgleichung  erster  Ordnung  dieser  Flächen- 
gattung bezeichnet,  weil  sie  eine  Beziehung  zwischen  Difi"erential- 
quotienten  erster  Ordnung  darstellt. 
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Mau  kauu  indessen  aus  (22)  noch  eine  andere  für  die 
abwickelbaren  Flächen  charakteristische  Gleichung  ableiten, 
welche  frei  ist  Ton  einer  willkürlichen  Funktion.  Differentiiert 
man  nämlich  (22)  zuerst  nach  x,  dann  nach  y,  so  ergeben 
sich  die  Gleichungen: 

f  =  ¥p{p)s 

*  S  T 

und  durch  Division  weiter  —-  =        oder 

t  s 

(23)  ,-^_s2  =  0. 

Diese  Gleichung  (vgl.  189),  welche  eine  Beziehung  ausdrückt, 
die  für  jeden  Punkt  einer  develo]n)ablen  Fläche  zwischen  den 
drei  Differentialquotienten  zweiter  Ordnung  zu  Recht  besteht, 
nennt  man  die  Biff'erentialrileichunr)  zweiter  Ordnuwi  der  ab- 
wickelbaren Flächen.  Diese  Feststellung  hat  für  uns  vorläufig 
nur  die  Bedeutung,  daß  sie  in  den  Stand  setzt,  von  einer  durch 
ihre  Gleichung  in  rechtwinkligen  Koordinaten  gegebenen  Fläche 
zu  entscheiden,  ob  sie  abwickelbar  ist;  man  bestimmt  zu  diesem 
Zwecke  aus  der  Gleichung  r,  s,  t  und  prüft,  ob  rt  —  s^  iden- 
tisch Null  ist. 

199.  Die  Abwicklung.  Die  Erzeugenden  einer  allge- 
meinen Developpabeln ,  als  Tangenten  an  ihre  Rückkehrkante, 
zerfallen  durch  den  Berührungspunkt  in  je  zwei  Halbstrahlen-, 

die  Halbstrahlen  MT  (Fig.  110), 
welche  der  positiven  Richtung 
der  Tangente  entsprechen,  bilden 
einen  Mantel  S,  die  anderen 
Halbsti-ahlen  MT'  einen  zweiten 
Mantel  S',  und  beide  Mäntel  ver- 
einigen sich  in  der  Kurve  G 
zu  einer  scharfen  Kante;  ein 
ebener  Schnitt  wie  PMP'  be- 
steht demgemäß  aus  zwei  Asten, 
welche  sich  im  Punkte  31  der 
Rückkehrkante  zu  einer  Spitze 
verbinden. 
Ihren  Namen  haben  die  abwickelbaren  Flächen  auf  Grund 
der  folgenden  Eigenschaft  erhalten.     Wenn  der  Punkt  M  sich 


Fig.  110 
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stetig  auf  der  Kurve  C  bewegt,  so  vollführt  die  zu  ihm  ge- 
hörige Oskulationsebene  auch  eine  stetige  Bewegung,  indem 
sie  sich  auf  der  Fläche  wälzt,  sie  beständig  berührend;  dabei 
nimmt  sie  nach  und  nach  alle  geradlinigen  Erzeugenden  und 
somit  alle  Punkte  der  Fläche  in  sich  auf.  Stellt  man  sich 
vor,  daß  jeder  Punkt  der  Fläche  in  dem  Augenblicke,  wo  er 
in  die  sich  wälzende  Tangentialebene  zu  liegen  kommt,  auf 
ihr  haften  bleibt,  so  wird  diese  Ebene  nach  und  nach  die 
ganze  Fläche  in  sich  aufnehmen,  und  zwar  so,  daß  dabei  keine 
Faltungen  und  Dehnungen,  sondern  nur  Biegungen  erfolgen 
und  daher  alle  Linien,  die  vordem  auf  der  Fläche  waren,  in 
unveränderter  Länge,  aber  in  veränderter  Form  in  die  Ebene 
übergehen.  Man  sagt  dann,  die  Fläche  sei  auf  der  Ebene  ab- 
geniclelt.  Die  Abwicklung  bedeckt  die  Ebene  zweifach,  indem 
die  beiden  Mäntel  nun  übereinander  zu  liegen  kommen;  ihre 
gemeinsame  Begrenzung  ist  diejenige  Kurve,  in  welche  sich  die 
Rückkehrkante  bei  dem  Abwicklungsprozesse  transformiert. 

Weil  Bogenlängen  bei  der  Abwicklung  unverändert  blei- 
ben und  weil  zwei  Tangenten  von  C  in  der  Abwicklung  einen 
Winkel  einschließen,  welcher  die  wirkliche  Drehung  mißt,  durch 
welche  die  eine  Tangente  im  Räume  in  die  andere  übergeführt 
wird  (177),  so  hat  die  transformierte  Rückkehrkurve  in  jedem 
Punkte  eine  Krümmung,  welche  der  Flexion  der  Raumkurve 
in  dem  korrespondierenden  Punkte  gleichkommt.  Die  Flexion 
der  Rückkehrkante  bleibt  also  bei  der  Abwicklung  unverändert 
erhalten,  die  Torsion  aber  geht  verloren,  weil  aus  der  Raum- 
kurve eine  ebene  Kurve  wird. 

Der  Begriff  der  Abwickelbarkeit,  wie  er  sich  hier  dar- 
bietet, ist  ein  spezieller:  er  bedeutet  die  Möglichkeit  der  Aus- 
hreitung  einer  Fläche  durch  bloße  Biegung  auf  einer  Ebene; 
umgekehrt  kann  jede  Developpable  als  eine  Biegungsform  der 
Ebene  aufgefaßt  werden.  Der  allgemeine  Begriff  der  Abwickel- 
barkeit betrifft  die  Möglichkeit  der  Ausbreitung  einer  Fläche 
durch  bloße  Biegung  auf  einer  andern  Fläclie;  zwei  Flächen, 
die  in  diesem  Verhältnis  zueinander  stehen,  heißen  aufeinander 
abwiclielbare  Flächen.  So  sind  zwei  developpable  Flächen  stets 
auch  aufeinander  abwickelbar,  weil  sie  zwei  verschiedene  Bie- 
gungsformen der  Ebene  darstellen. 
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Die  Al)wickelbarkcit  ist  wiederum  ein  besonderer  Fall 
einer  viel  allgemeineren  Beziehung,  die  man  als  Äbhildharlieit 
zweier  Flächen  aufeinander  bezeichnet;  man  versteht  darunter 
die  Angebbarkeit  eines  Prinzips,  nach  welchem  die  Punkte 
beider  Flächen  eindeutig  einander  zugeordnet  werden  können. 
Die  Abwickelbarkeit  spielt  im  Gebiete  der  Abbildbarkeit  die 
Rolle  der  Kongruenz. 

200.  Einhüllende  einer  zweifach-unendlichen 
Flächenschar.  Die  Funktion  f(x,  y,  z,  u,  v)  sei  eindeutig 
und  stetig  in  bezug  auf  die  Koordinaten  x,  y,  z  wie  in  bezug 
auf  die  voneinander  unabhängigen  Parameter  ^<,  v;  dann  stellt 
die  Gleichung 

(24)  f{x,  y,  z,  u,  v)  =  0 

ein  System  von  oo^  Flächen  oder  ein  ztveifach  ausgedehntes 
Flächenkontinnum  dar.  Auch  bei  einem  solchen  kann  unter 
Umständen  von  einer  Einhüllenden  gesprochen  werden,  doch  in 
einem  gegenüber  dem  früheren  Falle  (103)  veränderten  Sinne. 
Erteilt  man  nämlich  dem  v  einen  festen  Wert,  so  stellt 
die  Gleichung  (24)  eine  einfach -unendliche  Flächenschar  dar, 
deren  Einhüllende  im  früheren  Sinne,  wenn  sie  existiert,  durch 
Elimination  von  u  zwischen  den  Gleichungen 

(25)  f{x,  y,  z,  M,  v)  =  0,         f\Xx,  y,  z,  u,  v)  =  0 

bestimmt  wird.  Diese  Elimination  kann  man  sich  so  voll- 
zogen denken,  daß  man  aus  der  zweiten  Gleichung  u  ausdrückt 
und  den  Wert  dafür,  der  aus  x,  y,  z,  v  sich  zusammensetzt,  in 
die  erste  Gleichung  einträgt. 

Die  Gleichung  der  Einhüllenden  enthält  nun  v,  und  denkt 
man  sich  dieses  jetzt  veränderlich,  so  hat  man  es  neuerdings 
mit  einer  einfach-unendlichen  Flächenschar  zu  tun,  deren  Ein- 
hüllende durch  Elimination  von  v  zwischen 

fix,  y,  z,  u,  v)  =  0,    f\{x,  y,  z,  u,  v)  +  f\{x,  y,  z,  u,  v)-^^  =  () 

erhalten  wird;  die  zweite  dieser  Gleichungen  ist  aus  der  ersten 
gebildet,  nachdem  darin  u  in  der  besprochenen  Weise  durch 
den  Ausdruck  in  x,  y,  z,  v  ersetzt  worden  ist;  sie  erfährt  aber 
vermöge  (25)  eine  Vereinfachung  und  lautet  schließlich 

(26)  f\{x,  y,  z,  u,  v)  =  0. 
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Diese  zuletzt  bestimmte  Einhüllende,  deren  Gleichuncr  man 
also,  alles  zusammenfassend,  dadurch  erhält,  daß  man  zwischen 
den  drei  Gleichungen  (25)  und  (26),  oder  kurz  zwischen 

beide  Parameter  ii,  v  eliminiert,  nennt  man  die  Einhüllende 
des  zweifach  unendlichen  Flächeusjstems. 

Auf  der  Fläche  u/v  entsteht  bei  dem  ersten  Prozesse  eine 
Charakteristik  der  Fläche  (25);  auf  dieser  entsteht  bei  dem 
zweiton  Prozesse  abermals  eine  Charakteristik,  welche  die 
frühere  im  allgemeinen  in  einer  Anzahl  Punkte  schneidet: 
in  diesen  Punkten  wird  die  Fläche  u/v  des  Systems  von  der 
schließlichen  Einhüllenden  berührt.  Darin  also  liegt  der  Unter- 
schied gegenüber  dem  früheren  Falle,  daß  nunmehr  jede  Ein- 
gehüllte von  der  Einhüllenden  nur  in  einer  Anzahl  vereinzelter 
Punkte  berührt  wird. 

Beispiele.  1)  Jedem  Punkte  eines  dreiachsigen  Ellipsoids 
mit  den  Halbachsen  a,h,  c  wird  eine  Ebene  in  der  Weise  zu- 
geordnet, daß  sie  durch  die  Projektionen  des  Punktes  auf  den 
Hauptachsen  der  Fläche  hindurchzugehen  hat.  Es  ist  die  Ein- 
hüllende dieses  Ebenensystems  zu  bestimmen. 

Die  Hauptachsen  mögen  als  Koordinatenachsen  gewählt 
werden;  die  reziproken  Abstände  der  Projektionen  eines  Punktes 
M  des  Ellipsoids  auf  OX,  OY,  OZ  von  0  seien  u,  v,  ?t';  dann 
lautet  die  Gleichung  des  Ebenensystems: 

ux  +  vy  -f  WZ  —1=0, 

wobei  jedoch  u,  v,  w  an   folgende  Bedingung   geknüpft   sind: 

'     + -'-  4- ^- -  1  =  0 

Hier  empfiehlt  sich  ein  Rechnungsgang,  der  dem  in  193 
erläuterten  analog  ist.  Betrachtet  man  u,  v  als  die  unabhänrjigen 
Parameter,  so  gibt  die  Difi'erentiation  beider  Gleichungen  nach 
u  einerseits  und  nach  v  andererseits: 

"    =  0. 


1          ^' "'           r\ 

^           cv 

a*u'  ^  c*«;"  du       ^' 

1             1     dw 
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durch  Elimination  der  DiflFerentialquotienten  erhält  man  die 
Beziehung 

und  es  bedarf  nur  noch  der  Elimination  von  u,  v,  iv  zwischen 
diesen  zwei  und  den  ursprünglichen  zwei  Gleichungen.  Be- 
zeichnet man  den  gemeinsamen  Wert  der  letzten  drei  Produkte 
mit  p,  so  hat  man  einmal: 

P 

V 

uz  =     ,-"2, 

woraus  sich  durch  Addition  unter  Beachtung  der  gegebenen 
Gleichungen  p  =  \  ergibt;  andererseits  ist  mit  Benutzung  dieses 
Wertes  von  p: 

a        a^u^ 

2    _     1 
und  daraus  erhält  man  als  Gleichung  der  Einhüllenden: 

(:)*+(?f+(:f-i- 

Zwei  Bemerkungen  mögen  hinzugefügt  werden.  Für  alle 
Punkte  eines  Hauptschnittes  des  Ellipsoids  fällt  die  Ebene  des 
Systems  mit  der  Ebene  dieses  Hauptschnittes  zusammen;  dem- 
nach ist  eine  solche  Ebene  Tangentialebene  an  die  Einhüllende 
nicht  in  einem  einzelnen  Punkte,  sondern  längs  einer  Linie; 
in  der  Tat  hat  die  Fläche  in  den  Koordinatenebenen  scharfe 
Kanten  (Schneiden). 

Für  die  Scheitelpunkte  des  Ellipsoids  wird  die  Ebene  defi 
Systems  unbestimmt,  dieser  Umstand  deutet  auf  singulare  Punkte' 
an  der  Einhüllenden  hin;  diese  hat  denn  auch  in  den  Koordi- 
natenachsen vierschneidige  Spitzen. 

2)  Aus  den  Punkten  desselben  und  auf  das  nämliche  Koor- 
dinatensystem bezogenen  Ellipsoids  werden  Kugeln  beschrieben,! 
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die  durch  deu  Mittelpunkt  der  Fläche  gehen.    Es  ist  die  Ein- 
hüllende dieses  Kugelsystems  zu  bestimmen. 

Sind  a,  ß,  y  die  Koordinaten  eines  beliebigen  Punktes  des 
Ellipsoids,  so  kommt  dem  Kugelsystem  die  Gleichung 

^.2  ^  y2  ^  _^2  _  2ccx  -  2ßy  -  2ys!  =  0 

zu,  wobei  jedoch 

a-  ^  ft«  ^  c* 
ist.    Sieht   man   a,  ß  als   die   unabhängigen  Parameter  an  und 
differentiiert  beide  Gleichungen  danach,   so  entstehen  die  Glei- 
chungspaare: 

a'~  ~^  c'  dcc        ^'  h-  ^  c-  dß  ' 

nach  Ausscheidung  der  Differentialquotienten  ergibt  sich  daraus 
die  Relation 

a     ^     ß    ^     y     ^^  ^'^' 
Geht  man  mit  den  Werten 

a'^x         r,      ^~y  <^^^ 

in  die  beiden  gegebenen  Gleichungen  ein,  so  entsteht: 
a^x-  +  (ry-^  -f-  c^^  =  x" 

^    -f  ir  A-  z-  = — ■ 

und  durch  Elimination  von  x  die  Gleichung  der  Einhüllenden: 

(^2  ^  ^^2  ^  ^2-^^  _  4(^2  ,.2  _^  ^2^2  ^  g2_^2)_ 

Alle  Kugeln  des  Systems  gehen  durch  einen  Punkt,  den 
Mittelpunkt  des  Ellipsoids;  dieser  erscheint  denn  auch  als 
Punkt  der  Einhüllenden,  aber  als  ein  singulärer,  indem  er  außer 
Zusammenhang  mit  der  übrigen  Fläche  steht  und  daher  als 
ein  isolierter  Punkt  zu  bezeichnen  ist. 

§  5.    Die  Polarfläclie  einer  Raumkurve. 
201.     Analytische     Bestimmung     der     Polarfläche. 
Drei    abwickelbare    Flächen    stehen    mit    einer   Raumkurve    in 
einem    organischen   Zusammenhange   und    sind   für   die    Erfor- 
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schling  ihrer  Eigenschaften  von  grundlegender  Bedeutung;  sie 
sind  der  Reihe  nach  bestimmt  durch  die  Schar  der  Oskulations- 
ebeneu,  die  Schar  der  Normalebeneu  und  die  Schar  der  rekti- 
fizierenden Ebenen. 

Die  an  erster  Stelle  genannte  Developpable  ist  bereits 
Gegenstand  der  Untersuchung  gewesen  (196);  da  ihre  Charak- 
teristiken die  Tangenten  der  Raumkurve  sind,  so  wird  sie  lals 
deren  Tangentcnjläche  bezeichnet. 

Die  zweite,  die  jetzt  näher  betrachtet  werden  soll,  führt 
den  Namen  Polarßäche. 

Von  der  dritten  sei  außer  dem  Namen  reMif'i zierende  De- 
veloppable noch  erwähnt,  daß  man  ihre  Charakteristiken  als 
rektifizierende  Geraden  bezeichnet. 

Sind  diese  drei  Flächen  durch  die  Seitenehenen  des  be- 
gleitenden Trieders  bestimmt,  so  liegt  es  nahe,  auch  jenen 
Flächen  die  Aufmerksamkeit  zuzuwenden,  die  sich  als  Orte 
seiner  Kanten:  der  Tangenten,  Hauptnormalen  und  Binormalen 
ergeben.  Die  Fläche  der  Tangenten  ist  identisch  mit  der  erst- 
genannten Developpablen;  die  Flächen  der  Hauptnormalen  und 
der  Binormalen  sind  im  allgemeinen  windschief  und  werden 
hier  nicht  weiter  in  Betracht  gezogen. 

Nicht  ohne  Nutzen  ist  es,  darnach  zu  fragen,  was  aus 
allen  diesen  Gebilden  bei  einer  ebenen  Kurve  wird.  Als  Tan- 
gentenfläche tritt  die  Kurvenebene,  genauer  gesprochen  ein  be- 
stimmter Teil  derselben  fder  von  den  reellen  Taugenten  be- 
deckte) auf.  Die  Polarfläche  ist  vertreten  durch  den  zur  Kurven- 
ebene senkrechten  Zylinder,  dessen  Leitlinie  die  Evolute  der 
Kurve  ist.  Als  rektifizierende  Developpable  erscheint  der  gleich- 
gerichtete Zylinder  durch  die  Kurve  selbst.  Die  Orte  der  Tan- 
genten, der  Hauptnormalen  und  Binormalen  liefern  nichts  Neues 
mehr. 

Alle  auf  die  Polarfläche  bezüglichen  Fragen  finden  ihre 
Erledigung  in  jenen  drei  Gleichungen,  auf  welche  die  Theorie 
der  abwickelbaren  Flächen  geführt  hat,  nämlich  in  der  Glei- 
chung der  Normalebene  eines  veränderlich  gedachten  Punktes 
M(x/yjz)  der  gegebenen  Kurve  C  und  jenen  zwei  Gleichungen^ 
welche  aus  ihr  durch  ein-  und  zweimalicre  Diflerentiation  nach 
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dem  veriinderliclien  Parameter  hervorgehen;  als  solchen  wählen 
wir  die  Bogenlänge  s.    Die  erste  Gleichung  lautet: 

(I  —  x)  cos  cc  +  (7;  —  y)  cos  /3  -f  (^  —  ^f)  cos  7  =  0; 

die  zweite,  zunächst  in  unentwickelter  Form: 

.j,  V  d  cos  a    ,     ,  .  f/  cos  ß    ,    /c.  \  d  cos  y 

—  H-  cos  «  +    ,    cos  ß  +   ,    cos  y    =  0: 
\(/s  a.s  '         (Is         '  '  ' 

der  letzte  Klammerausdruck  aber  hat  den  Wert  1,  weil  ,'  = 
cos  a,  .  .  .  daher  ist  mit  Beachtung  der  Gruppe  (I)  der  Frenet- 
schen  Formeln  (183)  die  endgültige  Form  dieser  Gleichung: 

(I  —  x)  cos  l  +  (?;  —  y)  cos  ,u  +  (^  ~  z)  cos  v  =  q] 
die  dritte  ergibt  sich  zuerst  in  der  Gestalt 

,c.  sdco^X    ,    ,  s  d  cos  u.    ,    .,  ^  d  cos  f 


dx  ■)     i    (ly  ,    dz  \        d(. 

—       ,      cos  A  +  -,  -  cos  U,  -f    ,      cos  V     =  -y- 


und  weil  der  letzte  Klammerausdruck  den  Wert  NuU  hat,  so 
hat  man  schließlich  mit  Benutzung  der  Gruppe  (HI)  der  Frenet- 
schen  Formeln  und  unter  Rücksichtnahme  auf  die  erste  Glei- 
chung: 

(I  —  x)  cos  cp  +  (}]  -  y)  cos  ^l)  -\-  {l  —  z)  QO^  i  =  —  T -^|  • 

Demnach  lautet  das  die  Polarfläche  charakterisierende 
Gleichungssystem : 

(I  —  x)  cos  a  +  (1]  —  y)  cos  ß  -\-  (^  —  z)  cos  y  =  0 

(1)      (i.  —  x)  cos  A  +  (^  —  ?/)  cos  ft  -f  (fe  —  •s')  cos  v  =  q 

{i.  —  x)  cos  (p  +  {r,  —  y)  cos  t^  +  (^  —  ^)  cos  ^  =  —  ^'  ^f^  • 

Einzeln  und  bei  festem  il/  betrachtet,  stellen  diese  drei 
Gleichungen  vermöge  ihrer  Richtungskosinus  drei  zueinander 
senkrechte  Ebenen  dar,  welche  sich  in  jenem  Punkte  Mq  der 
Rückkehrkante  Cq  der  Polarfläche  schneiden,  der  durch  die- 
selben drei  Gleichungen  zusammen  bestimmt  ist;  sie  bilden, 
wie  sich  leicht  erkennen  läßt,  das  begleitende  Dreikant  des 
Punktes  Mq  der  Kurve  Cq. 
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Denn  die  erste  Ebene  ist  Oskulationsebene  von  („  in  J/^; 
die  zweite  sehneidet  sie  längs  der  Charakteristik,  also  längs 
der  Tangente  an  Cq  in  J/j,,  und  da  sie  auf  ihr  senkrecht  steht, 
so  ist  sie  die  rektifizierende  Ebene:  die  dritte,  zu  den  beiden 
vorgenannten  senkrecht,  ist  demnach  die  Nornialebene. 

Daraus  folgt  weiter,  daß  die  Schnittlinie  der  zweiten  Ebene 
mit  der  dritten  die  Binormale,  die  Schnittlinie  der  dritten  mit 
der  ersten  die  Hauptnormale  von  C^  in  M^  ist.  Nimmt  man 
hinzu,  daß  die  Ilichtungskosinus  der  Schnittlinie  zweier  der 
Ebenen  (1)  übereinstimmen  mit  den  Richtungskosinus  der  je- 
weilen  dritten  Ebene  (181),  so  ergibt  sich  der  Satz:  Die  Kurven 
C  und  Cq  stehen  in  solcher  Beziehung  zueinander,  daß  in  lorre- 
spondierenden  Pimlien  die  Tangente  der  einen  der  Binormale  der 
anderen  parallel  ist,  die  Hauptnormalen  aber  untereinander  par- 
allel laufen. 

Die  Auflösung  der  Gleichungen  (1)  nach  |,  ?;,  ^  werde 
mit  Xf^,  1/p,  Zq  bezeichnet;  da  die  Determinante  des  Systems 
den  Wert  1  hat,  so  lautet  diese  Auflösung  wie  folgt: 

0        cos  ß      cos  y  I 

Xq  =  x-\-  q        cos  u      cos  r     =  :r  +  (»cos/  — i    ,    cosg) 

—  T  ,       cos  j^      cos  7 
(Is  '' 

cos  a         0  cos  y 

(2)    y^  =  y-\-     cos  A         q         cos  j^     =  y  +  gcos^  —  T ^^cosif 

cos  w   —  1  -y      cos  y 

^  ds  ^   , 


cos  a       cos  /3         0 


Zq  =  z-{-     cos  A       cos  ,u.         q       =z-^qcosv  —  T^^cosx. 


cos  g)       cos  xl^  —  T  j 

Bei  festem  s  bestimmen  diese  Gleichungen  den  dem  Punkte  31 
von  C  korrespondierenden  Punkt  3Iq  der  Rückkehrkante  Cq 
der  Polarfläche,  bei  veränderlichem  s  stellen  sie  die  Kurve  Cq 
selbst  dar. 

202.  Die  oskulierende  Kugel.    Der  Punkt  J/^  hat  für^ 
die   Kurve   C  im   Punkte   31  noch  eine  andere  wichtige   gec 
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metrische  Bedeutung:  Er  ist  der  Mittelpunkt  derjenigen  unter 
den  durch  M  gehenden  Kugeln,  welche  sich  der  Kurve  C  in 
der  Umgebung  von  M  am  engsten  anschließt;  sie  wird  die 
oshdiercndr  Kmjel  oder  Schmieg iingsJcuyd  der  Kurve  C  im  Punkte 
M  genannt. 

Um  dies  zu  erweisen,  gehen  wir  von  der  allgemeinen 
Gleichung  einer  Kugel  mit  dem  Mittelpunkt  3Iq: 

(3)  (I  -  x,y  +  (r,  -  y,f  +  (^  -  z,f  =  R'^ 

aus  und  schreiben  ihr  zunächst  nur  vor,  daß  sie  durch  den 
Punkt  M  zu  gehen  habe;  dies  gibt  zur  Bestimmung  ihrer 
Parameter  ^Tq,  y^,  z^,  R  die  erste  Gleichung: 

(4)  {X  -  x,y  +{y-  y,y  +  (.  -  z,f  =  R\ 

Xun  wählen  wir  auf  C  einen  dem  31  benachbarten  Punkt 
Jl/j  mit  dem  Parameterwerte  s  -\-  h,  dessen  Koordmaten  sich 
(184)  wie  folgt  ausdrücken: 

X.  =  X  -j-  h  cos  a  +  „     cos  2  +  —  ^  „  +  f. 
tj^  =  y  +  ]icosß^-^  cos^  +   ^  ^^f  +  s^ 

ir,  =  ^  +  h  cos  y  +  ,_,^  cos  1/  +  -^  ^^^s  +  ^3 

und  bestimmen  das  Quadrat  seiner  Entfernung  D  vom  Mittel- 
punkte der  Kugel;  es  ist 

V  =  \X  —  Xn  +  h  cos  «  +  -7-  COS  /  +  —     ,   n    +  £i 
L  "G  6    «s  ^J 


+  [^  -  2/0  +  /*  cos  /3  +  2p  cos  .ti  +  ~  ^^J  4-  «„J 

+  L^  -  ^0  +  ^'  cos  y  -\-  ^^G0sv-\--  ^^,  +  £3] 

(5)        =(x-  x,y  +  (y  -  2/o)-  +  (^  -  ^0)' 

+  2/t  [(ic  —  Xq)  cos  «  +  (/y  —  ?/o)  cos  /3  +  (^  —  ^0)  cos  y] 

+  j[{x  —  Xq)  cos  l  +  (y  —  y^)  cos  jit  +  (^  —  z^)  cos  v  +  ()j 

+  Y  [(^  -  ^0)  ,/,3    +  (i/  -  2/«)  .^/a  -f  l^  -  ^0)  rf,«J  +  ^, 

wobei  E  wie  f^,  fo?  ^3  Größen  der  vierten  Ordnung  bezüglich 
h  bedeuten. 
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Der   letzte  Klaiumerausdruck  kann  noch  wie   folgt  trans- 
formiert werden.     Difterentiiert  mau  die  Gleichung  (181,(11)): 

,  <P.v 

cos  X  =  p    ,  , 

^    ds- 

nach  6'  uud  benutzt  dabei   die   Gruppe  (111)  der  Frenetschen 
Formeln  (183),  so  ergibt  sich: 

cos  a        cos  qp         dQ     cos  /.  d'  x 

-  ^  -  =  —  .  ^      +  ^  rfs« 

analog 

cos  ß       cos  t/j dg     008  ft  d^y 

~     Q     ~     T     ^Is'      Q      +  ^  r/s» 

cos  y        cos  X        (^9     cos  V  d^z 

multipliziert  man  diese  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit  x  —  x^y 
y  ~  Va^  ^  ~  ^0  ^"ifl  addiert  hierauf,  so  bekommt  mau: 

(^  -  ^o)  ^^s^  +  (y  -  yo)  .//s  +  (^  -  "o)  ds« 
=  —  p«  [(^  -  -^o)  COS  ci-\-{y  -  y^)  cos  /3  -f  (^  -  z^)  cos  y] 

-  p  y  [(^  -  ^o)  cos  (p-\-{y-  ?/o)  cos  ^  +  (^  -  Zq)  cos  ;<;] 

—  ä  (j\  Ll^  ~  ^o)  COS  X  -f  (//  —  v/o)  cos  ju-  +  ( ,?  —  Zq)  cos  v]  . 

Hiermit  folgt  aus  (5),  wenn  auf  die  Gleichung  (4)  Rück- 
sicht genommen  wird: 

{D  +  R){D-K) 

=  2h[(x  —  Xq)  cos  u  -\-  (y  —  y^)  cos  ß  -\-  (z  —  Zq)  cos  y] 

+  --  [(ic  —  a^o)  cos  A  +  (>  —  ^oj  cos  .u  +  (^  —  0(,)  cos  v  +  q] 

Ä'  r  1 

~  y  Le*  ^  *^^  ~  ^0^  ^^^  «  +  (2/  -  //o)  cos  /3  +  (2  —  Zq)  cos  7 } 

+  e*  d!  5  *^^  ""  ^0-^  ^°^  ^'  +  (y  —  Vo)  cos  iii  +  (2  -  ^0)  cos  V  ] 
+  p  j  {(.x  —  y^o)  coscf  +  («/-?/o)  cos^  +  {z-Zq)  cos;^}]  +  ^- 
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Die  Differenz  D  —  B,  drückt  den  kürzesten  Abstand  des 
Punktes  31^  von  der  Kugel  aus;  da  die  Kugel,  um  bestimmt 
zu  sein,  noch  drei  Bedingungen  unterworfen  werden  muß,  so 
setzen  wir  fest,  der  kürzeste  Abstand  solle  von  höchstmög- 
licher, also  von  vierter  Kleinheitsordnung  sein;  dazu  ist  not- 
wendig, daß  zunächst: 

(Xq  —  x)  cos  «  +  (?/o  —  //)  cos  ß  +  (^„  —  z)  cosy  =  0 

(Xq  —  x)  cos  ^  -f  (^0  ~  y)  ^os  u  +  (^0  —  3)  cos  V  =  Q 

sei;  und  damit  auch  der  Koeffizient  von  li^  verschwinde,  muß 
außerdem 

{Xq  —  x)  cos (f  +  (i/q  —  y)  cos  i'  -\-  (2^  —  z)  cosx  =  —  T~ 

sein.  Diese  drei  Gleichungen  stimmen  aber  mit  dem  System 
(Ij  überein,  aus  welchem  sich  der  Punkt  (2)  ergeben  hat,  und 
damit  ist  die  aufgestellte  Behauptung  erwiesen. 

Die  oskulierende  Kugel  berührt  die  Kurve  in  Jf ;  denn  da 
ihr  Mittelpunkt  vermöge  der  ersten  Gleichung  in  der  Normal- 
ebene von  31  liegt,  so  ist  die  Tangente  an  die  Kurve  zugleich 
Tangente  der  Kugel.  Die  Berührung  ist  als  eine  solche  der 
dritten  Ordnung  zu  bezeichnen  (147). 

Für  den  Halbmesser  M  der  oskulierenden  Kugel  hat  man 
nun  auf  Grund  von  (4)  und  (2)  die  Bestimmung: 

(6)  ij=  =  p'  +  (r||y. 

203.  Der  Kr ümmungs kreis.  Die  oskulierende  Kugel 
schneidet  die  oskulierende  Ebene  des  Punktes  31  nach  einem 
die  Kurve  in  31  berührenden  Kreise,  dessen  Elemente  sich  wie 
folgt  bestimmen. 

Sein  Mittelpunkt  <i  ist  der  Fußpunkt  der  Geraden 

(I  —  x)  cos  a  4-  (t]  —  y)  cos  ß  -\-  {l  —  z)  cos  ^  =  0 


(7)  , 
^  ^       [  (I  —  x)  cos  l  -f  ()j  —  y)  cos  ^  -\-  {l  —  z)  0,0^  V  =  Q 

auf  der  Oskulationsebene  von  ü  in  M,  deren  Gleichung  ist: 

(8)  (I  —  x)  cos  (p  -\-{Yi  —  y)  cos  t  -^  {t,-  3)  cos  ;t  =  0; 

denn   jene    Gerade    geht    laut  (1)  durch    den    Mittelpunkt    der 
Kugel  und  steht  auf  der  Ebene  (8)  normal.    Behält  man  also 

Cznb er,  Vorlesungen.     I.    3.  Aufl.  35 
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(9) 


n-  y  = 


l 


0 
cos  a 
cos  l 
cos  g) 

cos  a 

cos  A 


Q  cos  X, 


=  ()  cos  u, 


=  p  cos  V. 


für  den  Mittelpunkt  P.  die  Bezeichnung  |,   >;,  i;  bei,  so  ergibt 

sich  aus  (7)  und  (8)  für  ihn  die  Bestimmung: 

0      cos  ß  cos  y 

cos  ^  cos  v 

cos  j^  cos  ;^ 

0      cos  y 

Q         cos  V 

0      cos  ;f 
cos/3     0 

COS|[i       Q 

COS  9?  cos  ^  0 
Weil  hiernach  h,  —  x,  t]  —  y,  t,  —  z  gleich  bezeichnet  sind 
beziehungsweise  mit  cosA,  cos^,  cosv,  so  liegt  der  Punkt  Sl 
von  M  aus  gezählt  in  der  positiven  Richtung  MH  der  Haupt- 
normale, also  auf  der  konkaven  Seite  der  Kurve  in  dem  in 
181  erläuterten  Sinne. 

Für  deu  Halbmesser  des  Kreises  geben  die  Gleichungen  (9) 
den  Wert  q. 

Man  nennt  daher  diesen  Kreis,  weil  sein  Halbmesser  mit 
dem  Halbmesser  der  ersten  Krümmung  übereinstimmt,  den 
Krümmungskreis,  auch  Oskidations-  oder 
Schmieijungslireis,  seinen  Mittelpunkt  Sl  den 
Krümmungsmittelpunld,  die  Oskulationsebene^ 
da  sie  diesen  Kreis  enthält,  auch  Krüm- 
mungsebene, und  die  Gerade  (7),  welche 
zur  letzteren  Ebene  im  Punkte  ß  normal 
steht,  die  Krümmungsachse  oder  Polarlinie 
der  Kurve  C  im  Punkte  M. 

Ein  Blick   auf  Fig.  111    und   auf  die 
Gleichung  (6)  lehrt,  daß  der  Abstand  P  des 
Mittelpunktes  der  oskulierenden  Kugel  von  der  Oskulationsebene 
bestimmt  ist  durch  die  Formel: 

p 2  I  T"  V] 


Fig.  111. 


(10) 


-iK^' 


Auf  Grund  der  Ergebnisse  dieses  und  des  vorangehenden 
Artikels   kann   man   die  Polarfläche  einer  Raumkurve  C  auch 
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als  den  Ort  ihrer  Krümmungsaclisen  und  die  Rückkehrkante 
der  Pokirfläche  als  den  Ort  der  Mittelpunkte  der  oskulierenden 
Kugeln  delinieren. 

Während  dem  Radius  der  ersten  Krümmung  eine  mit  der 
Kurve  unmittelbar  zusammenhängende  geometrische  Bedeutung 
zukommt  analog  jener  bei  ebenen  Kurven,  ist  dies  bei  dem 
Torsionshalbraesser  nicht  der  Fall;  nur  indirekte  geometrische 
Interpretationen  sind  für  ihn  gefunden  worden.*)  Überhaupt 
ist  der  Kreis  nicht  geeignet,  die  Gestaltung  einer  Raumkurve 
im  Kleinen,  das  heißt  innerhalb  eines  engen  Bereiches  er- 
schöpfend zu  approximieren;  dies  könnte  nur  Avieder  eine  Raum- 
kurve leisten.  Unter  den  Raumkurven  kommt  nun  der  gemeinen 
Schraubenlinie  wegen  ihrer  besonders  einfachen  Krümmungs- 
verhältnisse eine  ähnliche  Stellung  zu  wie  dem  Kreise  unter 
den  ebenen  Kurven.  Diese  Erwägung  hat  zum  Begriff  der 
Schmieg nugsscliraubenlinie  geführt;  es  ist  dies  jene  Schrauben- 
linie, die  im  betrachteten  Kurvenpunkt  dieselbe  Tangente,  die- 
selbe Torsion  und  dieselbe  Krümmungsachse  hat  wie  die  Kurve; 
die  Achse  ihres  Zylinders  enthält  den  kürzesten  Abstand  be- 
nachbarter Hauptnormalen.  Doch  möge  die  bloße  Erwähnung 
dieses  Begriffs  genügen. 

204.  Spezielle  Raumkurven.  Die  Foi-mel  (10)  lehrt, 
daß  der  Mittelpunkt  der  oskulierenden  Kugel  mit   dem  Krüm- 


*)  Eine  solche,  von  B.  de  Salnt-Vcnfmt  [Journ.  de  l'ecole  polytechn. 
15  (1835)]  stammende  Interpretation  gründet  sich  auf  folgende  Betrach- 
tung. Die  Tangentendeveloppable  der  Kurve  Fig.  112. 
werde  von  einer  Ebene  geschnitten,  die  vom 
Punkte  ilf  den  Normalabstand  v  hat  und  pa- 
rallel ist  seiner  Normalebene  (Fig.  112).  Das 
ßogendifferential  QQ'  der  Schnittkurve  kann 
durch  vdt  ausgedrückt  werden,  wenn  dr  der 
Kontingenzwinkel  des  Elements  UM'  der  be- 
trachteten Linie  ist,  und  der  Kontingenzwinkel 
dieses  Bogendifferentials  unterscheidet  sich  nur 
um  eine  Größe  höherer  Ordnung  von  dem  Winkel  der  Oskulationsebenen 
in  31  und  il/',  also  von  dem  Torsionswiukel  dd  des  Elements  MM'. 
In  Folge  dessen  drückt  sich  der  Krümmungsradius  der  Schnittkurve 
in  Q  durch 

vdt 

~dd 

35* 
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mungsniittelpunkte  zusammenfällt  bei  Kurven,  für  welche  be- 
ständig 

ds  ' 

also  für  Kurven  von  konstaniem  FlexionshaUimesser ;  dann  aber 
ist  vermöge  (6)  auch  H  konstant.  Dies  findet  demnach  bei 
der  gemeinen  Schraubeulinie  statt. 

In  Punkten  mit  stationärer  Oskulationsebene  ist  die  Tor- 
sion rp  Null,  der  Torsionshalbmesser  also  und  mit  ihm  P 
(sofern  von  Null  verschieden  ist)  unendlich;  solchen  Punk- 
ten entsprechen  daher  unendlich  ferne  Punkte  der  Kückkehr- 
kante  der  Polarfläche. 

Wir  wollen  ferner  nach  Kurven  fragen,  bei  welchen  der 
Halbmesser  der  Schmiegungskugel  konstant  ist.  Dies  erfordert 
nach  (6),  daß 


9:77  +  ^ 


"(^10 


*/.s  (Is         ds 

identisch  verschwinde,  oder  daß  beständig 


(11)  ^t 


d!-'''' 


{<D 


T  ^        ds 


0 


sei.     Dies  tritt   ein  bei    ,    ^  0,    ein    bereits     erledigter    Fall; 

ds  '  ®  ' 

ferner  dann,   wenn  der  Ausdruck  in  der  eckigen  Klammer  be- 
ständig Null  ist. 

Um  dies  geometrisch  zu  deuten,  differentiiere  man  die  erste 
der  Gleichungen  201,  (2)  nach  s  unter  Bezugnahme  auf  die 
Frenetschen  Formeln;  dadurch  ergibt  sich: 


I 


oder,  da  -r—  =        ist,  durch 
aö         Q 

vT 
Q 

aus;  er  ist  sonach  geradezu  gleich  T,  wenn  man  v  ^  g  macht.  Trägt 
man  also  auf  der  Tangente  in  31  nach  einer  der  beiden  Seiten  p  ab, 
legt  durch  den  erhaltenen  Punkt  Q  einen  zur  Tangente  normalen  Schnitt 
durch  die  Tangentendeveloppable,  so  hat  dieser  in  Q  einen  Krümmungs- 
radius, der  gleichkommt  dem  Torsionsradius  in  M. 
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.dp           .             /      cosa        co8Qp\ 
=  COS  a  +  ^/^  cos  1-q[-    ^ /) 


«D 


dg  . 

COS  (p  —  ,    COS  A, 


ds  ^"^-^  ds 

und  nach  entsprechender  Reduktion 

d 


d.i   h^^'p-^ 


ds  \T^        ds      _ 

ebenso    ergeben    die    beiden    anderen    Gleichungen    des    ange- 
zogenen Systems: 


ds  \T    ^        ds 

9     , ^dsj 


<^.'/o  Q 


dz 


COS^, 


;  \^  -\ j /  COS  y: 

ds  \  T    '         ds       '         ^' 


das  identische  Verschwinden  des  zweiten  Faktors  in  (11)  hat 
also  zur  Folge,  daß  beständig 

dx^_^  dj/„_^  dz^_^ 

ds            '  ds            '  ds 
oder  daß 

Xq  =  const.,  )Jq  =  const.,  2^  =  const. 

ist.  Dann  aber  gibr  es  für  alle  Punkte  der  Kurve  nur  eine 
Oskulationskugel,  die  Kurve  selbst  liegi  auf  einer  Kugel  und 
wird  eine  sphärisclie  Baumhurve  genannt;  ihre  Polarfläche  ist 
ein  Kegel,  der  den  Mittelpunkt  der  Kugel  zur  Spitze  hat 
(Beispiel,  173,  2;). 

205.    Beispiel.    Es  ist  die  Polarfläche  der  Schraubenlinie 

X  =  a  cos  u 

y  =  n  sin  u 

z  =  hu 
zu  charakterisieren. 

Mit  Benutzung  der  in  185,   1)  gefundenen  Resultate: 

^  a       '  b       '  du        '         ^ 

cos  A  =  —  cos  M,  COS  ,a  =  —  sin  u ,  cos  v  =  0, 

b  sin  u  b  cos  u  a 

cosop= — ,        cosi/'  =  —    ,  ,       cos  y  =  t- 
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ergibt    die    Ausführung    der    Gleichuugen    201,  (2)    folgendes 
Resultat: 

Xn  =  —         COS  U 
"  a 

b-    . 
yo  =  -  a  ^'°  ^' 

führt  man    au  Stelle  vou  u  einen    neuen  Winkel  ii    durch  die 

Gleichung 

u  =  u  +  :t 

ein,  so  gehen  die  letzten  Gleichungen  über  in 

b- 


Xo 

== 

a 

cos  w 

Vo 

= 

b- 
a 

sin  H 

^0 

= 

&0 

u    —  7. 

die  Rückkehrkante  der  Polarfläche  ist  also  eine  mit  der  ge- 
gebeneu in  gleichem  Sinne  gewundene  Schraubenlinie  auf  einem 

Zylinder  vom  Halbmesser  —  ;  während  die  erste  durch  einen 
Punkt  der  positiven  a:- Achse  geht,  schneidet  die  zweite  die 
negative  a;-Achse:  in  der  Ganorhöhe  stimmt  sie  mit  der  ur- 
sprüu glichen  überein. 

Die  PolarfläcJie  einer  Schrauhenlinie  ist  demnach  eine  ab- 
wickelbare Scliraubenfläche. 

206.  Evoluten  und  Evolventen  einer  Raumkurve. 
Der  Begrifi"  der  Evolute  einer  ebenen  Kurve  läßt  sir-h  auf  eine 
Raumkurve  übertragen,  wenn  man  nicht  die  Definition  der 
Evolute  als  Ort  der  Krümmungsmittelpunkte  zum  Ausgang 
nimmt,  sondern  das  Hauptgewicht  auf  die  Eigenschaft  legt, 
daß  die  Tangenten  der  Evolute  Normalen  der  ursprünglichen 
Kurve  sind.  Bei  dieser  Auffassung  hat  eine  Raumkurve  — 
und  wie  später  ausführlich  dargelegt  werden  wird,  auch  eine 
Plankurve  —  unendlich  viele  Evoluten,  die  sämtlich  auf 
der  Polarfläche  liegen,  weshalb  diese  auch  Evolutenfläche  ge- 
nannt wird. 

Das  System  der  Normalen,  das  zu  einer  Evolute  Anlaß 
gibt,  bildet  eine  abwickelbare  Fläche,  deren  Gratlinie  eben 
diese  Evolute  ist. 
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Ist  nämlich  C  eine  Evolute  von  C,  M'  ein  Punkt  der- 
selben und  M' M  die  Tangente  in  diesem  Punkte  an  C  und 
zugleich  Normale  in  M  zur  Kurve  C,  so  erfolgt,  sobald  M 
auf  C  sich  zu  bewegen  beginnt,  eine  momentane  Drehung  von 
MM'  um  den  Punkt  M'i  gleichzeitig  dreht  sich  die  Normal- 
ebene von  J/ augenblicklich  um  die  Krümmungsachse  des  Punktes 
M\  soll  demnach  31' M  normal  bleiben  zur  Kurve  C,  so  muß 
M'  auf  der  Krümmungsachse  liegen.  Es  gehört  also  der  einem 
beliebigen  Punkte  M  zugeordnete  Punkt  M'  der  Evolute  der 
Krümmungsachse    von    M   an,    folglich  Fig.  n4. 

liegt   die  ganze  Evolute   auf  der  Polar- 
fläche. 

Um  die  Evoluten  analytisch  zu 
charakterisieren,  seien  die  Koordinaten  t 
des  Punktes  M'  einer  solchen  mit  x',y',z', 
sein  Abstand  von  der  Oskulationsebene 
mit  (J  bezeichnet  mit  der  Festsetzung, 
daß  6  positiv  oder  negativ  ist,  je  nach- 
dem die  Strecke  ^M'  (Fig.  113)  die  positive  oder  negative 
Richtung  der  Binormale  hat;  für  den  Punkt  M  werden  alle 
bisher  eingeführten  Bezeichnungen  beibehalten. 

Die  Koordinatendififerenzen  der  Punkte  M  und'  M'  ergeben 
tsich  durch  Projektion  des  rechtwinkligen  Linienzuges  31S131' 
auf  die  drei  Koordinatenachsen  wie  folüt: 


(12j 


x'  —  X  =  Q  cos  A  -f-  (?  cos  cp 
V  —  :'/  =  Q  cos  ^  -{-  ö  cos  xl) 
z  —  z  =^  Q  cos  V  -\-  6  cos  X  . 


Die  Koordinatendifferenzen  sind  den  Kosinus  der  Richtungs- 
winkel von  3131'  proportional;  denselben  Richtungskosinus 
sind   aber,    da  MM'  Tangente    an    die   Evolute   ist,    auch   die 

Quotienten  -,  ,  -—,  -j-  proportional;  daher  bestehen  die  Re- 
lationen: * 


(13) 


X   —  X 

p 


de,' 
ds 


V  —y 
p 


d  y' 
ds 


dz 
ds 


wobei  ))  den  Proportionalitätsfaktor  bedeutet.     Führt  man  die 
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erste  dieser  Relationen  auf  Grund  von  (12)  und  der  Fronet- 
schen  Formeln  durch,  so  ergibt  sich: 

D  cos  14-0  cos  w  ,    do  ,     ,        /      cos  a        cos  w\ 

■ =  cos  a  -^   ,    cos  A  4-  p    — ^ 

p  '    (Is  ^    \  Q  T   I 

.da  ,        cos  X 

-^  eis  cos  9' 4-0'   Y 
und  nach  entsprechender  Reduktion 

o  cos  Z -}- (J  cos  qp         /do     ,     6  \  ^     ,     /da  p\ 

i -{ds+   t)  ^«^^  +  [ds  -   t)  ^^^9^- 

Daraus  schließt  man,  d;iß 


(14) 


p  ds  "•"  f 
6  da  Q 
p        ds         T 


und   erhält  weiter   durch  Elimination  von  p   die   folgende  Be- 
ziehung, welcher  die  Größe  6  zu  entsprechen  hat: 

gda  —  crfp 


+0 


In  der  linken  Seite  dieser  Gleichung  erkennt  man  das  Diffe- 
rential von  arctg  ;  kennt  man  ferner  eine  Funktion  r  von 
s,  derer  Differential         ist,  so  ist  t  +  c  die  allgemeinste  Form 

einer  Funktion  von  dieser  Eigenschaft,  wenn  c  eine  willkür- 
liche Konstante  bezeichnet,  und  somit  ist 

arctg       =  T  +  c 
e 

diejenige  Gleichung,  welche  die  allgemeinste  Bestimmung  von 
6  liefert;  es  folgt  daraus: 

rj  =  p  tg  (t  -f  c) 

und  hiermit  nehmen  die  Gleichungen  (12)  zur  analytischen 
Darstellung  der  Evoluten  von   C  die  endgültige  Gestalt  an: 

X  =  X  -\-  Q  cos  l  -\-  Qi^(x  -\-  c)  cos  cp 

(15)  y'  =^  y  -{-  Q  cos  [i  -{-  Q  ig  (r  -\-  c)  cos  ^ 

.  /  =  z  -\-  Q  COS  V  -\-  Q  ig  (r  -{-  c)  cos  x  • 
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Weil  c  unendlich  viele  verschiedene  Werte  annehmen  kann, 
so  hat  dne  Kurve  iinendlidi  viele  .Evoluten. 
Aus  den  Formeln  (13),  d.  i.  aus 


dx' 

Q  COS  >.  -|-  c  cosqp 

ds 

P 

dy 

Q  COS  U-{-  ß  COS  1/j 

ds 

P 

dz' 

pcosr  -f  0  cos  X 

ds 

P 

folgt. 

wenn 

man 

quadriert 

ds 
ds^ 

und  summiert, 
p2     , 

zieht  man  die  Relationen  (14)  hinzu,  da  sie  für  die  Evoluten 
charakteristisch  sind,  und  eliminiert  zwischen  beiden  ^;,  so 
ergibt  sich  für  2>  die  Bestimmung: 

^        QdQ  -j-  oda  ' 
diese  in  die  obige  Gleichung  eingetragen  gibt: 
(16)  ds  =  ±  ^^±^£^  =  +  ^  (l/o^T^^^ . 

Yq-  -f  a- 

Diese  Gleichung  drückt  die  Eigenschaft  aus,  daß  das  Bogen- 
differential  der  Evolute  gleichkommt  dem  Differential  der 
Strecke  MM'  (Fig.  113),  eine  Verallgemeinerung  der  für  die 
Evoluten  ebener  Kurven  159,  (11)  erwiesenen  Eigenschaft,  auf 
welcher  die  Erzeugung  der  gegebenen  Kurve  duieh  Abwicklung 
eines  biegsamen,  nicht  dehnbaren  Fadens  von  der  Evolute  be- 
ruht. Diese  Erzeugungsweise  kann  daher  auf  alle  Evoluten 
auch  einer  Raumkurve  übertragen  werden. 

Bezeichnet  man  die  Richtungswinkel  der  Tangente  3131' 
an  die  Evolute  in  31'  mit  a,  ß',  y',  und  ähnlich  alle  übrigen 
auf  die  Evoluten  bezüglichen  Größen  mit  denselben,  aber  ge- 
strichenen Buchstaben,  so  ist 

cos  u  =    ^  usw.'. 

Daraus  ergibt  sich  durch  Differentiation: 

dx  —  dx  =  d{yQ^  +  ö^)  •  cos  a  +  Yq^  +  6-  ■  dcos  u 
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oder  in  anderer  Form  und  mit  Rücksiclit  auf  (16): 

ds  cos  a  —  ds  cos  a  =  ds  cos  a  -^  ,    —  cos  i. , 

woraus 

cos  a  =  —  '  ,  ^08  K 

Q  as 

analog 

'  Q  ds 

COS  y  =  —  '— — >  , '^"^  ^  5 

'  Q  ds 

daraus   foloft,   daß   der  Faktor    -^-T,    '       notwendig    den    ab- 

soluten  Wert  1  hat,  und  dann  weiter,  daß  die  Hauptnormale 
der  Evolute  in  M'  parallel  ist  der  Tangente  in  M  (Fig.  113). 
Diese  Tatsache  kann  auch  in  der  Form  ausgesprochen  werden: 
Die  Oskidationsehene  einer  Evolute  in  einem  ihrer  Punkte  steht 
senkrecht  auf  der  Tangentialebene  der  Polarfläche  in  diesem 
Punkte. 

Zu  einiffen  bemerkenswerten  Resultaten  führt  die  Annahme, 
die  zugrunde  liegende  Kurve  C  sei  eine  Plankurve.  Es  ist 
dann  beständig  T=0,  die  Gleichungen  (14)  reduzieren  sich  auf 

Q    ^   dQ 

p        ds 
a         da 

p         ds  ' 

woraus  durch  Elimination  von  p 

Qda  —  ad  Q        ^ 

abgeleitet  werden  kann.    Da  aber  die  linke  Seite  das  Differential 
a 

Q 


von        ist,  so  folgt  daraus 


=  const., 

Q 

d.  h.  die  Normalen,  die  zu  einer  Evolute  führen,  sind  zur 
Ebene  der  Kurve  gleich  geneigt,  die  Evolute  selbst  hat  also 
die  Eigenschaft,  daß  ihre  Tangenten  mit  den  Erzeugenden  des 
Zylinders,  in  welchen  jetzt  die  Polarfläche  übergeht  (201), 
einen  konstanten  Winkel  bilden;  sie  ist  mithin  eine  Schrauben- 
linie (185,  2/). 
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Unter  den  Evoluten  befindet  sicli  jetzt  auch  die  Evolute 
von  C  ira  engeren  Sinne,  d.  i.  der  Ort  der  Krüramungsmittel- 
puukte.  Bei  einer  Raumkurve  hingegen  geh()rt  dieser  Ort 
nicht  zu  den  Evoluten;  es  würden  sonst  (s.  Fig.  113j  die 
Oskulationsebenen  der  Kurven  ('  und  C  in  korrespondieren- 
den Punkten  zusammenfallen,  die  Tangentenfläche  des  Orles 
der  Krümraungsraittelpunkte  wäre  also  identisch  mit  der 
Tangentenfläche  der  Grundkurve,  während  sie  doch  bemffs- 
gemäß  in  den  Ort  der  Hauptnormalen  übergehen  müßte.  Dieser 
Widerspruch  hebt  die  Zuläßigkeit  der  Annahme  auf,  der  Ort 
der  Krümmungsmittelpunkte  einer  Raumkurve  gehöre  auch 
zu   deren  Evoluten. 

Wickelt  man  einen  biegsamen,  nicht  dehnbaren  Faden, 
der  an  einer  Raumkurve  anliegt,  sie  berührend  verläßt  und 
von  da  ab  ohne  Ende  sich  ausstreckt,  von  der  Kurve  ab,  so 
beschreibt  er  einen  Mantel  der  Tangentenfläche  der  Kurve  und 
jeder  seiner  Punkte  eine  Evolvente  (Filarevolvente)  derselben; 
so  wie  also  die  Polarfläche  Ort  der  Evoluten,  ist  die  Tangenten- 
fläche Ort  der  Evolventen, 

§  6.     Krümmung  von  Kurven  auf  krummen  Flächen. 

'207.  Flexion  einerKurve  auf  einer  krummenFläche. 
Den  Ausgangspunkt  für  die  Untersuchung  der  Gestalt  einer 
Fläche  in  der  Umgebung  eines  ihrer  Punkte  Kg.  lu. 

bildet  die  Frage  nach  der  Flexion,  welche 
einer  der  Fläche  aufgeschriebenen,  durch 
diesen  Punkt  laufenden  Kurve  hier  zu- 
kommt. 

Die    krumme    Fläche    sei    durch     die 
Gleichung 

(1)  ^-f{x,y) 
gegeben;    durch    den   Punkt   M  (Fig.  114) 
derselben  mit  den  Koordinaten  xjylz  gehe  eine  Kurve   C,  dar- 
gestellt durch  die  Gleichungen 

(2)  X  =  x{s),         y  =  y{s),         z  =  z(s), 

in   welchen  s   den   von   dem    festen   Punkte   3Iq   aus   gezählten 
Bogen  J/qJ/ bedeutet;  weil  die  Kurve  auf  der  Fläche  liegt,  so 
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müssen    die  Gleichungen   (2)    die   Gleichung  (1)    identisch    er- 
füllen.    Aus  der  Beziehung 
(3)  dz  =pdx  +  'jdy, 

die  für  eine  infinitesimale  Bewegung  auf  der  Fläche,  also  auch 
längs  der  Kurve  Geltung  hat,  ergibt  sich,  wenn  man  durch  das 
BogendiflFereutial 

ds  =  Vdx^  +  dy^  +  djz^ 


=  y(l  +  p')dx'  +  (1  +  q')dy'  +  2pqdxdy 
der  Kurve  dividiert,  die  Beziehung 
(4)  cos  y  =  p  cos  a  -\-  q  cos  ß 

zwischen  den  Richtungkosinus  der  Tangente  MT. 

Durch  Differentiation   von  (4)  in  bezug  auf  s  erhält  man 
unter  Zuhilfenahme  der  Frenetschen  Formeln: 
cos  V 


Q                        9 

oder 

—  p  cos  /. 

—  q  cos  fi.  -j-  cos  V 

o  cos  X -I- ff  cos  li    ,    (  dx    ,      dy\ 

^ '—- ^  -f    r-,    -f  6':t^    cos  a 

Q  \  ds  ds I 

.     1   dx    ^     ,di/\  r. 


;•  cos-  a  -\-  2  s  cos  a  cos  ß  -\-  t  cos^  ß. 
Es  sind  aber  (191,  (29)) 
(5)         -P  ZLg ^ 

wenn  die  Quadratwurzel  positiv  genommen  wird,  die  Kosinus 
für  diejenige  Richtung  3IN  der  Flächennormale  in  J/,  welche 
mit  der  positiven  ^- Achse  einen  spitzen  Winkel  einschließt; 
cosA,  cos/i,  cos  r  hingegen  die  Kosinus  der  positiven  Rich- 
tung MH  der  Hauptnormale  von  G  in  ilf;   demnach  bedeutet 

—  p  cos  X  —  q  COS  iL  -\-  COB  V 

den  Kosinus  des  Winkels  0  der  genannten  zwei  Richtungen. 


(6) 


Hiermit  aber  geht  die  letzte  Formel  über  in: 
cos  0       r  COS*  a  -\-  2s  cos  a  cos  ß  -\-  t  cos*  ß 


Q  yp-.  j^  tf.  j^  i 

Dies    ist    die    Grundgleichunrj   für    die   Krümmungstheorie    der 
Flächen. 
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Von  den  iu  dieser  Formel  auftretenden  Größen  beziehen 
sich  2h  Q,  ^',  s,  t  auf  den  Punkt  M  als  PunJä  der  Fläche  und 
bleiben  für  alle  durch  ihn  gezogenen  Kurven  die  nämlichen; 
a,  ß  bestimmen  die  Richtung  der  Tangente  an  die  Kurve,  0 
die  Neigung  ihrer  Sclimieguagsebene  gegen  die  Normale  der 
Fläche. 

Zunächst  geht  aus  (6)  hervor,  daß  alle  Kurven  auf  der 
Fläche,  ivelche  in  M  dieselbe  Tangente  und  dieselbe  Oslidations- 
ebene  haben,  daselbst  auch  dieselbe  Flexion  besitzen,  die  also  auch 
(jleichJxommt  der  Krümmung  derjenigen  Kurve,  welche  aus  der 
Fläche  durch  die  Ebene  TMH  geschnitten  ivird. 

Hiermit  ist  die  Untersuchung  der  Flexion  aller  Kurven 
zurückgeführt  auf  die  Untersuchung  der  Krümmung  der  ebenen 
Schnitte  der  Fläche. 

208.  Der  Satz  von  Meusnier.  Eine  weitere  Folgjerunsr, 
die  wir  aus  (6)  ziehen  können,  beruht  auf  der  Bemerkung,  daß 
für  alle  Schnitte  mit  der  Tangente  MT  der  Quotient 

cosö 
9 

denselben  Wert  beibehält;  da  nun  q  eine  absolute  Größe  ist, 
so  muß  cos  B  entweder  beständig  positiv  oder  beständig  nega- 
tiv sein,  d.  h.  die  positiven  Richtungen  aller  Hauptnormalen 
in  M,  zur  Tangente  MT  gehörig,  schließen  mit  MN  ent- 
weder sämtlich  einen  spitzen  oder  sämtlich  einen  stumpfen 
Winkel  ein. 

Unter  den  Schnitten  durch  die  Tangente  MT  heben  wir 
denjenigen  hervor,  welcher  durch  die  Normale  der  Fläche  geht, 
und  bezeichnen  ihn  als  den  diese  Tangente  berührenden  Nornial- 
schnitt'^  die  übrigen  sollen  dann  schiefe  Schnitte  heißen.  Je 
nachdem  alle  6  spitz  oder  stumpf  sind,  wird  für  diesen  Schnitt 

ö  =  0  oder  0  =  z,  und  heißt  -^  seine  Krümmung  in  M,  so 
hat  man: 


im  ersten  und 

cosö 
Q     ~ 

1 
B 

C08Ö 

1 

Q      ~ 

~  E 

im  zweiten  Falle. 
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Durch  entsprechende  Wahl  der  positiven  Richtung  der 
^-Achse  kann  jedoch  immer  der  erste  Fall  herbeigeführt  wer- 
den, so  daß 

(7)  Q  =  B  cos  0 

wird. 

Der  Inhalt  dieser  Formel  bildet  den  Sat^  ww  Meusnier*)^ 
wonach  der  Krümmungshalbmesser  eines  ebenen  Schnittes  gleich- 
Tiommt  dem  Krümmungshalbmesser  des  dieselbe  Tangente  berüh- 
renden Nonnalschnitfes ,  multipliziert  mit  dem  Kosinus  des  Nei- 
gungswinkels beider  Schnitte. 

Man  kann  den  Satz  auch  in  der  Form  aussprechen^  daß 
der  Krümmungsmittelpunkt  eines  schiefen  Schnittes  als  Pro- 
jektion des  Krümmungsmittelpunktes  des  dieselbe  Tangente  be- 
rührenden Normalschnittes  auf  die  Ebene  des  ersteren  sich 
darstellt. 

Hiernach  ist  der  Ort  der  Krümmungsmittelpunkte  aller 
durch  eine  Flächentangente  gelegten  Schnitte  ein  Kreis,  dessen 
Ebene  zu  jeuer  Tangente  normal  steht  und  dessen  Durch- 
messer der  Krümmungsradius  des  darunter  befindlichen  Nor- 
malschnittes ist. 

Bezeichnet  k  die  Krümmung  des  schiefen,  K  die  Krüm- 
mung des  Normalschnitts,  so  besteht  nach  dem  Satze  von 
Meusnier  zwischen  beiden  die  Beziehung 

k  cos  6  =  K, 

die  den  folgenden  geometrischen  Sachverhalt  ausdrückt:  Trägt 
man  auf  den  Normalen  aller  durch  dieselbe  Flächentangente 
gelegten  Schnitte  die  Krümmung  ab,  so  liegen  die  Endpunkte 
dieser  Strecken  auf  einer  Geraden  G,  die  die  Flächennormale 
des  betreffenden  Punktes  senkrecht  scheidet  (in  der  Entfernung 
K  vom  Flächenpunkt)  und  die  Flächen tangente  senkrecht 
kreuzt. 

Vermöge  des  Satzes  von  Meusnier  ist  die  Untersuchung 
der  Krümmung  aller  ebenen  Schnitte  durch  einen  Punkt  zurück- 
geführt auf  die  Untersuchung  der  Normalschnitte  durch  diesen 
Punkt. 


*)  Memoire  sur  la  courbure  des  surfaces.  Mem.  de  savants  etrang.  1785. 


J 
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209.  Die  Krümmung  der  Normalschnitte.  Der  Satz 
von  Euler.  Um  den  Ausdruck  für  die  Krümmung  des  Nor- 
raalsclinittes  durch  die  Tangente  MT  zu  erhalten,  hätte  man 
in  der  Formel  (6) 

ö  =  0     oder     ö  =  n: 

zu  setzen,  je  nachdem  deren  rechte  Seite  positiv  oder  nega- 
tiv ist. 

Behält  man  die  Substitution  ö  =  0  für  alle  Fälle  bei,  so 
hat  der  Krümmungsradius  R  aufgehört  eine  absolute  Größe  zu 
sein;  das  Vorzeichen,  welches  ihm  die  Formel  gibt,  hat  nach 
dem  vorigen  Artikel  die  Bedeutung,  daß  bei  positivem  R  der 
Normaischnitt  seine  konkave  Seite  nach  der  Richtunsf  MJS, 
welche  im  vorigen  Artikel  als  die  positive  erklärt  wurde,  bei 
negativem  B,  aber  nach  der  entgegengesetzten  Richtung  wendet. 

Mit  dieser  Maßgabe  bestimmt  also  die  Formel 

/Qs  1    )■  cos^  a  -)-  2s  cos  a  cos  ß  -{-  t  cos'  ß 

nicht  allein  die  Größe  der  Krümmung  des  Normalschnittes, 
sondern  auch  die  Richtung  seiner  Konkavität,  nachdem  einmal 
in  der  Flächennormale  eine  Richtung  als  positiv  festgesetzt 
worden  ist. 

^  behält  für  alle  Normalschnitte  durch  M  dasselbe  Vor- 
zeichen, die  Konkavität  ist  also  bei  allen  nach  derselben  Seite 
gewendet,  wenn  (121,  189) 

(9)  rt~s->0 

ist.  In  einem  solchen  Punkt,  in  dessen  Umgebung  die  Fläche 
ganz  zu  einer  Seite  der  Tangentialebene  liegt,  bezeichnet  man 
sie  als  konvex. 

P  wechselt  während  der  Drehung  des  Normalschnittes  um 

die  Normale,  und  zwar  zweimal,  durch  Null  gehend,  sein  Vor- 
•zeichen,  wenn 

(10)  rt-s'>0 

ist.  Ein  Teil  der  Normalschnitte  wendet  die  Konkavität  nach 
der  positiven,  der  andere  Teil  nach  der  negativen  Richtung 
der  Normale,   und   ebenso   liegt   die  Fläche   in   der  Umgebung 


560  Erster  Teil.     Differential-Rechnung.  _ 

1 
von   M  zum   Teil   auf  der   einen,    zum   Teil  auf  der   anderen 

Seite  der  Taugoutialebene.  In  einem  solchen  Punkte  bezeichnet 
man  die  Flächt'  als  lonJiav-hnii'cx.  Die  Grenze  zwischen  den 
beiden  Arten  von  Normalschnitten  wird  durch  zwei  Normal- 
schnitte gebildet,  deren  Krümmung  Null  ist,  welche  also  in  J/ 
Wendepunkte  haben. 

In  dem  Grenzfalle,  wo 

(11)  rt-s''=-0, 

der  Zähler  auf  der  rechten  Seite  von  (8)  also  ein  vollständiges 
Quadrat  ist,  behält  „  auch  beständig  dasselbe  Vorzeichen  bei, 
verschwindet  aber  für  eine  bestimmte  Lage  des  Normalschnittes. 
Es  liegt  nun  nahe,  nach  denjenigen  Normalschnitten  zu 
fragen,  für  welche  die  Krümmung  einen  extremen  Wert  an- 
nimmt. Um  diese  Untersuchung  einfach  zu  gestalten,  trans- 
formieren wir  das  Koordinatensystem  derart,  daß  sein  Ursprung 
mit  M,  die  £-Achse  mit  der  Flächeunormale,  die  Tangential- 
ebene also  mit  der  ic?/ -Ebene  zusammenfällt;  den  Winkel, 
welchen  die  positive  Richtung  3IT  der  Tangente  mit  der 
positiven  a:- Achse  im  neuen  System  einschließt,  nennen  wir  oj. 

Dann  tritt  in   der  Formel  (8)   co  an  die  Stelle  von  a, co 

an  die  Stelle  von  /3;  p  und  q  werden  Null,  weil  nun  die  ersten 
zwei  von  den  Kosinus  (5)  der  Normale  verschwinden;  für  die 
zweiten  Differentialquotienten  behalten  wir  auch  in  dem  neuen 
System  die  Zeichen  r,  s,  t  bei  und  haben  daher  jetzt: 

(12)  17  ^  ^  ^^^^  ^-^  "^  ^'^  ^^^  CO  sin  w  +  ^  sin-  co. 
Für  die  extremen  Werte  von  j,   verschwindet 

J^oAjf)  =  —  (r  —  t)  sin  2c3  +  2s  cos  2co, 

es  ergibt  sich  daraus  für  die  betreffenden  Normalschnitte  die 
Bestimmung 

(13)  tg2«  =  /:^-, 

welche  nur  dann  illusorisch  wird,  wenn  gleichzeitig 

(14)  r  =  ^     und  s  =  0 
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ist;  in  jedem  andern  Falle  führt  sie  zu  zwei  um  %  voneinander 

dififerierenden  Werten  von  2ra,  also  zu  zwei  um   \^    voneinander 

abweichenden  Werten  von  a  selbst.  Da  ferner  für  die  Be- 
stimmung (13) 

und  cos2c3  für  zwei  um  zi  auseinauderliegende  Werte  von  2oj 
entgegengesetzte  Zeichen  annimmt,  so  entspricht  der  einen  Lö- 
sung ein  Maximum,  der  anderen  ein  Minimum  von   ,,  • 

Unter  den  Normalschnitten  einer  Fläche  in  einem  ihrer 
Punkte  gibt  es  also  zwei  ausgezeichnete,  die  aufeinander  senk- 
recht stehen  und  deren  einer  das  Maximum,  deren  anderer  das 
Minimum  der  Krümmung  aufweist.  Man  bezeichnet  sie  als  die 
Hauptnormahchnitte,  ihre  Krümmungsradien  als  die  Haupt- 
Irümmimgsradien  der  Fläche  in  dem  genannten  Punkte. 

Geht  man  jetzt  zu  einem  dritten  Koordinatensystem  über, 
das  durch  Rotation  des  vorigen  um  die  ^f-Achse  derart  entsteht, 
daß  die  Ebenen  yz  und  zx  mit  den  Ebenen  der  Hauptnormal- 
schnitte zusammenfallen,  so  wird  in  diesem  neuen  Systeme  der 
DifFerentialquotient  s  Null  werden,  weil  ja  die  Gleichimg  (13) 
die  Lösungen  0  und  rc  ergeben  muß:  behält  man  für  die  beiden 
anderen  Differentialquotienten  zweiter  Ordnung  wieder  dieselben 
Zeichen  /•,  t  bei,  so  lautet  Formel  (12): 

-^  =  r  cos- 03  +  ^  sin- 03; 

ZV 

für  03  =  0  ergibt  sich  jetzt  die  eine  Hauptkrümmung 

1 
7Ä  =  ''' 


für  03  =  '     die  andere 


hiemach  ist  also: 


R 


'-*; 


Mit  Hilfe  dieser  Formel  ist  es  möglich,  den  Krümmungs- 
halbmesser eines  beliebigen  Normalschnittes  in  M  durch  die  zu- 
gehörigen Hauptlcrümmungsradicn  auszudrücken,  ivenn  sein  Nei- 
gungswinkel 03   mit  dem  einen  Hauptnormalschnitte,  dem  zu  B^ 

Czuber,  Vorlesungen.    I.    3.  Aufl.  3G 
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gehörigen,  gegeben  ist.  Der  Inhalt  dieser  Formel  bildet  den 
Satz  von  Euler.*) 

Durch  die  Sätze  von  Meusuier  und  Euler  ist  die  Unter- 
suchung der  Krümmung  aller  durch  einen  Punkt  M  gelegten. 
Kurven  zurückgeführt  auf  die  Bestimmung  der  Hauptkrümmungs- 
radien in  diesem  Punkte. 

Wir  kommen  noch  auf  den   unter  (14)   ausgeschlossenen 

Fall 

r  =  <,         s  =  0 

zurück,  für  welchen  die  Gleichung  (13)  keine  Bestimmung  er- 
geben hat.     Die  Formel  (12)  aber  lautet  dann 

1 


R 


=  r 


und  besafft,  daß  in  einem  solchen  Punkte  alle  Normalschnitte 
denselben  Krümmungshalbmesser  haben.  Man  bezeichnet  einen 
solchen  Punkt  der  Fläche  als  Nabelpunld;  er  ist  ein  besonderer 
Fall  des  konvexen  Punktes. 

In  Fig.  115  seien  MT^,  31 T^  die  Tangenten  an  die  Haupt- 
normalsclmitte,  3IT  die  Tangente  an  einen  beliebigen  Normal- 
schnitt im  Flächenpunkte  M-  die  zugehörigen  Krümmungen 
K^,  K^,    K  trage   man  auf  der  Flächennormale  31 N  ab   und 

konstruiere  zu  jedem  Normalschnitt 
die  bei  der  Interpretation  des  Meus- 
ni ersehen  Satzes  eingeführte  Gerade 
G;  die  Gesamtheit  dieser  Geraden  gibt 
eine  Darstellung  der  Kriimmungs- 
verhältnisse  aller  durch  31  gelegten 
Schnitte.  Es  ist  daher  von  Interesse, 
nach  dem  Ort  dieser  Gesamtheit  zu 
■^    fragen. 

Als  Grundlage  wählen  wir  ein 
Koordinatensystem,  dessen  Ursprung  0 
die  Mitte  der  Strecke  (Ki)(K^),  dessen  ^-Achse  in  die  Flächen- 
normale fäUt  und  dessen  x-  und  y-Achse  den  Halbierungs- 
linien der  Winkel  von  31 T^  und  31 T^  parallel  laufen.   Bezeichnet 


*)  Recherches  sur  la   conrbure   des  surfaces.     Hist.   de  l'Acad.   de 
Berlin,  1760.     (Bd.  16). 
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man  den  Winkel  der  Geraden  G  mit  der  x- Achse  durch  (p, 
die  Koordinaten  eines  Punktes  P  dieser  Geraden  mit  x,  y,  z, 
so  bestehen  die  Beziehungen: 

die  Gleichung  (15)  verwandelt  sich  zunächst  in 

^  =  — ^-J — ^  +  2  —  Y~     sin  g)  cos  9), 

und  Avc'un  man  '  9  '  ^  ^  setzt  und  beachtet,  daß  sin  gp,  cos  qp 
durch     ,-:=-,  ---    zu  ersetzen  sind,  schließlich  in 

x--f-  2/* 

Damit  ist  die  Frage  erledigt:  Der  Ort  der  Geraden  G  ist 
ein  Zylindroid  (187,  2). 

210.  Die  Dupinsche  Indikatrix.  Die  Krümraungs- 
verhältnisse  der  Normalschnitte  in  einem  Punkte  M  gestatten 
auf  Grund  der  Eulerschen  Formel  eine  anschauliche  geo- 
metrische Darstellung,  welche  der  französische  Geometer 
Ch.  Dupin*)  angegeben  hat.  Dabei  sind  bezüglich  der  Haupt- 
krümmuugsradien  diejenigen  Fälle  zu  unterscheiden,  welche 
sich  im  vorigen  Artikel  bezüglich  der  Krümmungsradien  der 
Norraalschnitte  überhaupt  herausgestellt  haben:  daß  beide 
gleich  bezeichnet,  daß  sie  ungleich  bezeichnet  sind  und  daß 
einer  von  ihnen  unendlich  ist. 

Die  Darstellung  erfolgt  in  der  Tangentialebene  des  Punktes 
M  und  legt  ein  Koordinatensystem  zugrim.de,  das  31  zum 
Ursprung  und  die  Tangenten  an  die  beiden  Hauptnormalschnitte 
zu  Achsen  hat,  und  zwar  die  Tangente  an  den  Hauptnormal- 
schnitt mit  dem  Krümmungsradius  i?^  zur  a;-Achse. 

1)  Sind  7?^,  i?2  gleich  bezeichnet,  z.  B.  positiv  (wie  das 
durch  entsprechende  Wahl  der  positiven  Richtung  der  Flächen- 
normale immer  bewerkstelligt  werden  kann),  so  konstruiere 
man  in  der  Tangentialebene  die  Ellipse 


B^     '    J?, 


*)  Developpements  de  geometrie,  Paris  1813. 
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deren  Halbacliseu  also  VBi,  VR^  sind  (Fig.  116);  der  zu  MX 
unter  dem  Winkel  a  geneigte  Halbmesser  q  dieser  Ellipse  er- 
üihi  sieb  aus  der  Gleicbuni;: 


mitbin  ist 


..  e*  cos*  CO        Q- sin- (0 


cos  ö)        sin-  CO 
Jl      ^      i.'., 


imd   durcb  Vergleicb  mit  der  Eulerschen  Formel  (15)  ergibt 

sieb  daraus 

E  =  pl 

Die  Quadrate  der  Halbmesser   der  Ellipse  (1(5)   sind   also   den 

Fig.  116.  Fig.  117. 


Krümmungsradien  der  durcb  diese  Halbmesser  bindurchgeben- 
den  Normalsebnitte  gleicb. 

Infolge  dieses  Zusammenbanges  beißt  der  konvexe  Punkt 
aucb  ein  elliptischer  Punkt  der  Fläcbe. 

Ist  insbesondere  i?j  =  li^,  so  gebt  die  Ellipse  (16)  in 
einen  Kreis  über,  alle  Normalsebnitte  sind  gleich  gekrümmt. 
Aus  diesem  Grunde  nennt  man  den  Nabelpunkt  aucb  Kreis- 
punkt. 

2)  Sind  i^,  i?2  ungleich  bezeichnet,  etwa  B^  po.sitiv  und 
7?g  negativ,  so  konstruiere  man  in  der  Tangentialebene  die 
beiden  konjugierten  Hyperbeln 

1  = 


(17) 


!  =  -!:  + 


Ä, 


mit  den  Halbacbsen  VRi,  V—R^  (Fig.  117).  Der  unter  einem 
Winkel  a  zur  a:-Acbse  geneigte  Halbmesser  q  der  ersten  Hy- 
perbel ergibt  sich  aus 


IL     +  ^IL~ 
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und  gehört  er  der  zweiten  Hyperbel  an,  so  ist 
1    cos*tö        sin* CO 

mithin  hat  man  im  ersten  Falle 

B  =  Q^, 

im  zweiten 

Die  Radien  der  beiden  Hyperbeln  bestimmen  also  die  Krüm- 
mungshalbmesser der  Normalschnitte  nach  demselben  Gesetze 
wie  es  vorhin  die  Ellipse  getan  hat,  nur  gehören  zu  der  einen 
Hyperbel  Normalschnitte  mit  positivem,  zur  andern  solche  mit 
negativem  Krümmungshalbmesser. 

Der  konkav-konvexe  Punkt  führt  daher  auch  den  Namen 
eines  hyperholischen  Funides  der  Fläche. 

Der  Übergang  von  der  einen  Hyperbel  zur  andern  erfolgt 
bei  stetiger  Drehung  des  Normalschnittes  durch  die  gemein- 
samen Asymptoten  der  Hyperbeln  (17),  deren  Gleichungen 
lauten: 


f-±l/- 


JBg 


li. 


diesen   entsprechen   also  Normalschnitte  mit  unendlich  großem 
Krümmungsradius;    die  Asymptoten  als  Tangenten  dieser  Nor- 
malschnitte heißen  Inflexions-  oder  auch  Haupt-  Fig.  us. 
tangenten  der  Fläche  im  Punkte  J/;   die   erstere 
Bezeichnung    rührt   daher,   daß    die    betreffenden 
Normalschnitte    in    M  Wendepunkte    aufweisen. 
3)    Ist    einer    der    Hauptkrümmungsradien, 
z.  B.  J?,,  unendlich  groß,  so  heißt  die  Eulersche 

Formel: 

1        cos-to 
*  R  ^    ^^' 

Man  konstruiere  dann  in  der  Tangentialebene  das  Linien- 
paar (Fig.  118) 


(18) 


1  = 


Br 


für  einen  Halbmesser  q  dieses  Linienpaares,   der   zur  a;-Achse 
unter  dem  Winkel  oj  geneigt  ist,  erhält  man: 

1  cos  -  (I) 
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SO  daß  wie  in  den  beiden  früheren   Fällen: 

Dieser  Sachverhalt  entspricht  dem  in  209,  (11)  besprochenen 
Grenzfalle.  Weil  ein  Paar  paralleler  Linien  als  degenerierte 
Parabel  sich  auffassen  läßt,  so  nennt  man  einen  Flächenpunkt 
von  dieser  Beschaffenheit  einen  paraholischcn  PiinJct. 

Das  in  der  Tangentialebene  konstruierte  Gebilde  (16), 
(17)  oder  (18),  weil  es  die  Krümmungsverhältnisse  der  Normal- 
schnitte anzeigt,  wird  nach  seinem  Urheber  die  Dupinsclic 
hulihatrix  des  betreffenden  Punktes  genannt. 

211.  Eine  andere  Auffassung  der  Indikatrix.  Tan- 
gentialschnitt  einer  Fläche.  Die  Indikatrix  gestattet  noch 
eine  andere  Auffassung,  welche  hier  kurz  entwickelt  werden 
soll,  weil  sie  geeignet  ist,  in  die  Natur  der  verschiedenen  Arten 
von  Flächenpunkten  noch  genaueren  Einblick  zu  gewähren. 

Wird  der  Flächenpunkt  M  zum  Ursprung,  seine  Tangen- 
tialebene zur  a:t/- Ebene  gewählt,  und  ist  z  von  hier  aus  nach 
der  Maclaurinschen  Formel  entwickelbar,  so  beginnt  die  Ent- 
wicklung, da  bei  dieser  Annahme  p  =  Q,  q  =  0  ist,  wie  folgt: 

(19)  z=l  (:rx'^+2sxy  +  ff)  +  s', 

werden  x,  ij  als  Größen  erster  Kleinheitsordnung  aufgefaßt,  so 
ist  z  von  der  zweiten  und  s  von  der  dritten  Ordnung. 

Mit  Weglassung  von  £  stellt  die  Gleichung  (19)  ein  (ellip- 
tisches oder  hyperbolisches)  Paraboloid  dar,  das  mit  der  Fläche 
im  Punkte  M  eine  Berührung  erster  Ordnung  hat  (148). 

Führt  man  in  der  xy-^hene  Polarkoordinaten  ein  und 
setzt  demgemäß 

X  =  Q  cos  CO,         y  =  Q  sin  co, 

so  verwandelt  sich  (19)  in: 

v  =  r  cos^  CO  4-  2  s  cos  a  sin  a  -\-  t  sin^  co  -\ r ; 

wird  nun  das  Koordinatensystem  noch  derart  angeordnet,  daß 
die  yz-  und  ^^-Ebene  mit  den  Hauptnormalschnitten  zusammen- 
fallen, so  verschwindet  s  und  geht  r  über  in  ^  ,  t  m  t,  >  so 
daß  die  letzte  Gleichung  lautet: 

2z        C08*ci)    ,    sin^cö    1^  ^* 
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Gibt  man  z  einen  konstanten  Wert  x  von  der  Kleinheits- 
ordnnng  des  q^  und  vernachlässigt  rechts  die  Größe  erster 
Kleinheitsordnung  —^  neben  den  endlichen  Gliedern,  so  stellt 
fi.yr>.\  i^H         cos-cij        sin -CO 

^    '  Q^  ^  L\  "*"  7?; 

die  Polargleichung  der  Schnittkurve  der  Ebene  3  =  x  mit  der 
gegebenen  Fläche  (präziser:  der  Projektion  dieser  Schnittkurve 
auf  der  J?/-Ebene)  dar,  jedoch  mit  Unterdrückung  von  Gliedern, 
welche  neben  den  beibehaltenen  als  irrelevant  zu  betrachten 
sind.  Das  durch  (20)  dargestellte  Gebilde  ist  aber  dem  in  den 
Gleichungen  (16),  (17),  (18)  enthaltenen  äJinlich  in  bezug  auf 
den  Mittelpunkt  als  Ahnlichkeitszentrum,  wobei  zu  bemerken 
ist,  daß  in  dem  mittleren  dieser  drei  Fälle  das  k  der  Glei- 
chung (20)  einmal  einen  positiven,  einmal  den  gleichgroßen 
negativen  Wert  erhalten  muß. 

Es  darf  jedoch  nicht  übersehen  werden,  daß  die  Gleichung 

(20)  nur  für  die  nächste  Umgebung  von  M  Geltung  hat;  sie 
darf  auf  den  ganzen  Schnitt  der  Ebene  z  =  z  mit  der  Fläche 
nur  dann  ano-ewendet  werden,  wenn  derselbe  eine  sehr  geringe 
Ausdehnung  hat,  wie  dies  bei  elliptischen  Punkten  zutreffen 
wird;  in  den  anderen  Fällen,  die  sich  bei  hyperbolischen  und 
parabolischen  Punkten  ergeben,  charakterisiert  sie  bloß  den 
dem  Punkte  M  zunächst  liegenden  Teil  des  Schnittes. 

Mit  diesen  Einschränkungen  darf  man  den  Satz  aussprechen, 
daß  der  Durchschnitt  einer  h'ummen  Fläche  mit  einer  zur  Tan- 
gentialebene in  31  parallelen  und  ihr  sehr  nahen  Ehene  eine  der 
DupinscJicn  Indikatrix  ähnliche  Figur  sei. 

Man  pflegt  diesen  Durchschnitt  auch  als  Indikatrix  des 
Punktes  M  zu  bezeichnen. 

Kehren  wir  nochmals  zu  der  entwickelten  Flächen- 
gleichung (19j: 

zurück.     Setzt  man  darin  ^  =  0,  so  ist 

(21)  0  =  rx^  +  2sxy  +  tir  +  2« 

die  Gleichung  des  Schnittes  der  Fläche  mit  der  ü:«/-Ebene, 
d.  i.  mit  der  Tan<;entialebene  im  Punkte  M. 
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Nach  den  Darlegungen  in  165  ist  für  diesen  Schnitt  der 
Punkt  M  ein  Doppelpunkt,  und  zwar  ein  Knotenpunkt,  wenn 

also  wenn  .1/  ein  hyperbolischer  Punkt  ist;  die  Tangenten  in 
ihm  fallen  mit  den  Asymptoten  der  Indikatrix  ZAisammen,  weil 
die  Gleichung,  welche  diese  Tangenten  bestimmt,  d.  i. 

rx^  +  2sxi/  -f  ty-  =  0, 

das  Unendlichwerden  von  li  zur  Folge  hat  (209,  (12)). 

Der  Punkt  M  ist  für  die  Schnittkurve  ein  isolierter  Punkt^ 
wenn 

rt  -S'>0, 

d.  h.  wenn  M  ein  elliptischer  Punkt  ist.  Da  hier  alle  Be- 
dingungen für  ein  Extrem  der  Funktion  z  erfüllt  sind,  so  ist 
der  Wert  z  =  0,  den  sie  in  31  hat,  ein  Maximum  oder  ein 
Minimum,  je  nachdem  die  benachbarten  Werte  0  negativ  oder 
positiv  sind. 

In  dem  Grenzfalle 

rt  -  s-  =  0, 

der  einen  parabolischen  Punkt  anzeigt,  kann  der  Schnitt  (21) 
in  M  eine  Spitze,  Selbstberührung  oder  auch  einen  isolierten 
Punkt  mit  reeller  Tangeute  aufweisen.  Ist  die  Fläche  ab- 
wickelbar (198,  (23)),  so  hat  die  Tangentialebene  mit  ihr  eine 
Erzeugende  gemein,  die  zweifach  gezählt  als  Durchschnitt  der 
Tangentialebene  mit  der  Fläche  anzusehen  ist. 

212.  Bestimmung  der  Hauptnormalschnitte  und 
Hauptkrünimungsradien.  Um  für  einen  beliebigen  Punkt 
einer  gegebenen  krummen  Fläche  die  Lage  der  Hauptnormal- 
schnitte und  die  Größe  der  Hauptkrümmungsradien  zu  be- 
stimmen, gehen  wir  von  dem  allgemeinen  Ausdruck  209,  (8) 
für  die  Krümmung  eines  Normalschnittes: 

.^xN  1    r  C08*a -f  2SC08  a  CO8/J -f  <C08*/? 

aus  und  stellen  die  Bedingung  für  deren  extreme  Werte  auf; 
dabei  ist  zu  beachten,  daß  die  Winkel  ß,  ß,  die  allein  bei  der 
Drehung  des  Normalschnittes  um  die  Normale  der  Fläche  sich 
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ändern,  nicht  unabhängig  voneinander  sind,  daß  sie  vielmehr 
der  aus  207,  (4)  resultierenden  Bedingung 

(23)         cos-  a  +  cos-  ß  -f  Qj  cos  a  +  q  cos  ßf  -1=0 
zu  genügen  haben. 

Setzt  man  zur  Abkürzung  die  positive  Quadratwurzel 

(24)  |/^7:^2-:^l==^,.^ 

so  handelt  es  sich  also  um  die  relativen  Extreme  der  Funktion 
-^  mit  der  Nebenbedingung  (23),  und  dies  kommt  nach  125 
auf  die  Untersuchung  der  absoluten  Extreme  von: 
r  Cos-  «  +  2s  cos  a  cos  ß  -\-  t  cos-  ß 
—  A[cos-  a  +  cos^  ß  4-  (^j  cos  a  -\-  q  cos  ßf  —  1] 
zurück,   wobei   l  einen   noch   unbestimmten   Multiplikator   be- 
deutet.    Die  Bedingungen  für  ein  absolutes  Extrem  sind  aber: 
I  r  cos  a  -f-  ^'  cos  /j  =  /.[(l  +  j;-)  cos  cc  -f  pq  cos  ßl 
I .s  cos  a  +  t  cos  ß  =  Ä[(l  -f-  2")  cos  ß  +  pq  cos  «]; 

daraus  ergibt   sich  durch  Elimination  von  k  die  in  bezug  auf 
cos  a,  cos  ß  homogene  quadratische  Gleichung: 
r2ß'         |[(l+i>"-;^— i^2>-]cos-a-[(l-f(/2)r— (l-|-;)2)^]cosacos/? 
^'    ^         \  -[{l^q^)s-pqt'\co^^ß  =  0, 

durch  welche  die  Lage  der  Hniiptnormalsehnitte  charakterisiert 
ist.  Die  Gleichung  gibt  nämlich  zwei  Werte  für  den  Quo- 
tienten 

dji 
cos  ß        ds        dy 
cos  a        dx        dx ' 
ds 

und  diese  bestimmen  die  Richtungeu  der  Projektionen  der 
Tangenten  an  die  Hauptnormalschnitte  in  der  a:t/-Ebene;  da- 
durch sind  die  Tangenten  selbst  und  mit  Zuziehung  der  Flächen- 
normale endlich  die  Hauptnormalebenen  gegeben. 

Die  Bedeutung  des  Multiplikators  X  findet  sich  aus  den 
Gleichungen  (25),  wenn  man  die  erste  mit  cos  a,  die  zweite 
mit  cos  ß  multipliziert  und  darauf  die  Summe  bildet;  vermöge 
(22)  und  (23 j  erhält  man: 

'r' 
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Setzt  mau  diesen  Wert  in  (25)  ein  und  ordnet  wie  folgt: 
{r  li  —  (1  -\-  p^)iv]  cos  a  -\-  {.s7?  —  pqw]  cos  ß  =  0, 
{sJi  -P'jir)  cos«  +  {/7^  —  (1  +  </)?r}  cos /3  =  0, 

so  liefert  die  Elimination  von  cos  a,  cos  ß  die  in  bezug  auf  R 
quadratische  Gleichung : 

(27)      {rt-s^)R'-\(\+q-)>--2pqs-i-(l+2r)t]>rri  +  iv'  =  0, 

welche,  da  sie  aus  den  Bedingungen  für  die  Extreme  von  -^ 
hervorging,  die  Größe  der  Hauptkriimmuugslialhmesser  bestimmt. 

Das  Vorzeichen  des  Produktes  der  Hauptkrümmungsradien 
stimmt  vermöge  dieser  Gleichung  mit  dem  Vorzeichen  von 
rf  —  s-  überein  und  es  wird  wenigstens  einer  der  Radien  un- 
endlich, wenn  rt  —  s^  Null  ist.  Aus  dieser  Bemerkung  lassen 
sich  die  drei  Arten  von  Flächenpuukten  (209 — 210)  aufs  neue 
ableiten. 

Man  kann  den  beiden  Gleichungen  (26)  und  (27)  mittels 

folgender  Substitutionen  eine  einfache  Form  erteilen;  setzt  man 

nämlich 

A    —  (1  +  q')r  —  pqs  .     _  (1  +  q^)s  —  pqt 

^      ^  j,   _  {l-\-p*)s—  pqr  j.   __  (1  +p^)t  —  pq8 

so  schreibt  sich  die  Gleichung  (26): 

(26*)     i?j  cos^  a  -  (Ji  -  B^)  cos  «  cos  ^  -  Ä.^  cos^  /3  =  0 

und  die  Gleichung  (27): 

(27*)  ^^   ^^   R'-iA,  +  B,)Ri-l=0. 

An  dieser  Form  läßt  sich  leicht  erweisen,  daß  beide 
Gleichungen  immer  reelle  Wurzeln  ergeben.  Es  ist  nämlich 
die  Diskriminante  der  er.sten  Gleichung: 

die  der  zweiten: 

(A,  +  B,f  -  4{A,  B,  -  AJ\)  =  (A,  -  B,f  +  4.A,B,  =  D, 
die  Diskriminanten  stimmen  also  überein,  und  hat  man  nach- 
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gewiesen,  daß  D  positiv  ist,  so  folgt  daraus  die  Realitilt  der 
Wurzeln  beider  Gleichungen.     Nun   ergibt  sich  aus  (28),   daß 

(1  +ir)A,  -  (1  +  2-)^i  =  ,'3  {(1  +  a')inr-  {.l+ir)pat] 

(A  -  B,)pq  =  ^3  {(1  +  r)pqr-  (1  +i?>g^}, 

daher  ist 

(1  +]f}Ä,  =  a  +  q')B,  +  (.1,  -  B.^pq 

und  infolgedessen 

(1  +  2)^)7)  =  (1  -\'P'){A,  -  5,)^  +  4(1  +  q')B,' 
(29)  +  A:pq{Ä,  -  B,)B, 

=  U,  -  BJ'  +  \p(Ä,  -  B,)  +  2qB,Y  +  4J5,2; 

es  läßt  sich  also  (1  -\-  ir)D  als  Summe  dreier  Quadrate  dar- 
stellen und  darum  ist  auch  D  eine  positive  Größe. 

213.  Analytische  Charakterisierung  der  Nabel- 
punkte. Ein  Xalelpunlt  ist  dadurch  gekennzeichnet,  daß  sich 
für  ihn  keine  Bestimmung  der  Hauptnorraalschnitte  ergibt;  die 
Gleichung  (26)  versagt  aber  nur  dann,  wenn  die  Koeffizienten 
einzeln  verschwinden,  wenn  also: 

{li-2J')s-pqr  =  0,  (l  +  r/)r- (1+^)2)^  =  0,  a  +  q')s-pqt==0 
oder 

ist. 

Man  kommt  zu  diesem  Resultate  auch  von  der  Gleichung 
(27)  aus,  da  man  einen  Nabelpunkt  auch  als  einen  Punkt  mit 
gleichen  Hauptkrümmungsradien  definieren  kann.  Die  Gleich- 
heit der  Wurzeln  erfordei-t  aber  das  Verschwinden  der  Deter- 
minante und  dieses  erfolgt  nach  (29)  mit 

^1  =  B^,         ^1  ==  Ö, 
was  unter  Bezugnahme  auf  (28)  tatsächlich  wieder  zu  den  Be- 
ziehungen (30)  führt. 

Die  beiden  letzten  Gleichungen  haben  aber  auch 
A,  =  0 

zur  Folge;  wenn  sie  also  erfüllt  sind,  so  verschwinden  sämt- 
liche Koeffizienten  von  (26*)  und  man  kommt  so  wieder  zum 
ersten  Prinzip  zurück. 
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Aus  (30)  lassen  sich  im  allgemeinen  zwei  voneinander 
unabhängige  GUnohnngen  formieren;  jede  derselben  stellt  eine 
Eläche  dar,  und  diese  zwei  Flächen  in  Verbindung  mit  der 
gegebenen  Fläche  bestimmen  die  Nabelpunkte  der  letzteren,  so 
daß  es  deren  in   der  Regel  nur  eine  beschränkte  Anzahl  gibt. 

Wenn  jedoch  die  Beziehungen  (30)  sich  auf  eine  einzige 
Gleichung  reduzieren,  so  hat  die  gegebene  Fläche  eine  Nahel- 
punl'tlinie,  und  sind  sie  identisch  erfüllt,  so  sind  alle  Punkte 
der  Fläche  Nabelpunkte  (die  Kugel). 

214.  Beispiele.  1)  Es  sind  die  Hauptnormalschnitte 
und  Hauptkrümmungsradien  für  einen  Punkt  einer  Rotations- 
fläche zu  bestimmen. 

Wie  in  187,  4  gefunden  worden,  ist 

die  allgemeine  Gleichung  der  Rotationsflächen,  wenn  man  die 
Rotationsachse  zur  ^- Achse  eines  rechtwinklio;en  Koordinaten- 
Systems  wählt.     Setzt  man  vorübergehend 

so  ergibt  sich  durch  sukzessive  Difi'erentiation: 

da  aber  bei  einer  Rotationsfläche  alle  Punkte  eines  Parallel- 
kreises gleiche  Krümmungsverhältnisse  aufweisen,  so  wird  man 
zweckmäßig  den  Punkt  so  wählen,  daß 

y  =  0,     folglich     u  =  X 

sei;  er  liegt  dann  in  dem  durch  die  ^^ä;- Ebene  bestimmten 
Meridian,  und  nunmehr  ist: 

P^f'ipc),         q  =  0 

r  =  rix),         s  =  0,         t^f^. 
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Hiermit  ergeben  sich  nach  Vorschrift  von  212,  (2G)  und 
(23)  zur  Bestimmung  der  Hauptnormalschnitte  die  Gleichungen: 
cos  u  cos  /3  =  0; 

{ 1  +  t'{^)']  cos-  a  -f-  cos-  /3  =  1 ; 

die  eine  Lösung  ist 

1 


cos  /3  =  0,       cos  u  = 


woraus      tg  a  =  f'{x)\ 


und  weil  hierdurch  die  Tangente  an  den  Meridian  im  Punkte  3/ 
(Fig.  119)  charakterisiert  ist,  so  bildet  der  Meridian  den  einen 
Hauptnormal schnitt;  der  andere  berührt,  wie 
dies  auch  die  zweite  Lösung 

cos  a  =  0 

cos  /3  =  1 
bestätigt,  den  Parallelkreis  des  Punktes  J/ 
in  M. 

Die  Frage  nach  den  Hauptkrümmungs- 
radien ist  damit  schon   erledigt,  ohne  daß 
man  es  nötig  hat,  die  Gleichung  (27)  heranzuziehen;  der  eine, 
J?j,  ist  der  Krümmungshalbmesser  des  Meridians,  also 

{i  +  r(x)*}i_ 


A- 


f"{^) 


und  da  sich  nach  dem  Satze  von  Meusnier  der  Krümmungs- 
mittelpunkt ^2  d^s  zweiten  Hauptschnittes  auf  die  Ebene  des 
Parallelkreises  in  dessen  Krümmungsmittelpunkt,  also  in  den 
Mittelpunkt  cog  projiziert,  so  fällt  5io  notwendig 
in   die  Rotationsachse,  mithin  ist 


-Rg  =  -^^^2 


jc^ xYr-irf'{xY 

sin  a  f  (x) 

Für  den  Punkt  x  =  0,  y  =  0  werden  die 
Diflferentialquotienten  p,  q  .  .  .  unbestimmt  und 
die  Gleichung  (26)  illusorisch;  der  Punkt,  in 
welchem  die  ^-Achse  die  Rotationsfläche  schnei- 
det, ist  in  der  Tat,  sofern  er  reell  ist,  ent- 
weder ein  Nabelpunkt  oder  ein  siugulärer  Punkt. 

Läßt  man  beispielsweise  die  Parabel  Z'  =  2ax  -f  2a^  um 
die  4; -Achse  rotieren  (Fig.  120),  so  entstehen  in  der  ^r- Achse 
singulare  Punkte  P,  Q;  der  Scheitel  S  tritt  aber  auf  der  Fläche 
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als  Xabelpunkt  auf,  weil  7i\  ^  I\»  =  a  (160,  1))  ist;  die  Fläche 
hat  somit  eineu   Parallelkreis  von  Nabelpunkten. 

2)  Für  eineu  Punkt  des  geraden  Scbraubeukonoids  (1^0,  2)) 

2  =  b  Are  tor  -^ 

die  Hauptkrümmungsradien  zu  bestimmen. 

An  der  zitierten  Stelle   ergaben   sich  für  die  Differential- 
quotienten die  Ausdrücke: 

by  bx 

■'              X-  -\-  y-'  ■'        a;*  -|-  y^ 
2bxy                 b{x^ — i/*)  2bxy 

trägt  man  sie  in  die  Gleichung  212,  (27)  ein,  so  lautet  diese: 


fe'       7?2  ,  (^'  +  2/'  +  0'_n. 


sie  ist  rein  quadratisch  und  gibt 

-^x,2  =  ±         y 

In  jedem  Punkte  der  Weudeltiäche  sind  also  die  beiden  Haupt- 
krümmungsradien gleich  und  entgegengesetzt  gerichtet;  die 
Indikatrix  besteht  daher  aus  zwei  gleichseitigen  konjugierten 
H\perbeln;  die  Haupttangenten  sind  demzufolge  aufeinander 
senkrecht.  Die  eine  der  Haupttangenten  fällt  mit  der  gerad- 
linigen Erzeugenden  durch  den  Punkt  31  zusammen,  die  andere 
ist  die  zu  ihr  normale  Flächentangeute. 

3)  Es  sollen  die  Nabelpunkte  des  dreiachsigen  Ellipsoids 

::+|  +  'sJ-l  (a>h>c) 

bestimmt  werden. 

Zur  Bestimmung   der  Differentialquotienten   ergeben   sich 
durch  sukzessive  Differentiation  die  Gleichungen: 


(A) 


f  X          zp 

=  0 

y     s^'l 
b'  "^   c* 

=  0 

a^^  c^  ^   c' 

=  0 

PI    ,    ^« 
c^  "^  c* 

=  0 

1    ^    .i 

ö*  ^  c*  ^  c^ 

=  0 
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daraus  folgt 

'  =  -  zW-^n^   ^  =  - T'    ^  =  - tU^  +  n 

Die  Nabelpunkte  haben  laut  (30)  den  beiden  Gleichungen 

{l-\-p-)s—      pqr       =0 

zu    genügen,    welche    auf    den    vorliegenden    Fall    angewendet 
lauten: 

^3  =  0. 

Von  den  zwei  Lösungen  der  zweiten  Gleichung  ist  ^)  =  0 
zu  verwerfen,  weil  in  diesem  Falle  die  erste  für  q  keinen  reellen 
Wert  zuläßt. 

Hingegen  gibt  für  g  =  0  die  erste  Gleichung 

_  _^    c  -,/a^—b^ 

p  —  ^ \.  y ij-i _c^'-> 


a 


diese   Werte    von    p,   q    in    die    Gleichungen    (Aj    eingetragen 

führen  zu: 

y  =  Q 


X    ,     s  -t  /a*  —  b-       , 


und  nimmt  man  die  Gleichung  der  Fläche  hinzu,  so  findet  sich 
zur  Bestimmung  von  o;,  z  weiter  die  Gleichung: 

Daraus  ergeben  sich  schließlich  die  Lösungen: 

-,  /ßüZI  5«  -|  /b^^—  c- 

durch  welche  vier  Punkte  in  der  ^■aj-Ebene  bestimmt  sind. 

Das  dreiachsige  Ellipsoid  besitzt  also  vier  Nabelpunkte; 
sie  liegen  in  dem  Hauptschnitte  mit  der  größten  und  kleinsten 
Achse,  und  weil  für  sie 

a;2  +  ^2  _  ^2  ^  ^2  _  1-2^ 

so  werden  sie  aus  diesem  Hauptschnitte  durch  einen  ihm  kon- 
zentrischen Kreis  vom  Radius  Ya^  -\-  c^  —  h-  ausgeschnitten. 
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Die  Indikatrix  eiues  Nabelpunktes  (211)  ist  ein  Kreis, 
hei  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  in  aller  Strenge;  parallele 
Schnitte  einer  solchen  Fläche  sind  ähnlich;  daher  bestimmen 
die  Tangentialebenen  in  den  Nabelpunkteu  des  Ellipsoids  die 
Stellung  der  beiden  Scharen  seiner  Kreisschnittebenen. 

215.  Sphärische  Abbildung  und  Krümmungsmaße 
einer  Fläche.  Den  verschiedenen  Abbildungsweisen  einer 
Kaumkurve  auf  die  Einheitskugel,  durch  Vermittlung  der  Tan- 
genten, der  Haupt-  und  der  Binormalen,  läßt  sich  eine  Ab- 
bildung krummer  Flächen  an  die  Seite  stellen;  zu  ihrer  Ver- 
mittluns  eignen  sich  die  Xormalen  der  Fläche.  Hat  man  eine 
Festsetzung  über  die  positive  Normalenrichtung  getroffen  und 
zwar  so,  daß  bei  stetiger  Bewegung  des  Flächenpunktes  auch 
die  positive  Normale  ihre  Richtung  stetig  ändert,  und  ordnet 
man  einem  Punkt  der  Fläche  den  Endpunkt  des  seiner  posi- 
tiven Normale  gleichgerichteten  Radius  der  um  den  Ursprung 
beschriebenen  Einheitskugel  zu,  so  ergibt  sich  eine  punktweise 
sphärische  Ahhildung  der  Fläche.  Sie  bedeckt  die  Kugel  ein- 
fach, wenn  es  auf  der  Fläche  keine  zwei  Punkte  mit  gleich- 
gerichteten positiven  Normalen  gibt;  im  andern  Falle  kann 
die  Kusel  an  manchen  Stellen  oder  durchwegs  zwei-  oder  mehr- 
fach  bedeckt  sein.  Im  allgemeinen  bedeckt  die  sphärische  Ab- 
bildung eines  Flächenstücks  oder  einer  ganzen  Fläche  wieder 
ein  Stück  oder  die  ganze  Oberfläche  der  Kugel;  eine  Ausnahme 
bilden  die  abwickelbaren  Linienflächen;  da  hier  die  positiven 
Normalen  längs  einer  Erzeugenden  gleichgerichtet  sind,  so  er- 
geben sie  im  sphärischen  Abbild  nur  einen  Punkt,  die  Fläche 
nur  eine  Linie.  Um  Beispiele  anzuführen:  Das  sphärische  Ab- 
bild eines  EUipsoids  ist  die  Kugeloberfläche,  das  eines  ein- 
sehaligen  Rotationsellipsoids  eine  Zone,  das  eines  zweischaligen 
Rotationshyperboloids  besteht  aus  zwei  Kalotten,  das  eines 
Zylinders  ist  ein  größter  Kugelkreis  (oder  ein  Teil  eines  solchen), 
das  eines  Rotationskegels  ein  Nebenkreis. 

Sind  X,  y,  z  die  Koordinaten  eines  Flächenpunktes  M\ 
X,  Y,  Z  die  Richtungskosinus  der  zugehörigen  positiven  Nor- 
male, so  sind  X,  Y,  Z  auch  schon  die  Koordinaten  seines 
sphärischen  Bildes  9JJ. 


l 
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Von  der  spliärisclien  Abbildung,  die  Gauß  als  ein  wich- 
tiges Untersuchungsmittel  in  die  Flächentheorie  eingeführt  hat, 
soll  hier  zur  Gewinnung  eines  fundamentalen  Begriös  Gebrauch 
gemacht  werden. 

Bisher  ist  nur  von  der  Krümmung  von  Linien  auf  Flächen, 
nicht  aber  von  der  Krümmung  der  Flächen  selbst  gesprochen 
worden.  Nach  allgemeiner  Vorstellung  wird  die  Krümmung 
eines  Flächenstücks  nicht  von  seiner  Größe  allein,  sondern  auch 
von  der  Stärke  der  Richtungsänderung  der  positiven  Normale 
innerhalb  desselben  abhängig  sein;  je  stärker  diese  Änderung, 
desto  grüßer  wird  —  sofern  es  sich  nicht  um  eine  abwickel- 
bare Fläche  handelt  —  das  sphärische  Abbild  des  Flächen- 
stücks ausfallen;  darum  bezeichnet  Gauß  den  Inhalt  dieses 
sphärischen  Abbilds  als  die  ganze  Krümmung  des  Flächenstücks. 

Läßt  man  das  Flächenstück  durch  allseitige  Kontraktion 
seines  Randes  einem  ihm  angehörenden  Punkt  M  als  Grenze 
sich  nähern,  so  zieht  sich  auch  sein  sphärisches  Abbild  immer 
enger  zusammen  und  nähert  sich  dem  sphärischen  Bild  9)1  von 
M  als  Grenze;  der  Quotient  aus  der  zweiten  Große  durch  die 
erste  konvergiert  aber  im  allgemeinen  gegen  eine  bestimmte 
Grenze  und  diese  bezeichnet  man  als  das  Krümmungsmaß  der 
Fläche,  mit  Betonung  des  Urhebers  dieses  Gedankengangs"-^^) 
auch  als  das  Gaußsche  Krümmungsmaß.  Es  ist  dies  eine  natur- 
gemäße Übertragung  des  Begriffs  der  Krümmung  einer  ebenen 
und  der  Flexion  einer  Raumkurve  auf  Flächen. 

Die  folgende  Erwägung  führt  dazu,  daß  das  Krümmungs- 
maß als  eine  relative  Größe  aufzufassen  ist.  Läßt  man  einen 
Punkt  den  Rand  des  Flächenstücks  in  einem  bestimmten  Sinne 
durchlaufen,  so  wird  auch  das  Bild  des  Punktes  den  Rand  des 
sphärischen  Abbilds  des  Flächenstücks  durchlaufeil  und  zwar 
entweder  in  demselben  oder  in  entgegengesetztem  Sinne.  Man 
kann  nun  festsetzen,  daß  dem  ersten  Fall  ein  positives,  dem 
zweiten  ein  negatives  Krümmungsmaß  entsprechen  soll.  Wie 
diese  Zuordnung  mit  den  bisherioren  Ergebnissen  zusammen- 
hängt,  wird  die  analytische  Durchführung  des   Gedankengangs 


*)  Disquisitiones    generales    circa    superKcies    curvas,    1828,    art.  6 
(Werke  Bd.  8). 

Cz  üb  er,  Vorlesungen.    1.    3.  Aufl.  37 
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zeigen,    die    hier    nicht    in  voller  Allgemeinheit,    sondern  unter 
vereinfachenden  Annahmen  geschehen  soll. 

Das  Flächenelement  sei  an  den  Punkt  3f(x/y/2)  so  an- 
geschlossen, daß  es  sich  in  der  a://-Ebene  in  ein  rechtwinkliges 
Dreieck  mit  den  Eckenkoordinateu 

x  \  !f-     X  +  dx  \  y;     x  \  y  -\-  dy 
projiziert;  der  Inlialt  dieser  Projektion  ist       dxdy. 

Als  Projektion  des  zugehörigen  sphärischen  Abbildes  kann 
dann  —  mit  Außerachtlassunor  von  Größen  höherer  Ordnung  — 
das  Dreieck  mit  den  Eckenkoordiuaten 


X 


X  -\-  ^     dx 

ex 


1  +  -^^  dx] 


'  dx  \  dx 

angesehen  werden;  der  Inlialt  dieser  Projektion  ist 


X+g^d!/ 


^  +  '^j''>J 


X     Y  1 
cXBY^ 

dx  dx 
dXdY  ^ 


dy   dy 


.     j  l/dXdY       dXcY 

dx  dy  =    -    2^  -w ^^  -X 

^        2  \dx   dy        cy   dx 


dxdy. 


Da  das  Flächenelement  und  seiu  Abbild  als  in  den  parallelen 
Tangentialebenen  einerseits  der  Fläche  in  M,  anderseits  der 
Kugel  in  S)l  liegend  erachtet  werden  können,  ist  ihr  Größen- 
verhältnis gleich  dem  Verhältnis  gleichnamiger  Projektionen; 
mithin  ergibt  sich  für  das  Krümmungsmaß  K  der  folgende 
Ausdruck: 

a^x  dY 

cy   dx 


K  = 


cXdY 


Nun  folgen  aus 

X=^ 

tv 

die  Ableitungen 


dx  dy 


iv=yp'-\-q'+l 


dX^  (1+  q^r  ^IHS  3^  _  ^1+ JP*' ^  —  ^Vl 

ex  ?t-*  '         dx  w^ 

dX  ^  (1  -f  (i^)s—  pqt  dY  ^  (1  +  p*)t  —  pqs 

dy  w'  '        dy  w^ 

und  daraus 

rt  —  s- 


(31) 


K  = 


mit  bezug  auf  die  Gleichung  (27)  heißt  dies  aber,  daß 
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Das  (raußsclie  Kniuimungsmaß  einer  Fläche  in  einem  ihrer 
Punkte  stellt  sich  hiernach  als  das  ProduJct  der  in  diesem  PunJcte 
herrschenden  HaHiithriimmungen  dar. 

Im  Zusammenhalte  mit  der  oben  getroffenen  Festsetzung 
über  das  Vorzeichen  des  Krümmungsmaßes  ergibt  sich  nun, 
daß  positive  Krümmung  in  einem  elliptischen,  negative  Krüm- 
mung in  einem  hyperbolischen  und  die  Krümmung  Null  in 
einem  parabolischen  Punkte  stattfindet.*) 

Als  mittlere  Krümmung  einer  Fläche  in  einem  ihrer  Punkte 
bezeichnet  man  die  Summe  (oder  auch  das  arithmetische  Mittel) 
der  beiden  Hauptkrümmungen.  An  der  ersten  Erklärung  fest- 
haltend hat  man  dafür  den  Ansatz: 

(33)  ^  -  i  +  i 

und  mit  Beziehung  auf  (27)  den  analytischen  Ausdruck: 

(34)  ^  _    1  +  q^-)r  -  2pqs  +  (1  +  P')t 

216.  Flächen  mit  besonderen  Krümmungseigen- 
schaften. Nicht  das  geometrische  Interesse  allein,  auch 
Probleme  der  Mechanik  und  Physik  haben  zum  Studium  von 
Flächen  Anlaß  gegeben,  die  in  ihrem  ganzen  Verlaufe  gewisse 
Eigenschaften  in  bezug  auf  Krümmung  aufweisen.  Zwei  Gat- 
tungen solcher  Flächen  sollen  hier  Erwähnung  finden:  Flächen 
von  konstantem  Krümmungsmaß  oder  kurz  von  konstanter 
Krümmung  und  Flächen  von  konstanter  mittlerer  Krümmung. 


*)  Da  es  in  gewissem  Sinne  der  üblichen  Vorstellung  widerstrebt, 
in  einem  parabolischen  Punkte,  also  in  allen  Punkten  einer  developpablen 
Fläche  von  der  Krümmung  Null  zu  sprechen,  während  die  Fläche  doch 
tatsächlich  „gekrümmt"  ist,  hat  F.  Casorati  vorgeschlagen,  die  Größe 

9  (  p~s  ~l~  1?  *)  ^^^  Krümmungsmaß  schlechtweg  einzuführen.  Ent- 
standen ist  diese  Größe  aus  folgender  geometrischen  Betrachtung.  Man 
beschreibe  um  M  in  seiner  Tangentialebene  einen  infinitesimalen  Kreis, 
ziehe  in  den  Endpunkten  eines  Radius  die  Flächennormalen,  bestimme 
deren  infinitesimalen  Winkel  und  trage  sein  Bogenmaß  auf  ebendem- 
selben Radius  ab.  Indem  man  sich  dies  an  allen  Radien  ausgeführt 
denkt,  entsteht  um  M  eine  geschlossene  Figur  und  das  Verhältnis  ihres 
Inhalts  zu  dem  Inhalte  des  Kreises  ist  das  augeführte  Casoratische 
Krümmungsmaß.     Vgl.  Acta  mathem.,  Bd.  14  (1890). 

37* 
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I.  Flärltrn  von  hmstanter  Krümmung.  Eine  Fläche 
s  ^  f(x^  y)  hat  durchwegs  die  Krümmung  /.',  wenn  sie  der 
D  i  fferentiftlglei  ehung 

genügt;  umgekehrt  führt  jede  Lösung  dieser  Differentialgleichung 

auf  eine   solche  Fläche.     Je  nachdem  die  Konstante  k  positiv 

oder  negativ  ist,  spricht  man  von  Flächen  konstanter  positiver, 

bzw.  negativer  Krümmung;   ist  k  =  0,   so  vereinfacht  sich  die 

Gleichung  zu 

rt  -s-  =  0 

und  kennzeichnet  nunmehr  die  abwickelbaren  Flächen  (198). 
Von  dem  allgemeinen  Problem  absehend  schränken  wir 
die  Frage  auf  Rotationsflächen  ein.  Soll  durch  Rotation  einer 
Kurve  y  =  f{x)  um  die  x- Achse  eine  Fläche  konstanter  Krüm- 
mung entstehen,  so  muß  das  Produkt  aus  dem  Krümmungs- 
radius und  der  begrenzten  Normale  für  alle  Punkte  denselben 
Wert  -r-  haben,  wobei  auf  die  Lagenbeziehung  der  beiden 
Strecken  Rücksicht  zu  nehmen  ist:  sind  y  und  y"  ungleich 
bezeichnet,  so  haben  beide  Strecken  in  bezug  auf  den  Kurven- 
punkt gleiche  Lage  —  das  entspricht  einem  positiven  /r;  sind 
y  und  y"  gleich  bezeichnet,  so  liegen  die  Strecken  auf  entgegen- 
gesetzten Seiten  des  Kurvenpunktes  —  das  entspricht  einem 
negativen  k.  Unter  allen  Umständen  gilt  für  solche  Kurven 
der  Ansatz: 
(35) 


Bei   positivem  k  bilden   die   einfachste,    an   sich  evidente 
Lösung  dieser  Differentialgleichung  Kreise  vom  Radius  r  =  — ^ , 

deren  Mittelpunkte  in   der  Ä;-Achse  liegen.     Die  Kugel  ist  die 
einfachste   Rotationsflüche   von    konstanter  positiver   Krümmung. 
Um  auch  eine  Rotationsfläche  konstanter  negativer  Krüm- 
mung kennen  zu  lernen,  stellen  wir  an  der  Kettenlinie  (134,  2)) 

folgende  Betrachtung  an.     Aus 
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berechnet  sieh 


ds 


[e" 


+  e    '')  dx, 


ein    Ausdruck,    der    durch    Differentiation    von  ^\e°'—e    "/ 

entsteht;  zählt  man  also  den  Bogen  von  Ä,  Fig.  121,  aus,  so 
daß  er  mit  x  zugleich  Null  wird,  so  pj    ^21 

ist  seine  Länge  y 

5  =  y  (e  '^  -  e~^)  ; 

mithin  besteht  die  Beziehung 

y'^  -  s~  =  a^ 

die  sich  geometrisch  darin  ausdrückt, 
daß  das  von  P  auf  die  Tangente  ge- 
fällte Lot  auf  ihr  die  Bogenlänge 
s=MQ  abschneidet  und  die  Länge  PQ  =  a  hat.  Infolgedessen 
beschreibt  der  Punkt  Q  die  von  Ä  ausgehende  Evolvente  der 
Kettenlinie,  deren  parametrische  Darstellung  lautet: 


1  =  X 


a  sin 


a  =  al  — --^ 


■j/a^+s^ 


T]  =  a  cos  a  = 


]/a«  +  s^' 


wenn  s  der  Parameter  ist;  durch  seine  Elimination  erhält  man 
die  explizite  Darstellung: 


|  =  aZ^-^ 


Ya^- 


Aus  dieser  Betrachtung  ist  unmittelbar  zu  entnehmen,  daß  das 
Produkt  aus  dem  Krümmungsradius  Q3I  und  der  begrenzten 
Normale  QN  den  konstanten  Wert  —  a^  hat  mit  Rücksicht 
auf  die  entgegengesetzte  Lage  beider  Strecken,  daß  also  die 
von    dieser  Kurve,    die    den   Namen  IraMrix   führt,    erzeugte 

Rotationsfläche  die  konstante  negative  Krümmung j  besitzt. 

Li  Hervorhebung  des  Gegensatzes  zur  Kugel,  die  eine  Rotations- 
fläche konstanter  positiver  Krümmung  ist,  hat  man  die  in  Rede 
stehende  Fläche  als  Pseudosphäre  bezeichnet. 
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Für  die  weiter  folgende  Untersuchung  sei  noch  angemerkt, 

daß  sich  für  die  Kettenlinie  mit  Hilfe  von  v"  =  7^  \c  "  4-  e  "  /  =  ^ 
der  Krümmungsradius 

^  a 

ergibt  und  daß  die  begrenzte  Normale  denselben  Ausdruck  hat. 
IT.    Flächen    mit    l'onstanter   mittlerer   Krümmung.      Eine 
Fläche   z  =  f{x,  y)    hat    in    allen   Punkten    die   mittlere  Krüm- 
mung m,  wenn  sie  der  Differentialgleichung 

(1  +  r)r  -  2  jjg.s +  (!  +  ;>»)  e 
^, =  m 

genügt;  umgekehrt  führt  jede  Lösung  dieser  Gleichung  auf 
eine  solche  Fläche.  Die  Konstante  m  kann  positiv,  negativ 
oder  Null  sein;  der  letzte  Fall,  dem  die  einfachere  Differential- 
gleichung 

{lJrcf)r-2pqs  +  {\  +p^)t  =  0 

entspricht,  ist  von  besonderem  Interesse;  die  entsprechenden 
Flächen  besitzen  durchwegs  gleiche  und  entgegengesetzte  Haupt- 
krümmungsradien und  heißen  Minimalflächen,  wegen  der  Eigen- 
schaft, daß  ihnen  bei  gegebener  Begrenzung  der  kleinste  Flächen- 
inhalt zukommt  fdoch  braucht  dies  nicht  für  ein  beliebig  ausge- 
dehntes  Stück  zu  gelten).  Um  gleich  bei  dieser  Flächengattung  zu 
bleiben,  sei  darauf  hingewiesen,  daß  in  214,  2)  die  identische 
Beziehung  li^  =  —  B^  von  der  gewöhnlichen  Schraubenfläche 
nachgewiesen  wurde  und  daß  sie  nach  der  Schlußbemerkung 
von  I.  auch  die  Rotationsfläche  auszeichnet,  die  bei  der  Um- 
drehung der  Kettenlinie  y  =  y^^"  '^  ^  ''  ^™  ^^®  a:- Achse  er- 
zeugt wird;  diese  zwei  Flächen  sind  also  Beispiele  von  Mini- 
malflächen, und  zwar  ist  die  erste  die  einzige  Regelfläche  mit 
Richtebene  und  die  zweite  die  einzige  Rotationsfläche  in  dieser 
Flächengattung. 

Bezüglich  der  Rotationsflächen  von  konstanter  mittlerer 
Krümmung  hat  Ch.  Delaunay  gezeigt*),  daß  ihre  Meridiane 
Rollkurven  sind,    dadurch  erzeugt,    daß  eine   Kegelschnittslinie 


*)  Journal  de  mathem.,  1«  ser.  6  (1891). 
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Fig.  122. 


auf  einer  Geraden  rollt  und  ein  Brennpunkt  der  beschreibende 
Punkt  ist.  Der  Beweis  hierfür  läßt  sich  mit  den  hier  vor- 
handenen Hilfsmitteln  in  folgender  Weise  führen. 

Die  Ellipse  Fig.  122  rolle  auf  der  Geraden  XX',  der  Brenn- 
punkt F  sei  der  beschreibende  Punkt,  A  der  momentane  Dreh- 
pol mit  den  Ivadienvektoren  r,  /  und  dem  Krümmungsmittel- 
punkt 0.  Der  Krümmungsmittelpunkt  5i  der  Rollkurve  in  F 
läßt  sich  dann  nach  der  in  161  ent- 
wickelten Konstruktion  und  der 
Krümmungsradius  q  nach  der  da- 
selbst abgeleiteten  Savary  sehen 
Formel  (23)  ermitteln.  An  die 
Stelle  von  p  tritt  r,  und  da  die 
Polbahn  eine  Gerade,  ist  7?^  unend- 
lich; folglich  ist 

cos  ö 
P  =  '*  +  Y 

R 


cosö 


ersetzt  man  den  Krümmungsradius  der  Polkurve  durch  den  in 
163,  4)  dafür  gefundenen  Ausdruck,  so  wird  weiter 

1 


Q  =  r  + 


a  cos*  ö 


Das  Produkt   der  Lote  FG,  F'  G'  zu   XX'  drückt  .sich  durch 
rr  cos^  B  aus,  und  da  es  gleichkommt  Ir,  so  hat  man  für  cos^  6 

den  Ausdruck  —,  =  —rz r:    seine  Einsetzung    in    den   Aus- 

rr         r{2a  —  r)'  ° 

druck  für  q  gibt 


Q  = 


woraus  tatsächlich  der  Delaunaysche  Satz  folgt; 


Q  r 


Für  die  Hyperbel  ergibt  eine  analoge  Rechnung 


Q  r 


hier  sind  q  und  r  entgegengesetzt  bezeichnet  (r  negativ). 
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Bei  der  Parabel  mit  dem  Parameter  }>  wird 

p  r 

mit  Bezugnahme  auf  1(53  weiter 


■'  n                •>    ,          1  +  COS  qp         p 
cos-  0  =  COS"  t  = -^      -~   =   ^ 


2r' 
demnach 

()  +  >-  =  0; 
die  vom  Brennpunkt  der  Parabel  beschriebene  Kurve  erzeugt 
also  eine  Miuimalrotationsfläche;  vorhin  ist  das  Katenoid  als 
einzige  Fläche  dieser  Art  bezeielinet  worden,  wofür  an  späterer 
Stelle  (gelegentlich  der  DiiFerentialcrleichunscen)  die  Begründung 
erfolgen  wird.  Mithin  ist  die  beim  Abwälzen  der  Parabel  vom 
Brennpunkt  beschriebene  Kurve  eine  Kettenlinie;  mit  Hilfe  der 
Integralrechnung  kann  hierfür  auch  ein  direkter  Beweis  er- 
bracht werden. 

Beispiel     Zu  zeigen,  daß  die  Funktion 

cos  y 
cosa; 
der  Differentialgleichung 

genügt,  die  zugehörige  Fläche  also  eine  Minimalfläche  ist. 

§  7.     Spezielle  Kurven  auf  krummen  Flächen. 

217.  Schichtenlinien  und  Fall-Linien.  Von  der  Vor- 
stellung ausgehend,  die  jcy- Ebene  sei  horizontal,  nennt  man  die 
Schnitte  einer  Fläche  parallel  zu  dieser  Ebene  Niveaulinien 
oder  Schichtenlinien. 

Ihre  Projektionen  auf  der  a^^-Ebene  sind  durch  die  Glei- 
chung der  Fläche  selbst  dargestellt,  wenn  man  in  dieser  z  als 
veränderlichen  Parameter  ansieht. 

Da  für  eine  Schichtenlinie 

z  =  konst. 

ist,  so  folgt  daraus  durch  Differentiation,  daß  für  ihre  Punkte 

pdx  +  qdy  =  0 
oder 
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ist;  diese  Gleichung  drückt  die  Eigenschaft  aus,  daß  die  Tan- 
gente an  eine  Schichtenlinie  (sowie  an  ihi-e  Projektion  in  der 
a;?/-Ebene)  parallel  ist  der  xyS-pur  der  in  ihrem  Berührungs- 
punkte an  die  Fläche  gelegten  Tangentialebene. 

Diejenigen  Kurven  auf  einer  Fläche,  welche  die  Schichten- 
linien rechtwinklig  schneiden,  nennt  man  Fall -Linien  oder 
Linien  größten  Falles,  weil  sie  die  Bahnen  von  Punkten  an- 
zeigen, welche  unter  dem  Einfluß  der  Schwere  allein  auf  der 
Fläche  sich  bewegen. 

Weil  im  Schnittpunkte  einer  Schichtenlinie  mit  einer  Fall- 
Linie  die  Tangenten  beider  Kurven  aufeinander  senkrecht  stehen 
und  diese  Eigenschaft  auch  auf  die  rrv/- Projektion  sich  über- 
trägt, so  sind  die  Projektionen  der  Fall-Linien  in  der  icy-Ebene 
durch  die  Gleichung 

(2)  ^  =  A 

^   ■'  dx        p 

gekennzeichnet. 

Man  nennt  (1)  die  Differentialgleichung  der  Niveaulinien, 
(2)  die  Differentialgleichung  der  Fall-Linien. 

Diese  zwei  Systeme  von  Kurven  finden  Anwendung  bei  der 
bildlichen  Darstellung  einer  Terrainfläche  in  der  Horizontalebene. 

Beispiele.     1)  Die  Schichtenlinien  des  EUipsoids 

£!  I  .^  .  ^'  =  1 

a''  ^   b-  ^  C' 
geben  in  der  a:?/-Projektion  ein  System  homothetischer  Ellipsen 

mit  der  Gleichung 

x^         y^         .        z* 

in  welcher  s'^  auf  das  Intervall  (0,  c^)  angewiesen  ist. 

^  ~  b 


Für  die  Fall-Linien  be.steht,  weil  p  = ^   ,   g  =  — 


die  Differeutialo^leichuncr: 

fly  ^  a'hj 

(Ix  b^x 
oder 

1    dy  1    dx 

a-    y  b^   x  '' 

es  ist  aber  — z —  das  Differential  von  — zlu,   daher  kann  aus 

der  letzten  Gleichung  auf  die  neue 

a-    ^         h 


^Jy=  jjlx  +  -jlC 
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geschlossen  werdeu,  wenn  ('  eine  beliebige  Konstante  bedeutet; 
daraus  aber  folgt  durch  Übergang  von  den  Logarithmen  zu 
den  Zahlen: 

y  =  Cx  '\ 
Diese  Gleichung  stellt  das  System  der  a'v-Projektionen  der 
Fall -Linien   dar.     Es   sind  Parabeln,    algebraische   oder   trans- 
zendente, je  nachdem  yy  rational  oder  irrational  ist.    Im  Falle 

-^  =  2  z.  B.,  der  in  Fig.  123  darge- 
stellt ist,  sind  es  gewöhnliche  Parabeln. 
Wird  die  Richtebene  eines  Ko- 
noids (187,  2,b))  zur  xy-'Eihene  ge- 
macht, so  sind  seine  Erzeugenden  un- 
mittelbar die  Niveaulinien.  Dies  trifft 
also  auch  bei  den  geraden   Konoiden 


Fig.  123. 


(3) 


fii) 


zu,  deren  Leitgerade  die  2^- Achse  ist.  Um  zu  den  Linien 
größten  Falles  zu  gelangen,  setze  man  für  den  Augenblick 
■    =  u  und  bilde 

X 

daraus  die  Differentialgleichung  der  Fall-Linien: 

dy  X 

(Ix  y 

und  da  sie  unabhängig  ist  von  der  Natur  der  Funktion  f,  so 
gilt  die  weitere  Lösung  für  alle  Konoide  der  Gleichungsform  (3). 
Schreibt  man  die  Differentialgleichung  in  der  Gestalt 

xdx  -f  ydy  =  0, 
so  erkennt  man  in  der  linken  Seite  das  halbe  Differential  von 
x^  -\-  y^-^  infolgedessen  ist 

x^  -\-y'  =  C 
die  Gleichung  des  Systems  der  a;?/-Projektionen  der  Fall-Linien, 
das  also  ein  System  konzentrischer  Kreise  ist. 

218.     Krümmungslinien.      Die    Normalenfläche    einer 
gegebenen  Fläche 

^  =  fix,  y) 
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längs  einer  ihr  aufgescliriebeuen  Kurve  ist  im  allgemeinen  eine 
uindsciticfc  Fläche,  d.  h.  eine  solche,  deren  geradlinige  Er- 
zeugende weder  durch  einen  festen  (im  Endlichen  liegenden 
oder  unendlich  fernen)  Punkt  gehen,  noch  Tangenten  an  eine 
Kurve  sind. 

Ist  jedoch  die  aufgeschriebene  Kurve  K  solcher  Art,  daß 
die  zu  ihr  gehörige  Norraalenlläche  eine  abwicJcelhore  Fläche 
ist,  so  heißt  sie  eine  Krümmungslinie  der  gegebenen  Fläche; 
der   Grund    für   diese   Bezeichnung   wird   sich   alsbald   ergeben. 

Es  gibt  zwei  Flächen,  für  welche  jede  aufgeschriebene 
Kurve  im  Sinne  dieser  Definition  eine  Krümniungslinie  ist:  die 
Ebene  und  die  Kugel,  denn  dort  ist  die  Normalenfläche  ein 
Zylinder,  hier  ein  Kegel. 

Es  entsteht  nun  die  Frage,  ob  auf  einer  beliebigen  Fläche 
Krümmungslinien  existieren  und  welches  ihre  analytischen  Merk- 
male und  geometrischen  Eigenschaften  sind. 

Angenommen,  K  (Fig.  124)  sei  eine  Krümmungslinie  der 
durch  ihren  Umriß  angedeuteten  Fläche  und  Kq  die  Rückkehr- 
kante der  zugehörigen  developpabeln  Normalenfläche;  dann  ist 
die   Normale    der    Fläche   in   jedem    be-  ^^^  ^^•*- 

liebigen  Funkte  3I(x/y/z)  von  K  Tan- 
gente an  Kq  in  einem  bestimmten  Punkte 
M^ix^ly^js^  und  umgekehrt.  Bezeichnet 
man  also  die  Kosinus  der  positiven  Nor- 
raalenrichtung  in  M  mit  X,  Y,  Z,   und 

beachtet,  daß    ,  ",     ,  °,   -^  proportional 
'  du'    dn^    du    ^     ^ 

sind  den  Richtungskosinus  der  Tangente  an  K^  in  M^,  wobei 
u  der  Parameter  ist,  durch  welchen  alle  auf  M  als  Punkt  von 
K  bezüglichen  Größen  dargestellt  sind,  so  muß 

dx„        dy^        dz^ 

du         du   du 

^  ^  ~r""  z 

sein;  ist  x  der  gemeinsame  Wert  dieser  Verhältnisse,  so  hat  man: 

(4)  ^^«  =  xX,        '^Z"  =  X  r,         ^r  =  xZ. 

■    ^  du  du  '  du 

Nun   bestehen,  wenn   die  Länge   Mf^M  mit   11  bezeichnet 

wird,  zwischen  den  Koordinaten  von  J/ und  Mq  die  Beziehungen: 

X(^=-  X  —  BX,         iJq  -=  y  —  RY,        Zq  =  s  —  RZ-^ 
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dabei  ist  II  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  M^M  die  Rich- 
tung der  positiven  oder  der  negativen  Normale  hat;  führt  man 
hiernach  die  Gleichungen  (4)  aus,  so  folgt: 

,,       dx       d  li  ,,        T>  dX 
xX  =  -j ,      \  —  Ji  T- 

du        du  du 

du        du  du 

y dz       dB  ry         T,  dZ 

du        du  du  ' 

werden  diese  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit  X,  Y,  Z  mul- 
tipliziert und  hierauf  addiert,  wobei  zu  beachten  ist,  daß 

X2+  r2^z2  =  1, 


1 


infolgedessen 

du  du  du 


und  daß  ferner 


au  du  du 


ist,   weil   die  Normale  MN  senkrecht  ist  zur  Tangente  an  K 

in  ilf,  so  ergibt  sich 

_  _dR 
^  ~       du  5 

und    wird    dieser    Wert    in    das    obige    Gleichungssystem    ein- 
getragen, so  kommt  man  zu  den  die  Krümmungslinie  charak- 
terisierenden Gleichungen*): 
{^\  dx  _  dy  _  dz   ,       j.. 

Ist  die  Fläche  in  der  Form  z  =  fix,  y)  dargestellt,  so  ist 

x=r-,    i^=^,    ^=~s   w=}/wv^vi, 

wobei  das  Vorzeichen  der  Wurzel  nach  der  Wahl  der  positiven 
Richtung  der  Normale  festzusetzen  ist;    daraus  berechnet  sich 

^^  ^  (1  +  q'){rdx  +  sdy)  —  pqjsdx  +  tdy) 
fjY  =  (^  +  -P^>'(^^^+  tdy)—pq{rdx-\-sdy) 


*)  Diese  Gleichungen  bat  zuerst  0.  Rodrigues  gefunden,  vgl.  Cor- 
respond.  sur  Tecole  polytechn.,  1816. 
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Mit  diesen  Ausdrücken  gibt  (5): 

dx 


(1  +  q-){rdx  +  sdy)  —  inj{sdx  +  tdij) 

^  ^ dy R  , 

(1  -)-  p-){sdx  -j-  tdy)  —  pq{rdx  -\-  sdy)        «f* ' 

ordnet  man   die  erste  dieser  Gleichungen  nach  dx,  dy,  so  er- 
hält man: 

^^       I  -[{l^q'')s-pqt]dy'  =  0. 

Diese  Gleichung  bestimmt  die  Richtung  der  Tangenten  an 
die  durch  den  Punkt  Jf  gehenden  Krümmungslinien;  sie  stimmt 
aber  überein  mit  der  Gleichung  (26),  welche  sich  in  212  zur 
Bestimmung  der  Tangentenrichtungen  für  die  Hauptnormal- 
schnitte im  Punkte  31  ergab. 

Daraus  folgt  der  Satz:  Durch  jeden  Punkt  einer  krummen 
Fläche,  sofern  er  nicht  Nahelpunkt  ist,  gehen  zivei  stets  reelle 
Krümmungslinien,  ivelche  die  Hauptnormnlschnitte  dieses  Punktes 
berühren  und  sich  daher  tvie  diese  unter  rechtem  Winkel  schneiden. 

Jede  Fläche,  die  Ebene  und  die  Kugel  ausgenommen,  be- 
sitzt somit  zwei  Scharen  von  reellen  Krümmuncfslinien  derart, 
daß  jede  Linie  der  einen  Schar  jede  der  anderen  Schar  recht- 
winklig schneidet. 

Die  Gleichung  (7)  charakterisiert  die  Projektion  der  Krüm- 
mungslinien auf  der  xy-^hewQ  und  wird  als  Differentialgleichung 
der  Krümmungslinien  bezeichnet. 

Um  die  Rückkehrkante  der  abwickelbaren  Xormalenfläche 
längs  einer  Krümmungslinie  näher  kennen  zu  lernen,  ordnen 
wir  die  beiden  Gleichungen,  welche  sich  aus  (6)  durch  Verbin- 
dung des  ersten  und  zweiten  Ausdrucks  mit  dem  dritten  er- 
geben, nach  dx,  dy\  aus  dem  so  entstehenden  Gleichungspaar 

{#,  [d  +  ä')r-pqs-\-  l\dx  +  l,  [(1  -f  r/)s  - vqt'\dy  =  0 

f,  [(1  +  p')S  -  pqr]dx  -f  {  f,  [(1  +  py  -pqs}  -  1 )  ^^  =  0 

geht  durch  Elimination  von  dx,  dy  die   in  bezug  auf  P  qua- 
dratische Gleichung 
(8)     {rt-s^)P--[{\  -^q^)r-22iqs  +  {\  -\- p'')t'\u'P^tv'' =  Q 
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hervor;  diese  Cileichung  stimmt  aber  mit  jener  (27)  überein^ 
die  sich  in  212  zur  Berechnung  der  Hauptkrümraungsradieu 
ergeben  hat. 

Demnach  gilt  der  Satz:  Die  Normale  in  einem  PiinJde  M 
der  Fläche  hcriUirt  die  Büclliehrlanteu  der  Normalcn/lärJien,  die 
2u  den  durch  M  laufenden  Kriimmungslinien  gehörest,  in  den 
Hauptkrüm  m  ungsniittelpunkten. 

Dadurch  sind  die  beiden  Scharen  von  Krümmungslinien 
voneinander  unterschieden,  daß  nämlich  die  Linien  der  einen 
Schar  überall  die  Richtung  der  stärksten,  die  der  anderen  Schar 
die  Richtung  der  schwächsten  Krümmung  anzeigen:  in  dieser 
Eigenschaft  ist  auch  der  Name  dieser  Linien  begründet. 

Wenn  die  Krümmungslinie  K  die  Schar,  zu  welcher  sie 
gehört,  stetig  durchläuft,  so  vollführt  die  zugeordnete  Rück- 
kehrkante Kq  auch  eine  stetige  Bewegung  und  beschreibt  eine 
Fläche:  eine  zweite  Fläche  gleicher  Entstehungsweise  ergibt 
sich  aus  der  anderen  Schar  von  Krümmungslinien.  Diese  zwei 
Flächen  sind  aber,  ebenso  als  ein  einheitliches  Gebilde  anzu- 
sehen, wie  die  beiden  Scharen  von  Krümmungslinien,  die  ja 
auch  durch  eine  Gleichung  analytisch  bestimmt  sind;  man  nennt 
sie  zusammen  die  Polar-  oder  Zentral  fläche,  auch  die  Kriimmungs- 
tnittelpunJifs fläche  der  gegebenen  Fläche;  der  eine  Mantel  ent- 
hält die  Krümmuugszentra  der  Hauptnormalschnitte  größter 
Krümmung,  der  andere  Mantel  die  Zentra  der  Hauptnormal- 
schnitte kleinster  Krümmung. 

219.  Krümmungslinien  der  Rotationsflächen  und 
der  abwickelbaren  Flächen.  Bei  zwei  Gattungen  von  Flächen 
lassen  .sich  die  Krümmungslinien  ohne  weiteres  angeben. 

Auf  einer  Rotationsfläche  bilden  die  Meridiane  das  eine 
System,  die  ParaUelkreise  das  andere  System.  Denn  die  Nor- 
malenfläche längs  eines  Meridians  ist  eine  Ebene,  jene  längs 
eines  Parallelkreises  ein  Kegel,  beide  sind  also  abwickelbar. 

Auf  einer  abwickelbaren  Fläche  sind  die  geradlinigen  Ei- 
zeugenden  das  eine  System  von  Krümmungslinien;  denn,  weil 
die  Fläche  in  aUen  Punkten  einer  Erzeugenden  von  einer  und 
derselben  Ebene  berührt  wird,  ist  die  Xormalenfläche  längs 
der  Erzeugenden    eine  Ebene,    also    abwickelbar.     Das   andere 
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System  schneidet  die  Erzeugenden  rechtwinklig  und  besteht 
aus  den  Filarevolventen  der  Gratlinie  (206). 

Was  insbesondere  den  Kegel  anlangt,  so  wird  auf  diesem 
das  zweite  System  von  Krümmungslinien  durch  eine  Schar 
konzentrischer  Kugeln  aus  der  Kegelspitze  ausgeschnitten,  und 
auf  dem    Zylinder   durch    die  Schar    der  Normalschnittebenen. 

In  der  Abwicklung  erscheinen,  wenn  es  sich  um  eine  all- 
gemeine Developpable  handelt,  die  Krümmungslinien  der  einen 
Schar  als  Tangenten  an  die  transformierte  Rückkehrkante  und 
die  der  anderen  Schar  als  Evolventen  dieser  Kurve;  bei  einem 
Kegel  ergibt  sich  in  der  Abwicklung  ein  Strahlenbüschel  und 
ein  System  konzentrischer  Kreise,  bei  einem  Zylinder  zwei  zu- 
einander senkrechte  ParaUelstrahlenbüschel. 

Für  eine  beliebige  Fläche  bildet  die  analytische  Bestim- 
raung  der  Krümmuncrslinien  eine  Aufgabe  der  Inteo-ralrechnung. 

O  D  O  O  o 

220.  Asymptotische  Linien.  Eine  Kurve  C,  die  einer 
krummen  Fläche  aufgeschrieben  ist,  bestimmt  als  Ort  von 
Berührungspunkten  eine  einfach  unendliche  Schar  von  Tangen- 
tialebenen; die  Einhüllende  dieser  Ebenenschar  ist  eine  ab- 
wickelbare Fläche.  Man  nennt  sie  die  der  Fläche  längs  der 
Kurve  C  umschriebene  Developpable. 

Ist  die  gegebene  Fläche  selbst  abwickelbar,  so  fällt  die 
ihr  längs  irgend  einer  Kurve  umschriebene  Developpable  mit 
ihr  zusammen.  Dieser  Fall  bietet  also  kein  weiteres  Interesse, 
wir  setzen  daher  die  Fläche  als  nichtabwickelbar  voraus. 

Die  umschriebene  Developpable  ist  im  allgemeinen  von 
der  Tangentenfläche  der  Kurve  C  verschieden;  fällt  sie  aber 
mit  ihr  zusammen,  so  heißt  die  Kurve  eine  asymptotische  Linie 
der  Fläche.  Es  wird  zu  untersuchen  sein,  ob  und  unter  welchen 
Bedingungen  ein  solches  Verhalten  möglich  ist. 

Die  Existenz  einer  asymptotischen  Linie  vorausgesetzt, 
ergibt  sich  für  sie  aus  der  Bemerkung,  daß  ja  die  Tangenten- 
fläche einer  Kurve  auch  die  Einhüllende  ihrer  Schmiegungsebenen 
ist,  auch  die  folgende  Definition:  Eine  auf  einer  Fläche  liegende 
Kurve  A  heißt  eine  asymptotische  Linie  der  Flüche,  nenn  in 
jedem  Punlcte  von  Ä  die  Oskulationsebene  der  Kurve  mit  der 
Tangentialebene  der  Fläche  zusammenfällt. 
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Es  sei  nun  M  ein  Punkt  irgend  einer  Kurve  C  auf  der 
gesiebenen  Fläche:  die  Tangentialebene  der  Flüche  daselbst  hat 
die  Gleichung: 

(9)  i)(|  -  X)  +  </(»;  -  y)  -  it  -2)=0, 

worin  .r,  //,  jh  <?  als  Funktionen  eines  Parameters  darstellbar 
sind:  diiferentiiert  man  zum  Zwecke  der  Bestimmung  der  Ein- 
hüllenden nach  diesem  Parameter,  so  ert^ibt  sich  mit  Rücksicht 
auf  die  Beziehung  —  pdx  —  qdy  +  dz  =  0  die  weitere  Gleichung 

(10)  dp-{^-x)-\-dq-{r]-  y)  =  0, 

die  im  Verein  mit  (9)  die  Charakteristik  der  Einhüllenden  be- 
stimmt, deren  Gleichungen  auch  in  der  Gestalt 

§  —  ./;  ^  Tj  —  y  ^        t  —  z 
dq  — d]}         pdq  —  qdp 

geschrieben  werden  können;  hieraus  folgt,  wenn  man  die 
Koordinaten  eines  unendlich  benachbarten  Punktes  von  31  auf 
der  Charakteristik  mit  x  -\-  d^x,  y  +  d^y,  z  -\-  d^z  bezeichnet, 
daß: 

(11)  d^x  :  d^y  :  d^z  =  dq:  —  dp  :  \pdq  —  qdp). 

Durch  die  Verhältnisse  dx  :  dy  :  dz  und  d^x  :  d^y  :  d^z  sind 
zwei  Tangenten  der  Fläche  bestimmt,  die  eine  an  die  Kurve  C, 
die   andere   als  Erzeugende   der   umschriebenen  Developpablen. 

Für  die  a:?/- Projektion  eines  solchen  Tangentenpaars  er- 
gibt sich  aus  (11)  die  Relation: 

dpd^x -\- dqd^y -=  0, 

die  nach  Entwicklung  von  dp,  dq  lautet: 

(11*)        rdxd^x  -f  s{dixdy  +  dxd^y)  -f  tdyd^y  =  0. 

Da  sie  unverändert  bleibt,  wenn  man  dx,  dy  und  d^x^ 
d^y  miteinander  vertauscht,  so  ist  die  Beziehung  der  Tangenten 
eine  gegen seititre:  Jede  Kurve,  die  die  eine  berührt,  führt  zu 
einer  umschriebenen  Developpablen,  welche  die  andere  zur  Er- 
zeugenden hat.  Man  bezeichnet  zwei  derartige  Flächentangenten 
als  konjugierte  Tangenten. 

Nach  der  Definition  wird  nun  C  zu  einer  asymptotischen 
Linie  A,  wenn  die  Charakteristik  mit  der  Tangente  an  C  zu- 


Sechster  Abschnitt.    Anwendung  der  Differential-Rechnung  usw.    593 

sammenfällt,  wenn  also  die  zwei  Richtungen  in  (11*)  sich 
vereinigen.     Demnach  hat  jede  Linie  .1   der  Gleichung 

(12)  rdx^  +  2silxdij  +  tdy-  =  0 

zu  genügen;  man  nennt  diese  die  Dlff'ercntialgleicJtung  der 
aüißnptotischcn  Linien.  Gleichzeitig  geht  aus  dieser  Betrachtung 
hervor,  daß  die  Tangenten  an  eine  asymptotische  Linie  sich 
selbst  konjugiert  sind.  Die  Gleichung  (12)  ist  überdies  der  Aus- 
druck einer  weitem  geometrischen  Eigenschaft,  wie  sich  aus  der 
folgenden  Betrachtung  ergibt. 

Der  Normalschnitt   der  Fläche,   welcher  die  Kurve  A   im 
Punkte  M  berührt,  hat  die  Krümmung  (209,  (8)) 
1  r  cos*a -|- 2s  cosa  cosjJ -|- ^  COS-/J 

-R  "~  >V  +  2'  +  1  ' 

laut  (12)  ist  aber 

rcos^«  +  2s  coso;  cos^  +  t  cos^/3  ~^  0, 
folglich  auch 

Eine  asymptotische  Linie  berührt  also  in  jedem  Punkte  einen 
Normalschnitt  von  der  Krümmung  Null. 

Solche  Normalschnitte  existieren  jedoch  nur  in  hyperbo- 
lischen und  in  parabolischen  Punkten. 

In  einem  hyperbolischen  Punkte  gibt  es  solcher  Normal- 
schnitte zwei,  und  ihre  Tangenten  sind  die  Asymptoten  der 
Dup  in  sehen  Indikatrix  (204).  Auf  einer  Fläche  oder  einer 
Flächenregion  mit  hyperbolischen  Funkten  lassen  sich  also  zivei 
Scharen  von  asymptotischen  Linien  verzeichnen;  in  jedem  Funkte 
schneiden  sich  zaei  Linien,  aus  jeder  Schar  eine,  und  ihre 
Tangenten  sind  die  Asymptoten  der  Indikatrix  oder  die  Haupt- 
tangenten der  Fläche. 

Der  letztere  Umstand  begründet  den  Namen  der  asymp- 
totischen Linien,  neben  welchem  auch  der  Name  „Haupt- 
tangentenkurveu"  gebräuchlich  ist. 

Die  beiden  Scharen  asymptotischer  Linien  schneiden  sich 
im  allgemeinen  unter  schiefen  Winkeln;  nur  in  Punkten,  wo 
die  Indikatrix  aus  gleichseitigen  Hyperbeln  besteht,  erfolgt  der 
Schnitt  rechtwinklig.  Es  gibt  Flächen,  wo  dies  durchwegs 
geschieht;  die  WendelHäche  ist  ein  Beispiel  dieser  Art  (214,  2,)). 

Cz  üb  er,  Vorlesungen.    I.    3.  Aufl.  38 
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Unter  den  Flächen  zweiten  Grades  gibt  es  zwei  mit  hyper- 
bolisdieu  Punkten:  das  einschalige  Hyperboloid  und  das  hyper- 
bolische Paraboloid;  die  beiden  Scharen  ihrer  Erzeugenden 
bilden  zugleich  die  Scharen  der  Haupttangentenkurven. 

In  einem  parabolischen  Punkte  fallen  die  beiden  Normal- 
schnitte von  der  Krümmung  Null  in  einen  zusammen.  Hat 
die  Fläche  oder  Flächenregion  nur  parabolische  Punkte,  so  ver- 
einigen sich  die  beiden  Scharen  asymptotischer  Linien  zu  einer 
einzigen.  Auf  einer  ahiviclclharen  Fläche  liegen  also  die  beiden 
Sdiaren  asymptotischer  Linien  vereinigt  und  iverden  durch  die 
geradlinigen  Erzeugenden  der  Fläche  dargestellt. 

Auf  einer  Fläche  oder  Flächenregion  mit  elliptischen 
Punkten  gibt  es  keine  reellen  asymptotischen  Linien. 

Wenn  eine  Fläche  aus  Regionen  mit  hyperbolischen  und 
aus  solchen  mit  elliptischen  Punkten  besteht,  wie  dies  beispiels- 
weise bei  dem  195,  3)  erwähnten  Torus  der  Fall  ist,  so  wird 
die  Grenze  zwischen  beiderlei  Regionen  durch  Kurven  mit 
parabolischen  Punkten  gebildet;  von  jedem  Punkte  einer  solchen 
Kurve  laufen  dann  zwei  asymptotische  Linien  mit  gemeinschaft- 
licher Tangente  aus. 

Während  die  stets  reellen  und  rechtwinklig  sich  schneiden- 
den Krümmungslinien  den  Verlauf  der  algebraisch  größten  und 
der  algebraisch  kleinsten  Krümmung  anzeigen,  bezeichnen  die 
nur  bedingt  reellen  und  im  allgemeinen  schiefwinklig  sich 
schneidenden  asymptotischen  Linien  den  Verlauf  der  Krüm- 
mung Null. 

Beispiel.  Zur  Bestimmung  der  asymptotischen  Linien  der 
geraden  Konoide  (187,  2  b)) 


=/(f) 


bilde  man  mittels  der  Abkürzung 
die  Differentialquotienten 


y 

X 
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durch  Eintragung  der  drei  letzten  in  (12)  ergibt  sich: 

(iidx  -  ..rfy){-  r«^-"""  +  2r  («)  ^1= 0. 

Diese  Gleichung  wird  einmal  befriedigt  durch 

ydx  —  xdy  =  0     oder     d  '    =0, 
woraus  man  auf 


X 


=  C 


schließt;    die    eine  Schar  asymptotischer  Linien   projiziert  sich 
in  der  a:?/- Ebene  in  ein  Strahlenbüschel  aus  dem  Ursprung  — 
es  sind  dies  die  geradlinigen  Erzeugenden  der  Fläche. 
Die  andere  Schar  ist  bestimmt  durch  die  Gleichung 

^„  .   \  xdy  —  ydx    ,    ckj"/      dx        n 
-  f  iu)  — ^—  +  2/-  (u)  —  =  0, 

der  man  die  Form 

jj  dx       f'{u)du 
"    X   ~     f'{u) 

geben  kann;  hier  ist  aber  die  linke  Seite  das  Differential  von 
2lx,   die   rechte  Seite   das  Differential  von  lf'(_u),   daher   muß 

2lx==lf'(u)  +  lC 

sein,  wenn  C  eine  beliebige  Konstante  bezeichnet;  daraus  folgt 

als  Gleichung  der  Projektion  der  zweiten  Schar  asymptotischer 
Linien.     Die  rechts  angedeutete  Differentiation  bezieht  sich  auf 
als  Variable. 

X 

Beispielsweise  ist  für  das  gerade  Schraubenkonoid: 
z  =  h  Arctg  ^  , 

/W--j  =  h  Arctg  '^  ,  folglich  f  (^j  =  -^£  ^,  so  daß  die  zweite 
Schar  seiner  asymptotischen  Linien  durch 

X'  -{.  y-  ^  X 

bestimmt  ist,  wenn  hC  =  x  gesetzt  wird;  die  Gleichung  stellt 
ein  System  konzentrischer  Kreise  dar,  ihm  entspricht  auf  der 
Fläche  eine  Schar  koaxialer  Schraubenlinien. 

38* 
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221.  Geodätische  Linien.  Zn  Beginn  des  vorigen 
Artikels  ist  von  einer  einfach  unendlichen  Schar  von  Ebenen 
gesprochen  worden,  welche  durch  eine  einer  gegebenen  Fläche 
aufgeschriebene  Kurve  C  bestimmt  ist;  es  war  die  Schar  der 
Tancrentialebenen  der  Fläche  in  den  Punkten  von  C. 

Eine  andere  einfach  unendliche  Schar  bilden  die  Normal- 
ebenen der  Fläche,  welche  die  Kurve  C  in  den  einzelnen 
Punkten  berühren;  auch  sie  werden  durch  eine  abwickelbare 
Fläche  eingehüllt,  die  im  allgemeinen  verschieden  ist  von  der 
Tangentenfiäche  der  C. 

Ist  die  Kurve  so  beschaffen,  daß  die  Einhüllende  der  sie 
berührenden  Normalebenen  mit  ihrer  Tangentenfläche  zusammen- 
fällt, so  heißt  sie  eine  geodätische  Linie  der  Fläche. 

Aus  dieser  Definition  läßt  sich  eine  andere  ableiten,  die 
der  analytischen  Darstellung  unmittelbar  zugänglich  ist.  Ist  G 
eine  geodätische  Linie,  so  ist  jede  sie  berührende  Normalebene 
der  Fläche  zugleich  Oskulationsebene  in  dem  betreffenden 
Punkte,  enthält  somit  die  Hauptnormale,  die  also  notwendig 
mit  der  Flächennormale  koinzidiert.  Man  kann  daher  auch 
die  folgenden  Erklärungen  für  die  geodätische  Linie  aufstellen, 

Unter  einer  geodätischen  Linie  ist  eine  solche  Kurve  auf  der 
Fläche  zu  verstdien,  deren  Oskulationsebene  durchweg  senkrecht 
ist  zur  Tangentialebene  der  Fläche  in  dem  betreffenden  Punkte; 
oder,  es  ist  eine  solche  Kurve,  deren  Hauptnormalenfläche  auf 
der  zugrundeliegenden  Fläche  normal  steht. 

Jede  dieser  Erklärungen  führt  zu  einer  die  geodätischen 
Linien  charakterisierenden  Beziehung. 

Bezeichnet  man  die  Koordinaten  des  Punktes  M  mit  x, 
y,  z.  die  Richtungskosinus  der  Normale  der  Fläche  daselbst  mit 
X,  Y,  Z\  die  Richtungskosinus  der  Hauptnormale  mit  cos  h 
cos  ju,  cos  V  —  alle  Größen  als  Funktionen  eines  Parameters 
z.  B.  des  Bogens  s  von  G  dargestellt  — ,  so  ist  der  ersten 
Erklärung  gemäß  auszudrücken,  daß  die  Oskulationsebene 
(178,  (6)). 

l  —  X    y\  —  y     %  —  z  \ 
dx  dy  dz       =0 

d^x        dPy        d^z    \ 
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auf  der  Tangentialebene 

(^  -  x)  X  +  (tj  -  y)  r  +  (e  -  ^)2:  =  0 

normal  steht.  Es  hat  also  die  Produktsumme  der  Koeffizienten 
von  I  —  or,  >/  —  y,  t,  —  z  aus  beiden  Gleichungen  den  Wert 
Null,  d.  h.  im  ganzen  Verlauf  von  G  ist 

IX     r     z  I 

(13)  dx      dy      dz      =  0. 
d-x     d^y     d^z  \ 

Der  zweiten  Erklärung  zufolge  ist 
X Y^  _     Z 

008^  COSft  COS  V 

und  zwar  ist  der  gemeinsame  Wert  der  drei  Quotienten  +  1 
oder  —  1,  je  nachdem  die  positive  Richtung  der  Hauptnormale 
mit  der  positiven  oder  negativen  Richtung  der  Flächennormale 
zusammenfallt.  Führt  man  für  die  Richtungskosinus  der 
Hauptnormale  die  Werte  (181,  (11))  ein,  so  entsteht  die  Be- 
ziehung: 

(14)  A  =  _I.  =  ^ 
^      '  d}x       d-y       d^z 

ds^       rfs"        ds^ 

und  nun  ist  der  Wert  dieser  Verhältnisse,  mit  derselben  Unter- 
scheidung, +  Q  oder  —  p,  wenn  q  den  Flexionshalbmesser  von 
G  in  M  bezeichnet. 

Die  Tangentialebene  im  Punkte  31  von  G  an  die  Fläche 
enthält  die  Tangente  und  die  Binormale,  ist  also  die  rektifi- 
zierende Ebene  von  G  in  Jf;  projiziert  man  G  orthogonal  auf 
diese  Ebene,  so  zeigt  die  ProjeJdion  im  Punlie  M  einen  Wende- 
punTit  (182),  hat  hier  also  die  Krümmung  Null;  auch  diese 
Eigenschaft  ist  charakteristisch  für  die  geodätische  Linie.*) 


*)  Ist  C  irgend  eine  auf  einer  Fläche  verzeichnete  Kurve,  M  ein 
Punkt  derselben,  T  die  Tangentialebene  der  Fläche  in  diesem  Punkte, 
r  die  orthogonale  Projektion  von  C  auf  T,  so  nennt  man  die  Krümmung 
von  r  in  M  die  geodätische  Kriimmimg  von  C  in  M  auf  der  betretfenden 
Fläche.  Hiernach  kann  eine  geodätische  Linie  auch  als  eine  solche  der 
Fläche  aufgeschriebene  Kurve  definiert  werden,  deren  geodätische  Krüm- 
mung im  ganzen  Verlaufe  Nidl  ist.  Diese  Definition  läßt  die  Linie  am 
deutlichsten  als  das  Analogon  der  Geraden  auf  einer  krummen  Fläche 
erkennen. 
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Die  letzten  Bemerkungen  zeigen,  daß  die  längs  einer  geo- 
dätischen Linie  G  umschriebene  Developpable  zugleich  deren 
rektifizierende  Developpable  ist. 

Sie  heiße  für  den  Augenblick  D.  Da  die  Oskulations- 
ebene  von  G  in  einem  Punkte  AI  senkrecht  ist  auf  der  Tan- 
gentialebene von  D  in  diesem  Punkte,  so  spielt  G  auf  der 
Fläche  D  ebenfalls  die  Rolle  einer  geodätischen  Linie. 

Daraus  folgt  der  Satz:  Eine  geodätische  Linie  G  auf  einer 
Fläclie  F  ist  auch  geodätische  Linie  auf  jener  Developpaheln, 
welche  F  längs  G  umschrieben  ist. 

Zur  Erläuterung  diene  das  folgende  einfache  Beispiel. 
Auf  einer  Kugel  ist  jeder  größte  Kreis  eine  geodätische  Linie; 
denn  die  (Haupt-)Normalen  eines  solchen  sind  zugleich  Nor- 
malen der  Kugel.  Die  der  Kugel  längs  eines  solchen  Kreises 
umschriebene  Developpable  ist  der  die  Kugel  in  diesem  Kreise 
berührende  Zylinder;  und  auch  für  diesen  Zylinder  ist  der 
Kreis  geodätische  Linie,  weil  seine  Normalen  zugleich  Nor- 
malen des  Zylinders  sind. 

222.  Kürzeste  Linien.  Die  kürzeste  Verbindungslinie 
zweier  PunJcte  auf  einer  krummen  Fläche  ist  eine  geodätische 
Linie  dieser  Fläche. 

Um  dies  zu  erweisen*),  nehmen  wir  an,  zwei  Punkte 
A,  B  auf  der  Fläche  seien  durch  eine  in  der  Fläche  verlaufende 
Linie  verbunden,  welche  unter  allen  genügend  benachbarten 
die  kürzeste  ist.  M  sei  ein  Punkt  dieser  Linie,  31 T  die  zu- 
gehörige Tangente;  durch  diese  legen  wir  einen  beliebigen 
Schnitt;  sein  Neigungswinkel  gegen  die  Normale  der  Fläche 
in  21  sei  ß.  Auf  dem  Schnitte  mögen  nun  zu  beiden  Seiten 
von  M  und  sehr  nahe  daran  zwei  Punkte,  M',  31",  angenommen 
werden  derart,  daß  die  Sehnen  MM'  und  3131"  gleiche  Länge 
c  haben;  dann  können  auch  die  Bögen  31 M',  3131"  als  gleich 
und  als  einem  Kreise  angehörend  betrachtet  werden,  der  den 
Krümmungshalbmesser  q  des  betreffenden  Schnittes  in  'M 
zum    Radius    hat;    bezeichnet    schließlich   r    den    Zentriwinkel, 


•)  Ein  zweiter  Beweis  dieses  Satzes  wird  in  der  Variationsrechnung 
gegeben  werden. 
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welcher  in  diesem  Kreise  der  Sehne  c  zugehört,  so  hat  man 
einerseits 

are  M'MM"  =  2qt 
und  anderei'seits 

o  ^ 

c  =  Z4>  sin  -  • 

Aus  der  zweiten  Gleichung  ergibt  sich 

X  ^  2.  urc  sin  „ 

und  durch  Entwicklung  (99,  2))  bis  zu  dem  Gliede  dritter 
Ordnung  in  c: 

Hiermit  ist  dann 

arcil/'il/jr'=2c+  ,f    • 

VI  Q      ' 

bezeichnet  aber  li  den  Krümmungshalbmesser  des  die  Tan- 
gente 3IT  berührenden  Normalschnittes,  so  ist  dem  Satze  von 
Meusnier  zufolge  (208) 

Q  =  Rcos  ö; 
daher  hat  man  schließlich 

arciJ7'JfJ/"=2c+  ""' 


12i2«C08-Ö 


Der  Bogen  M' 3131"  wird  am  kleinsten,  wenn  6=0 
ist,  wenn  er  also  dem  durch  die  Tangente  3IT  gelegten  Nor- 
malschnitte  angehört.  Dies  bleibt  fortbestehen,  wie  klein  auch 
die  Sehne  c,  wie  nahe  auch  die  Punkte  31',  31"  an  31  liegen; 
da  nun  die  auf  der  Fläche  verzeichnete  Linie  als  die  kürzeste 
vorausgesetzt  worden  ist,  so  folgt  daraus,  daß  die  Grenzlage 
der  Ebene,  welche  durch  31  und  zwei  benachbarte  Punkte 
dieser  Linie  gelegt  wird,  die  durch  die  Tangente  in  31  gehende 
Normalebene  ist.  Diese  Grenzlage  ist  aber  die  Oskulations- 
ebene  der  Kurve  in  Jf;  mithin  geht  bei  der  kürzesten  Linie 
die  Oskulationsebene  in  jedem  Punkte  durch  die  Normale  der 
Fläche,  und  damit  ist  sie  als  eine  geodätische  Linie  erwiesen. 

Daraus  können  mehrere  wichtige  Folgerungen  gezogen 
werden. 
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Enthält  eine  Fläche  gerade  Linien,  so  gehören  sie  zu  den 
geodätischen  Linien  der  Fläche,  weil  sie  kürzeste  Linien  zwischen 
je  zweien  ihrer  Punkte  sind.  Bei  einer  Ret^elfiäche  gehören 
also  die  geradlinigen  Erzeugenden  zu  den  geodätischen  Linien. 

Jede  geodätische  Linie  einer  abwickelbaren  Fläche  erscheint 
in  der  Abwicklung  als  gerade  Linie. 

In  221  ist  die  Tatsache  festgestellt  worden,  daß  einer 
Raumkurve  auf  ihrer  rcMifi  zier  enden  Developpabeln ,  d.  i.  auf 
jener  Fläche,  welche  die  Ebenen  durch  Tangente  und  Binormale 
einhüllt,  die  Rolle  einer  geodätischen  Linie  zukommt;  daher 
erscheint  die  Raumkurve  in  der  Abwicklung  dieser  Develop- 
pabeln als  Gerade,  und  hierin  liegt  der  Grund  für  die  Namen 
„rektifizierende  Ebene"  und  „rektifizierende  Developpable". 

Die  ümkehrung  des  an  der  Spitze  dieses  Artikels  stehen- 
den Satzes  ist  aber  nicht  immer  zutreffend;  eine  geodätische 
Linie  zwischen  zwei  Punkten  A,  B  braucht  nicht  auch  die 
kürzeste  Linie  zwischen  diesen  Punkten  zu  sein.  Einfache 
Beispiele  hierfür  bieten  die  Kugel  und  der  Zylinder.  Die 
beiden  Bögen,  in  welche  der  durch  A,  B  gelegte  Hauptkreis 
der  Kugel  zerfällt,  sind  geodätische  Verbindungen  der  beiden 
Punkte;  aber  nur  einer  von  ihnen  ist  auch  die  kürzeste  Linie 
(sofern  A,  B  nicht  diametral  gegenüberliegen).  Jede  Schrauben- 
linie, die  man  durch  zwei  Punkte  A,  B  eines  Zylinders  führt, 
ist  eine  geodätische  Verbindung;  aber  unter  den  unendlich 
vielen  links  und  rechts  gewundenen  Schraubenlinien  ist  nur 
eine  die  kürzeste  Linie  zwischen  A  und  B,  diejenige  näm- 
lich, welche  von  A  bis  B  nicht  mehr  als  einen  halben  Gang 
zurücklegt. 

Der  Name  der  geodätischen  Linie  stammt  daher,  daß  eine 
Linie,  die  auf  der  mathematischen  Erdoberfläche  (dem  ab- 
geplatteten Rotationsellipsoid)  nach  dem  üblichen  Verfahren 
in  relativ  kurzen  Absätzen  abgesteckt  würde,  die  Eicrenschaften 
aufwiese,  welche  das  Wesen  einer  geodätischen  Linie  in  mathe- 
matischem Sinne  ausmachen.  Die  geodätischen,  d.  i.  von  geo- 
dätischen Linien  begrenzten  Dreiecke  auf  dem  Erdellipsoid 
entsprechen  den  sphärischen  Dreiecken  auf  der  Kugel  und  den 
geradlinigen  in  der  Ebene. 
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223.  Geodätische  Linien  auf  Rotationsflächen.  Die 
Gleichung  einer  Kotationstläche,  deren  Achse  die  ^-Achse  ist, 
kann  in  der  Form  (187,  4)) 

z  =  /"(w),  wenn  u  =  ^' x'  -f  y^, 
geschrieben  werden.     Aus  ihr  ergibt  sich : 


u  yi  +  r  («)*  uYi  +  f  {ur  i/i  +  r  (w)» 

und  in  Ausführung  der  Gleichungen  (14): 

xf'{u)  yf'{u)        — n 

d^x  (Py  d-z 

ds-  ds"  ds^ 

Hieraus  folgt  die  von  f,  also  von  der  speziellen  Form  der 
Fläche  unabhänsjicre  Gleichung: 


'O'O" 


d^y  d^x        ^ 

^ds^~''^dV'^  ^' 
die  in  der  Form 

ds  \     ds        ^  ds/ 

geschrieben  die  Beziehung 

dy  dx       -.        , 

X  -r-  —  V  ,     =  konst. 
ds       "^  ds 

zur  Folge  hat.  Führt  man  in  dieser  Relation,  die  sich  auf 
die  icy- Projektion  bezieht,  Polarkoordinaten  ein  und  bezeichnet 
die  Konstante  mit  Vq,  so  kommt  die  Gleichung 

rdw 

ds  " 

zustande.  Darin  bedeutet  r  den  Radius  des  ParaUelkreises, 
auf  welchem  der  betrachtete  Punkt  liegt,  rdcp  das  Bogen- 
element  des  Parallelkreises  und  ds  das  Bogendifferential  der 
geodätischen  Linie  an  der  betreffenden  Stelle,  der  Quotient  also 
den  Kosinus  des  Winkels,  den  diese  Linie  mit  dem  Parallel- 
kreise oder  den  Sinus  jenes  Winkels  a,  den  sie  mit  dem  Meridian 
einschließt.  Hiernach  ist 
(15)  r  sin  u  =  r^ 

d.  h.  das  Prodult  aus  dem  Badius  des  Farallclhreises  mit  dem 
Sinus  des  2^eigungsaitikels  der  geodätischen  Linie  gegen  den 
Meridian  ist  in  deren  ganzem  Verlaufe  konstant. 
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Dieser  Satz  ist  geeignet,  über  den  Verlauf  einer  geodä- 
tischen Linie  auf  einer  Rotationsfläche  Aufschluß  zu  geben. 

Da  für  a  <  ^    notwendig   ;•  >  r^,,   so   verlaufen   die   zu  Vq 

geh(")rifjen  geodätischen  Linien  nur  in  derjenii^en  Region  der 
Rotationsfläche,  in  welcher  die  Parallelkreisradien  nicht  unter 
r„  liegen. 

'2*24.  Loxodronien.  Mit  diesem  Namen  belegt  mau 
Kurven  auf  Rotationsflächen,  welche  die  Meridiane  unter  einem 
konstanten  Winkel    schneiden.     Zu  den  Loxodromen  gehören 

also   auch  die  Parallelkreise,   mit   dem  Schnittwinkel       ,   und 

die  Meridiane,  mit  dem  Schnittwinkel  0.  Als  neue  Kurven 
treten  die  Loxodromen  mit  einem  von  diesen  Grenzen  ver- 
schiedenen Schnittwinkel  co  auf. 

Legt  man  in  einem  Punkte  der  Loxodrome  au  die  Fläche 
die  Tangentialebene,  so  enthält  diese  die  Tangente  an  den 
Parallelkreis,  die  Tangente  an  die  Loxodrome  und  die  Tangente 
an  den  Meridian;  die  beiden  letzten  bestimmen  zugleich  den 
Winkel,  unter  welchem  die  Loxodrome  die  Meridianebene 
schneidet,  seine  Größe  ist  eben  co.  Die  Loxodrome  schneidet 
somit  auch  die  Meridianctcwew  unter  einem  konstanten  Winkel. 
Man  kann  diese  Eigenschaft  zum  Ausgangspunkt  einer  Defi- 
nition machen,  die  unabhängig;  ist  von  dem  Begriff  der  Rota- 

■  Do  O 

tionsfläche  und  die  Loxodromen  als  selbständige  Kurven  hin- 
stellt von  solcher  Art,  daß  sie  die  Ebenen  eines  Ebenenbüschels 
unter  konstantem  Winkel  schneiden.*)  Diese  Definition  ist 
derjenigen  der  logarithmischen  Spiralen  in  der  Ebene  an  die 
Seite  zu  stellen,  welche  diese  als  diejenigen  Kurven  erklärt, 
die  die  Strahlen  eines  Büschels  unter  konstantem  Winkel 
schneiden  (136,  3)). 

Eine  Klasse  von  Loxodromen  ist  bereits  aus  dem  früheren 
bekannt;  es  sind  diejenigen,  die  aus  einem  Büschel  paralleler 
Ebenen  hervorgehen,  nämlich  die  zylindrischen  Schrauben- 
linien (185,  2j). 


*)  Diese  Bemerkung  hat  zuerst  G.  Scheffers  gemacht.  Vgl.  Enzykl. 
d.  mathem.  Wissensch.,  III  3,  p.  247—248. 
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Fig.  125. 


In  Fig.  125  sei  L  eine  Loxodrome  auf  der  zugrunde  ge- 
legten Rotationsfläche,  MM'  ein  Element  derselben,  einge- 
schlossen zwischen  den  Meridianen  P3/  und  PM' ,  deren 
Ebenen  mit  der  ^'o-- Ebene  die  Winkel  X  und  k  -\-  dl  bilden 
mögen.  Die  rechtwinkligen  Koordinaten  x,  y,  z  eines  Punktes 
M  von  L  drücken  sich  durch  seinen 
Abstand  CM  =  r  von  der  Rota- 
tionsachse und  dem  eben  einge- 
führten Winkel  l  wie  folgt  aus: 

X  =  rcos  l, 
(16)  y  =  rsin  A, 

^  =  /-(r); 
die  Funktion  f  ist  durch  die  Ge- 
stalt der  Rotationsfläche  bedingt. 
Legt  man  durch  M  den  Parallel- 
kreis, so  besteht  zwischen  seinem 
Element  MM"  und  dem  der  Loxo- 

M3I" 
drome   die   Beziehung       ^,  =  sin  a,  die  sich,  wenn  man  31 M" 

durch  rdX  und  MM'  durch    das    aus   (16)   abgeleitete  Bogen- 

diff'erential  

ds=-ydr^+  r^dX^-\-f'(rydr^ 

ersetzt,  in  der  Gestalt 

r^fU-  =  sin^ CO  u/r^  -f-  rhlX^  +  f\rfdr'-) 

schreiben  läßt,  woraus 


(17) 


^A  =  tgcj]/1  -|-/"(r)' 


dr 


Durch  diese  Diiferentialgleichung  ist  für  jede  einzelne 
Rotationsfläche  eine  Beziehung  zwischen  r  und  X  bestimmt, 
mit  deren  Hilfe  die  Gleichungen  (16)  auf  bloß  einen  Parameter 
zurückgeführt  werden  können. 

Den  Ausgangspunkt  der  Untersuchung  haben  die  Loxo- 
dromen  auf  der  Kugel  wegen  ihrer  Bedeutung  für  die  See- 
schiffahrt als  Linien  konstanten  Kurses  gebildet.  Wählt  man 
den  Radius  der  Kugel  als  Längeneinheit  und  die  Breite  9)  von 
M  als  zweiten  Parameter,  so  treten  an  die  Stelle  von  (16)  die 
Gleichungen 
(16*)      X  =  cos  q)  cos  A,       y  =  cos  cp  sin  X,       2  =  sin  9) 
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und  nach  gleichem  Rechnungsgange  ergibt  sich  statt  (17) 

(17*)  dk  =  tgo}    '''^ 


Formt    man    den    Bruch  um     in 


cos  qp 
cos  qp  .     /  lt  \ 


tsr 


,  wonach  unmittelbar  zu  erkennen  ist,  daß  er  das 

C-l) 

negative  Differential  von  lt§(-     —      1  ist,  so  schließt  man  aus 

(17*)  auf 

(18)  ^.-Ao=tg(oUg(^-ff), 

wenn  X^  sich  auf  jenen  Punkt  der  Loxodrome  bezieht,  dem 
die  Breite  qp  =  0  zukommt  (Aquatorpunkt). 

Die  beste  Vorstellung  von  dem  Verlauf  einer  sphärischen 
Loxodrome  gibt  deren  Projektion  aus  dem  Pol  (Nordpol)  P 
auf  die  Äquatorebene  (a;?/- Ebene).  Bezeichnet  30^  das  Bild 
von  M,  Q  seinen  Radiusvektor,  so  besteht  die  Gleichung: 

1  z  sin  qp 

Q         Q  —  r  Q  —  cos  qp 
aus  der  sich 

cos  qp  i     /  ^    ,    'P\ 

ergibt.     Im  Hinblick  auf  (18)  ist  hiernach 

X  —  Iq  =  tga  •  Iq 

_  j^» 
oder  mit  der  Abkürzung  e    *'^'"  =  Ä: 

X 

die  Gleichung  der  Projektion  der  Loxodrome.  Die  Projektion 
ist  also  eine  logarithmische  Spirale  (136,  3)),  welche  die  Leit- 
strahlen (als  Projektionen  der  Meridiane)  unter  demselben 
Winkel  schneidet  wie  die  Loxodrome  die  Meridiane  selbst. 
Der  innerhalb  des  Aquatorkreises  liegende  Teil  der  Spirale 
entspricht  dem  auf  der  südlichen  Halbkugel  verlaufenden  Teil 
der  Loxodrome,  der  sich  also  dem  Südpol  asymptotisch  nähert; 
der    außerhalb    des    Äquatorkreises    liegende    Teil    der   Spirale 
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stammt  von  dem  auf  der  nördlichen  Halbkugel  befindlichen 
Teil  der  Loxodrome,  der  sieh  dem  Nordpol  asymptotisch 
nähert. 

Bildet  man  die  Kugel  derart  auf  die  Ebene  |  >;  ab,  daß  dem 
Punkte  kjip  der  Punkt 

entspricht,  so  bilden  sich  die  Meridiane  als  Gerade  parallel 
zur  ?j-Achse,  die  Parallelkreise  als  Gerade  parallel  zur  |-Achse 
ab,   die  Loxodrome  hat   aber  in  der  Abbildung  die  Gleichung 

(19)  ^  =  tgo9-r?, 

erscheint  also  als  gerade  Linie.  Hierin  liegt  das  Wesen  der 
von  G.  Mereator  ersonnenen  Kartenprojektion,  nach  welcher 
er  seine  Seekarte  von  1569  konstruierte,  daß  in  dieser  die 
Linien  konstanten  Schiffskurses  als  gerade  Linien  einzutragen 
sind  (vgl.  34),  die  den  wahi-en  Kurs  erkennen  lassen. 


Druck  von  B.  G.  Teubner  in  Leipzig. 


Von  Emanuel  Czuber 

erschienen  ferner  im  gleichen  Verlage: 

Einführung  in  die  höhere  Mathematik 

Mit   114  Fig.     [X   u.  382  S.]     gr.  8.     1909.     In  Leinwand  geb.  JC  12.— 

In  Ausführung  eines  lang  gehegten  Planes  hat  der  Verfasser  in  diesem  Bache 
Tomehmlich  jene  Materien  zur  Darstellung  gebracht,  die  über  den  Bahnten  des  Inhaltes 
seiner  „Vorlesungen  über  Differential-  und  Integralrechnung"  hinausgehend  zum  Vortrag 
gebracht  werden.  Es  wurde  aber  die  Anlage  und  Gestaltung  so  gewählt,  daß  das  Buch 
auch  seine  selbständige  Stellung  behaupten  k(jnne,  als  Einführung  in  das  Studium  der 
höheren  (iebiete  der  Jlathematik;  darum  sind  auch  die  Elemente  der  Differentialrechnung 
aufgenommen  worden,  um  ihre  organische  Verbindung  mit  den  anderen  behandelten  Ge- 
bieten herstellen  zu  können. 

Das  Buch  umfaßt  eine  recht  eingehende  Entwicklang  des  Zahlbegriffs,  die  Dar- 
stellung von  Zahl.n  durch  unendliche  arithmetische  Prozesse,  eine  Einführung  in  die 
Funktionentheorie,  im  Anschlüsse  daran  die  Elemente  der  DifTerentialrechnang  nebst  den 
ersten  Anwendungen  der  Differentialquotienten,  weiter  die  Determinantentheorie,  die  zur 
Geltung  kommt  bei  der  sich  anschließenden  Gleichungslehre,  endlich  die  analytische 
Geometrie  der  Ebene  und  des  Baumes  in  jenem  Ausmaße  und  solcher  Form,  wie  es 
nameutUch  als  Vorbereitung  für  dag  Studium  der  Mechanik  erforderlich  erscheint.  Im 
übrigen  ist  der  Verfasser  denselben  Grundsätzen  gefolgt,  die  ihn  bei  der  Abfassung  der 
„Vorlesungen  über  Differential-  und  Integralrechnung"  geleitet  haben. 


Wahrscheinlichkeitsrechnung 

und  ihre  Anwendung  auf  Fehlerausgleichung,  Statistiic  und  Lebensversicherung 

2.  .sorgfältig  durchgesehene  und   erweiterte  Auflage.     In  2  Bünden. 

I.  Band:  Wahrscheinlichkeitstheorie,  Fehlerausgleichung,  KollektivmaBlehre. 

Mit  18  Figuren.    [X  u.  410  S.J    gr.  «.     1908.    In  Leinwand  geb. 
JC.  12.— 

II. Band:  Mathematische  Statistik.  Mathematische  Grundlagen  der  Lebens- 
versicherung, ^lit  .34  Figuren.  [X  u.  470  S.J  gr.  8.  1910.  In 
Leinwand  geb.  ^IC.  14. — 

Bei  der  Bearbeitung  dieser  Neuauflage  sind  mancherlei  förderlich  erscheinende  Neue- 
rungen im  einzelnen  getroffen  worden,  so  die  Darstellung  der  Wahrscheinlichkeitssätze 
in  Form  von  Funktionalgleichungeu,  die  Heranziehung  des  Begriffs  der  relativen  Wahr- 
scheinlichkeit, der  Mengenlehre.  Des  weiteren  war  der  Verfasser  darauf  bedacht,  die  Grund- 
fragen, welche  die  philosophische  Seite  des  Gegenstandes  betreffen,  tiefer  zu  fassen.  Ein 
Kapitel  Ober  die  Kollektivmaßlehre,  die,  von  U.  Th.  Fechnor  begründet,  durch  die  neueren 
Arbeiten  von  G.  F.  Lipps  und  H.  Bruns  wesentlich  gefördert  wurde,  durfte  nicht  mehr 
fehlen;  die  theoretischen  Grundlagen  dieses  jüngsten  Zweiges  wurden  so  knapp  als  möglich 
dargestellt,  hingegen  auf  die  praktische  Anwendung  durch  Vorführung  mehrerer,  darunter 
auch  größerer  Beispiele  vorzubereiten  gesucht. 

Der  zweite  Band  umfaßt  die  im  Titel  genannten  Kapitel  in  einer,  wie  schon  der  Um- 
fang zeigt,  ziemlich  eingreifenden  Neubearbeitung.  In  der  mathematischen  Statistik 
wurde  auf  die  Darlegung  der  leitenden  Gedanken  bei  der  Bildung  und  Beurteilung  stati- 
stischer Maßzahlen  größerer  Nachdruck  gelegt;  die  neueren,  von  englischen  Statistikern 
aasgebildeten  Methoden  zur  analytischen  Darstellung  statistischer  Reihen  sind  einbezogen 
worden.  Eine  erhebliche  Erweiterung  erfuhr  die  Behandlung  der  Sterblichkeitsmessuug 
unter  Heranziehung  der  neueren  großen  Arbeiten  auf  diesem  Gebiete.  Ebenso  sind  die 
Tafelaasgleichung  und  die  Invalidität  ausführlicher  behandelt.  Noch  eingreifender  sind  die 
Änderungen  in  dem  die  mathematischen  Grundlagen  der  Lebensversiche- 
rung betreffenden  Teile.  Den  allgemeinen  Erwägungen  über  die  Voraussetzungen  bei  der 
Durchführung  versicherungstechnischer  Probleme  ist  ein  breiterer  Raum  gewidmet  Des 
weiteren  sei  insbesondere  hingewiesen  auf  die  Entwicklung  der  Versicherungswerte,  die  von 
Invalidität  abhiingeu  ;  auf  die  Einbeziehung  der  Durchschnittsprämicn  der  Sozialversiche- 
rung; auf  die  Erörterung  der  umstrittenen  Frage  der  Bemessung  des  Deckungskapitals: 
auf  die  Ausführungen  betreffend  das  Risikoproblem.  Selbstverständlich  haben  auch  zwei- 
fach abgestufte  Sterbetafeln  Berücksichtigung  gefunden. 


Emanuel  Czuber 

Geometrische  Wahrscheinlichkeiten 
und  Mittelwerte 

Mit   115  Figuren.     [VII  u.  244  S.]    gr.  8.     1884.     Geh.  JC  6.80 

Das  vorliegende  Bach  ist  der  erste  Yersach  einer  systematischen  Sarstellung  der 
geometrischen  Wahrscheinlichkeiten  und  der  damit  eng  zusammenhängenden  geometrischen 
Mittelwerte  Der  erste  Teil,  „Geometrische  Wahrscheiiilichkeilon",  zerfällt  in  drei  Ab- 
schnitte, welche  der  Reihe  nach  willkürlich  angcnomraeiic  Punkte  (in  Linien,  in  Flächen, 
im  Räume),  willkürlich  gezogene  Geraden  (in  der  Kbcne,  im  Räume)  und  willkürlich  ge- 
legte Kbenen  zum  Gegenstande  haben.  Im  zweiten  Teile,  „Geometrische  Mittelwerte" 
betitelt,  ist  von  einer  weiteren  Gliederung  des  Stoffes  Abstand  genommen  worden;  die 
Probleme  sind  hier  nach  den  zu  ihrer  Lösung  verwendeten  Methoden  geordnet. 


Theorie  der  Beobachtungsfehler 

Mit  7  Figuren.     [XIV  u.  418  S.]    gr.  8.     IS'Jl.     Geh.  .V8.— 

Eine  zusammenfassende  Darstellung  der  wissenschaftlichen  Grundlagen  der  Fehler- 
theorie und  der  auf  sie  begründeten  Ausgleichungsrcclmung,  wie  sie  dieses  Buch  zu 
geben  versucht,  soll  einem  doppelten  Zwecke  dienen:  den  Mathematiker  in  dieses  durch 
Metaphysik  und  Analyse  gleich  interessante  Gebiet  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung 
einführen  und  demjenigen,  den  praktische  Probleme  mit  der  Ausgleichrechnung,  diesem 
unerläßlich  gewordenen  Bindeglied  zwischen  Beobachtungen  einerseits  und  den  aus 
ihnen  gefolgerten  Resultaten  andererseits,  zusamracnfuhreu,  ein  möglichst  umfassendes 
Bild  ihrer  Entwicklung  nach  der  theoretischen  Seite  bieten.  Die  technische  Ausführung 
der  Rechnungen  bei  Lösung  spezioller  Aufgaben  aus  verschiedenen  Gebieten  der  An-' 
Wendung  fällt  hiernach  nicht  in  den  Rahmen  des  Buches. 


Die  Entwicklung  der  Wahrscheinlich- 
keitsrechnung und  ihre  Anwendung 

[VII  u.  279  S.]    gr.  8.     1899.     Geh.  .V  8.— 

Die  Schrift  stellt  sich  die  Aufgabe,  den  Entwicklungsgang  der  Wahrscheinlichkeits- 
theorie bis  zu  ihrem  heutigen  Stande  in  knappen  Zügen  zu  zeichnen  und  auf  die  An- 
wendungsgebiete so  weit  einzugehen ,  als  es  sich  dabei  um  theoretische  Fragen  handelt. 
Der  philosophischen  Seite  des  Gegenstandes  wird  mehr  Aufmerksamkeit  zugewendet,  als 
dies  sonst  in  mathematischen  Schriften  zu  geschehen  pflegt.  Es  werden  in  sachlicher 
Gliederung  der  Reihe  nach  die  Grundlagen  der  Wahrscheinlichkeitstheorie;  ihre  An- 
wendung auf  die  Ergebnisse  wiederholter  Versuche;  die  Wahrscheinliclikeit  der  Ursachen 
beobachteter  Ereignisse  und  das  Schließen  auf  zukünftige  Ereignisse;  die  Beurteilung 
vom  Zufall  abliängiger  Vor-  und  Nachteile;  die  Anwendungen  der  Wahrscheinlichkeits- 
theorie auf  Zeugenaussagen  und  Entscheidungen  von  Gerichtshöfen,  auf  die  Resultate 
von  Messungen,  endlich  auf  die  Statistik  behandelt. 


Verlag  von  B.  G,  Teubner  in  Leipzig  und  Berlin 

Ahrens,  I'r.  W.,  mathematische  Unterhaltungen  und  Spiele. 
2.,  vermehrte  und  verbesserte  Auflage.  In  2  Bänden,  gr.  8.  In 
Leinwand  geb. 

I  Band:   Mit"  200  Figuren.    [IX  n.  400  S.]   1910.  ,«7.50    II.  Band.    [In  Vorbereitung.] 

Scherz  und  Ernst  in  der  Mathematik.  Geflügelte  und  unge- 
flügelte Worte.    [X  u.  52-i  S.]  gr.  8.  1904.  In  Leinwand  geb.  M  8  — 

Bauer,  Dr.  Gustav,  weil.  Professor  an  der  Universität  München,  Vor- 
lesungen über  Algebra.  Im  Auftrage  des  Mathematischen 
Vereins  München  herausgegeben  von  Dr.  Karl  Doehlemann,  a.  o. 
Professor  an  der  Universität  München.  Mit  dem  Bildnis  Gustav 
Bauers  und  11  Figuren.  2.  Auflage.  [VI  u.  .366  S.]  gr.  8.  1910. 
Geh  ^^   11.  — ,    in  Leinwand  geb.  J(  12. — 

Bolza,  Dr.  O.,  Profes.«or  an  der  Universität  Chicago,  Vorlesungen 
über  Variationsrechnung.  Umgearbeitete  und  stark  vermehrte 
deutsche  Ausgabe  der  „Lecturps  on  the  Calculus  of  Variations" 
desselben  Verfassers.  Mit  117  Figuren.  [IX,  705  u.  10  S.  Anhang.] 
gr.  8.     1909.     Geh.  JC   11'.—,  in  Leinwand  geb.  J(  20.— 

Broggi,  Dr.  Hugo,  Professor  an  den  Universitäten  Buenos- Aires  und 
La  Plata,  Versicherungsmathematik.  Deutsche  Ausgabe.  [VIII 
u.  360  S.]     gr.  8.      1911.      Geh.  JC   7.  —  ,   in  Leinwand  geb.  .«  8  — 

Burkhardt,  Dr.  H.,  Professor  an  der  Technischen  Hochschule  München, 
Vorlesungen  über  die  Elemente  der  Differential-  und 
Integralrechnung  und  ilire  Anwendung  zur  Beschreibung 
von  Naturerscheinungen.  Mit  38  Figuren.  [XJI  u.  252  S.J 
gr.  8.     1907.     In  Leinwand  geb.  ^fC  6.— 

Dingeldey,  Geheimer  Hofrat  Dr.  1  riedrich,  Professor  an  der  Techn.  Hoch- 
schule zu  Darmstadt,  Sammlung  von  Aufgaben  zur  Anwendung 
der  Differential-  und  Integralrechnung.  In  2  Teilen,  gr.  8. 
In  Leinwand  geb. 

I.Teil:    Aufgaben   zur   Anwendung   der   Differentialrechnung.      Mit 
9'.i  Figuren.     [T  u.  202  S.]     1910.     M  6.— 
II.     —       [In  Vorbereitung.] 

Dziobek,  Dr.  O.,  Professor  an  der  Militärtechn.  Akademie  und  Dozent 
an  der  Techn.  Hochschule  zu  Charlottenburg,  Vorlesungen  über 
Differential-  und  Integralrechnung.  Mit  150  Figuren.  [X 
u.  648  S.)     gr.  8.     1910.     In  Leinwand  geb.  J(    16.— 

Grundlehren  der  Mathematik.  Für  Studierende  und  Lehrer. 
In  2  Teilen      Mit  vielen  Figuren,     gr.  8.     In  Leinwand  geb. 

I.  Teil:   Die  Grundlehren  der  Arithmetik  und  Algebra.     Bearbeitet  von 
E.  Netto  und  C  Färber.     2  Bände. 
I.Band:  Arithmetik.     Bearbeitet  von  Dr.  C.Färber,  Professor  an  der 

Luisenstädtischen  Oberrealschule  in  Berlin.  Mit  9  Figuren.  [XV 

n.  110  S.]     1911.     Geb.  J(.  9.— 
2.     —       Algebra.     Von  E.  Netto  in  Gießen.     [In  Vorbereitung.] 
II-      —      Die  Grundlehren  der  Geometrie.     Bearbeitet  von  W.  Frz.  Meyer 
und  H.  Thieme.     2  Bände. 
1. Band:  Die    Elemente    der    Geometrie.     Bearbeitet    von    Professor 

Dr.  H.   Thieme,   Direktor  des   Realgymnasiums   zu   Bromberg. 

Mit  323  Figuren.     [XII  u.  394  S.]     1909.     M  '.>.— 
-■      —       Von  W.  Frz    Meyer  in  Königsi)erg.     [In  Vorbereitung.] 

Kovsralewski,  Dr.  Gerhard,  Professor  an  der  Deutschen  Technischen 
Hochschule  zu  Prag,  Grundzüge  der  Differential-  und  Inte- 
gralrechnung. Mit  Hl  Figuren.  [VI  u.  452  S.J  gr.  8.  1909. 
In  Leinwand  geb.  M   12.— 

die    komplexen    Veränderlichen    und    ihre    Funktionen. 

Fortsetzung  der  Grundzüge  der  Difi"erential-  und  Integralrechnung, 
zugleich  eine  Einführung  in  die  Funktionentheorie.  Mit  124  Figuren. 
[IVu.455S.]    gr.  8.    1911.    Geh.  .<^  12.— ,  in  Leinwand  geb.  ^  13.— 


Verlag  von  B.  G.  Teubner  in  Leipzig  und  Berlin 

Markoflf,  A.  A.,  Trofissor  an  der  Kaiser!.  Universität  St.  Petersburg, 
Wah  rscljt'inlich  keitsrcchnung.  Nach  der  2.  Autlage  dos 
russischen  Originals  übersetzt  von  H.  Liebmann.     [ca.  320  S.  |    gr.  8. 

1  Erscheint  im   Frühjahr  I'JIS.] 

Müller,  |ir.  E.,  Professor  an  der  k.  k.  Technischen  Hochschule  zu  Wien. 
Lehrbuch  der  darstellenden  Geometrie  für  technische 
Hochschulen.     In  2  Bänden.     In  Leinwand  geb. 

I.Band:    Mit  273  Figuron  und  3  Tafeln.     [XIV  u.  368  S.]     gr.  8.    lOOS.     M  i-2  — 
II.    —         [In  Vorboroituiig  ] 

Nielsen,  Dr.  Niels,  ord  Professor  an  der  Universität  Kopenhagen, 
Elemente  der  Funktionentheorie.  [X  u.  520  S.]  gr.  8.  1911. 
In  Leinwand  geb.  ^(C   lö. — 

Fascals  Repertorium  der  höheren  Mathematik.  _*.,  völlig  umgearbeitete 
AuHage  der  deutschen  Ausgabe.  Unter  Mitwirkung  zahlreiclier  Mathe- 
matiker   herausgegeben   von    P.   Epstein    und    H.  E.  Timerding. 

2  Bände  in  4  Teilen  mit  zahlreichen  Figuren,  gr.  8.  In  Leinwand  geb. 

I.  Band:  Analyst s.  Unter  Mit\virkung  von  R  Fricke,  Ph.  Furtwänglor, 
A.Guldberg,  H.  Hahn,  K.Iahnke,  H.  Jung,  A.  Loewy,  K.  Pas- 
cal, H.  E.  Ti  mording  lieriiusg  von  P.  Epstein.  I.  Hälfte:  Algebra, 
Differential-  und  Integralrechnung.  [XV  u.  527  S.]  1910. 
JC  10.—  [Die  II.  Hiilfto  folgt  im  Frühjahr  1912  ] 
II.  —  Geometrie.  Unter  Mitwirkung  von  L.  Berzolari,  B.  Bonola,  E. 
Ciani,M.  Dehn,  F.  Dingeldey,  F.  Enriques,  G.  Giraud,0.  Gu- 
areschi,  L.  Heffter,  W.  Jacob  s  t  li  al,  H.  Eieb  mann,  J.  Mollerup, 
J.  Xeuberg,  U.  Perazzo,  ()  Staude,  E.  Steinitz,  II.  Wicleitner 
und  K.  Zindler  herausgegeben  von  H.  E.  Tim  erding.  I.  Hälfte: 
Grundlagen  und  ebene  Geometrie.  Mit  54  Figuren.  iXVI  u. 
534  S.]     1910.     J(  10.—     [Die  II.  Hälfte  folgt  im  Frühjahr  1912.] 

Serret -SehefiFers,  Lehrbuch  der  Differential-  und  Integral- 
rechnung. Nach  Axel  Harnacks  Übersetzung  neu  bearbeitet  von 
G.  Scheffers.     In  3  Bünden,     gr.  8.      In  Leinwand  geb. 

I.  Band.     Dif  f  oren  t  i  alrocUnun  g.     4.  u.  5.  Auflage.     Mit   70   Figuren.     [XVI  u. 

626  S.]     1008.     JC  13  — 

II.    Integralrechnung.    4. u. 5.  Auflage.    Mit  108  Figuren.    [XIV  u.  639  S.] 

1911.     M.  13.— 

III.    Dif  ferentialgleichungen  und  Variationsrechnung.    3.  Auflage. 

Mit  63  Figuren.     [XII  u.  6.58  S.]     1909.     JC  13.— 

Taschenbuch  für  Mathematiker  und  Physiker.  H.  Jahrgang  1911. 
Unter.  Mitwirkung  von  zahlreichen  Fachgenossen  herausgegeben  von 
F.  Auerbach  und  li.  Rothe.  Mit  einem  Bildnis  H.  Minkowskis. 
[IX  u.  5G7  S.]     8.     1911.     In  Leinwand  geb.  JC   1  .— 

Voß,  Dr.  A.,  Professor  an  der  Universität  München,  über  das  Wesen 
der  Mathematik.     [98  S.]     8.     1908.     Steif  geh.  .«  3.60. 

Wallenberg,  Georg,  Dozent  an  der  Techn.  Hochschule  Cliarlottenburg, 
Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen.  Unter  Mit- 
wirkung von  Professor  Dr.  Alf  Guldberg  in  Kristiania.  Mit  5  Figuren. 
[XIV  u.  288  S.]  gr.  8.   1911.  Geh...«  10 .—.  in  Leinwand  geb.  .«  11.— 

Weber,  Dr.  H.,  und  Dr.  J.  Wellstein,   Professoren  an  der  Universität 

Straßburg  i.  E.,    P^nzyklopädie   der  Elementar-M  athematik. 

Ein    Handbuch    für   Lehrer   und   Studierende.     In  3  Bänden,     gr,  8. 

In   Leinwand  geb. 

I.Band:    Elementare   Algebra   und   Analysis.     Bearbeitet  von  H.  Weber. 

3.  Auflage.     Mit  4i»  Figuren.     [XVIII  u.  532  S.]     1910      JC  10.— 

II.  —       Elemente     der     Geometrie.       Bearbeitet   von   H.Weber,   J.  Well- 

stein  und    W.  Jacobsthal.     2.  Auflage.     Mit    251    Figuren.     [XII  u. 
59«  S.]     1H07.     JC  12.— 
III.      —       Angevrandte  Elementar- Mathematik.     In  2  Teilen.     2.  Auflage. 

I.  Teil:  Mathematische  Physik.  Mit  einem  Buch  über  Maxima  und 
Minima  von  H.  Weber  und  J.  Well  st  ein.  Bearbeitet  von  R.  H.  Weber, 
Professor  in  Ko.<tock.     Mit  254  Figuren.     [XII  u.  536  S.J     1910.    JlVi.-- 

II.  Teil:  Angewandte  ^Mathematik  und  Astronomie.  [Erscheint 
Anfang  1912.] 
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